
 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 
 

 
 



 

 
  

  علوم پايه ،گروه رياضيدانشكده 

  )M.SC(پايان نامه براي دريافت درجه كارشناسي ارشد 

  ناليز عدديآ: گرايش 

  عنوان 

  اسپلاين براي حل دسته خاصي يروش ب

  از مسائل مقادير مرزي غير عادي

  استاد راهنما

 دكتر جليل رشيدي نيا 

  استاد مشاور

  دكتر محمد صادق عسگري

  پژوهشگر

  فاطمه درويش متولي

 1390زمستان



 
 
 
 
 
 

  تقديم به پروردگارم

 او كه به من

 مادري چون خورشيد

 پدري چون دريا                 

 وهمسري چون كوه

  عطا كرده است

  

 



  
  تقدير وتشكر

  
  

حال كه با لطف و . حمد وسپاس بي پايان خداوند سبحان را كه ياد و نام او همواره مونس جان است  

نايت پروردگار منان اين دوره از تحصيل را پشت سر گذاشته ام، جاي ان دارد كه از زحمات كليه 

  .كساني كه بنحوي در نگارش اين رساله مددكار من بوده اند تشكر وقدرداني نمايم

به  د بزرگواري كه اندوخته علمي خود را در طبق اخلاص نهاده و مرا در اين راه ياري نمودنداساتي

 ها و ابييدكتررشيدي نيا به پاس رهنمودها نكته  آقايزحمات و مساعي استاد راهنما جناب  ويژه از

  .زحماتشان صميمانه سپاسگزارم

واز كليه اساتيد . تشكر را دارم دكترمحمد صادق عسگري كمال آقايهمچنين از استاد  مشاور جناب 

  .بزرگواري كه هر يك به نوعي بنده را وامدار فضل خود نمودند نهايت امتنان را دارم

در پايان از خانواده عزيزم به خصوص خواهر مهربانم كه همواره در تمام مراحل تحصيل  مشوق و 

  .پشتوانه من بوده اند بسيار سپاسگزارم

  
  
  
  
  

 
 
 



  بسمه تعالي
 

 
  تعهد نامه اصالت پايان نامه كارشناسي ارشد

 

كارشناسي ارشدرشته رياضي كاربردي با شماره دانشجويي  اينجانب فاطمه درويش متولي دانشجوي  

ن ياسپلا يروش ب:اعلام مي نمايم كه كليه مطالب مندرج در اين پايان نامه باعنوان 88106890700

شي خود بوده و چنانچه دستاوردهاي پژوهشي براي حل مسائل مرزي غير عادي حاصل كار پژوه

ديگران را مورد استفاده قرار داده باشم ، طبق ضوابط و رويه هاي جاري ، ان را ارجاع داده و در 

 . فهرست منابع و ماخذ ذكر نموده ام 

علاوه بر ان تاكيد مي نمايد كه اين پايان نامه قبلا براي احراز هيچ مدرك  هم سطح ، پايين تر يا 

در صورت  بابالاتر ارائه نشده و چنانچه در هر زمان خلاف ان ثابت شود بدينوسيله متعهد مي شوم ،

 .اعتراض ان را بپذيرم ابطال مدرك تحصيلي ام توسط دانشگاه ، بدون كوچكترين

 
 

  تاريخ وامضا
  

  
  

 
 
 
  

 
 



 
 

 
  

  بسمه تعالي

  16/11/1390 :درتاريخ 

 18متولي از پايان نامه خود دفاع نموده وبا نمره  خانم  فاطمه درويش / دانشجوي كارشناسي ارشد آقاي 

.                                                                 و با درجه        مورد تصويب قرار گرفت  هجده بحروف

  امضاء استاد راهنما

  

 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



  بسمه تعالي
  علوم پايه :دانشكده 

:                   كد شناسايي پايان نامه 
10130109901008 

  101: كد واحد تهران مركزي   :نام واحد دانشگاهي 

  ياسپلاين براي حل مسائل مرزي غير عاد -روش ب:عنوان پايان نامه كارشناسي ارشد 
  1/7/1390:تاريخ شروع پايان نامه 
 16/11/1390:تاريخ اتمام پايان نامه

  فاطمه درويش متولي :خانوادگي دانشجو ونام نام
 88106890700 :شماره دانشجويي 

 دكتر جليل رشيدي نيا:استاد راهنما
 دكتر محمد صادق عسگري: استاد مشاور 

 7پلاك 11فيروزكوه شهرك ولي عصر كوچه فرهنگ: ادرس و شماره تلفن 

  ):به دست آمده  شامل خلاصه، اهداف، روش هاي اجرا و نتايج( چكيده پايان نامه 

  .         روش بي اسپلاين را ارائه مي دهيم غير عادي در اين پايان نامه جهت حل مسئله بامقدار مرزي دو نقطه اي
اصلاح مي كنيم ، و مسئله اصلاح شده را به روش بي اسپلاين حل غير عادي را در نقاط غير عادي مسئله مقدار مرزي

  .                                                                                                                           مي كنيم
طي سازي معادله را خطي سازي مي كنيم و بعددر بكارگيري روش بي اسپلاين براي معادله غير خطي ابتدا با روش شبه خ

  .                                                                            روش بي اسپلاين را بكار مي گيريم
و در.درجه بهينگي روش را نيز بدست مي آوريم .با بدست آوردن خطاي برشي روش تصحيح اسپلاين را بدست مي آوريم

  ..    ه با مثال هاي عددي كارايي روش را ثابت مي كنيمنتيج
براي بدست اوردن جواب در هر نقطه از دامنه ارائه مي دهد در حالي كه روش رااز طرفي روش ذكر شده تابع اسپلايني 
پايان نامه بر .مي دهدنقاط گره اي انتخاب شده بدست  جواب را فقط در [2]و   [1]تفاضلات متناهي بررسي شده در مرجع 

  .استوار است  [3]پايه مرجع 
  

شبه خطي سازي ، خطاي برشي                                   اسپلاين ، بي اسپلاين ،، ، مسئله مقدار مرزي، منفرد:كليد واژه  
  

  تاريخ وامضا.        مناسب نيست/ نظر استاد راهنما براي چاپ در پژوهش نامه دانشگاه مناسب است 



 
  مندرجات فهرست

  عنوان                                                                                                             صفحه
  1 چكيده
  2 مقدمه

  3 كليات و تعاريف  .1
  4 مسائل  مقدار مرزي  1.1

  5 مسئله مقدار مرزي غير خطي 1.1.1
  6 مرزي غير عاديمسئله مقدار  2.1.1

  7 تاريخچه درونيابي اسپلاين2.1
  8 كاربرد اسپلاين  1.2.1
  8 نيفرمول اسپلا  2.2.1
  11 فضاي اسپلاين                                                 3.2.1
  12 ه                                                         يپا   4.2.1
  12 نياسپلاياجملهچند تابع تعريف1.2.6
  13 انواع اسپلاين  6.2.1

  14  بي اسپلاين 3.1
  17 وجود بي اسپلاين 1.3.1

  19 ويژگي هاي بي اسپلاين ها1-3-2
  20 ر عادييروش بي اسپلاين براي مسائل مرزي خطي غ2

  31 براي مسائل مرزي خطي غير عادي با روش بي اسپلايني برشيورد خطاآبر 1.2
  45 ها براي مسائل غيرخطي غير عادياسپلاينبي 3
  53  اسپلاين يبراي مسائل مرزي غيرخطي غيرعادي با روش بي برشيوردخطاآبر 3-2

  55  استراتژي افراز بهينه4
  61  نتايج عددي5

  71 مراجع

 الف



 
 فهرست جداول

  عنوان                                                                                                             صفحه
  26  جدول     2-1
  68  جدول 5-1
  69 جدول 5-2
  70 جدول 5-3

 ب
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  دهيچك
 

 
  روش بي اسپلاين را ارائه  غير عادي در اين پايان نامه جهت حل مسئله بامقدار مرزي دو نقطه اي

  .         مي دهيم
اصلاح مي كنيم ، و مسئله اصلاح شده را به  غير عادي را در نقاط غير عادي مسئله مقدار مرزي

  . روش بي اسپلاين حل مي كنيم
طي سازي معادله را خطي در بكارگيري روش بي اسپلاين براي معادله غير خطي ابتدا با روش شبه خ

  . سازي مي كنيم و بعد روش بي اسپلاين را بكار مي گيريم
درجه بهينگي روش را نيز .با بدست آوردن خطاي برشي روش تصحيح اسپلاين را بدست مي آوريم

  ..    ه با مثال هاي عددي كارايي روش را ثابت مي كنيمو در نتيج.بدست مي آوريم 
  براي بدست اوردن جواب در هر نقطه از دامنه ارائه  رااز طرفي روش ذكر شده تابع اسپلايني 

 جواب را فقط در [2]و   [1]مي دهد در حالي كه روش تفاضلات متناهي بررسي شده در مرجع 
  .استوار است  [3]ان نامه بر پايه مرجع پاي .مي دهدنقاط گره اي انتخاب شده بدست 

  

 شبه خطي سازي ، خطاي برشي   اسپلاين ، بي اسپلاين ،، ، مسئله مقدار مرزيغيرعادي:كليد واژه
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  مقدمه
در اين پايان نامه  روش بي اسپلاين مكعبي را براي حل مسائل مقدار مرزي غير عادي خطي و غير 

  .خطي بكار گرفته ايم 
به تعاريف و كلياتي كه در پايان نامه امده است پرداخته ايم از جمله  معرفي تابع  در فصل يك

  اسپلاين و بي اسپلاين ، مسائل مقادير مرزي عادي و غير عادي ،معادله خطي و غير خطي
در فصل دو روش بي اسپلاين  مكعبي را براي مسئله مقدار مرزي غير عادي خطي بكار برده ايم و 

ن روش به يك ماتريس سه قطري رسيده ايم كه در نهايت منجر به حل يك دستگاه شده با تكيه به اي
  .است كه با حل ان دستگاه به جواب  مي رسيم

  .در ادامه فصل دوم خطاي روش را براي مسئله غير عادي خطي بدست اورده ايم 
ي بكار برده ايم در فصل سه روش بي اسپلاين مكعبي را براي مسئله مقدار مرزي غير عادي غير خط

،بدين ترتيب كه ابتدا مسئله غير خطي را خطي سازي مي كنيم و بعد همان روندي كه در فصل دو 
داشتيم را بكار مي بريم ،كه در نهايت به يك ماتريس سه قطري خواهيم رسيد و خطاي روش را نيز 

  .ارزيابي كرديم 
  اين فصل برانيم تا بهترين طول گام را  فصل چهار مربوط به استراتژي افراز بهينه مي باشد كه در

  .بتوا نيم انتخاب كنيم 
ودر اخرين فصل روش هاي فوق را براي مثال هاي عددي بكار برده ايم و روش را با استفاده 

  .ازبرنامه مطلب نوشته ايم 
 

  
  

  
  
  



3 
 
 

  
  
  
  11  فصلفصل
  

  ففييوتعاروتعار  اتاتييكلكل
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  ي مرز مقدار مسائل 1.1

 

  :مقدمه

مسائل مقادير مرزي خطي و غير خطي عادي وغير عادي توسط محققين زيادي مورد بحث و بررسي 

  ,[7],[6],[5],[4]كاربرد روش بي اسپلاين  براي حل اينگونه مسائل در مراجع . قرار گرفته است 

 . امده است

 .استفاده شده است [2]دربيان اين مطالب از مرجع 

  :به صورت زير مي باشدشكل كلي يك مسئله مقدار مرزي 

ryL =][  

    

m,,2,1 "=µ γ µµ
=][yu  

uµيك تابع مفروض rام ، mيك عملگر ديفرانسيلي مرتبه  Lكه در ان 
با .شرايط مرزي مي باشد 

  :متغير مستقل باشد  xفرض اينكه 

yxf im

i
i

yL
)(

0
)(][ ∑

=

=  

)()()()()()()( 10 xrxyxfxyxfxyxf m

m =++′+= …  

 :ساده ترين مسئله ي مقدار مرزي مرتبه دوم به صورت زير مي باشد

)()()()()()()( 012 xrxyxfxyxfxyxf =+′+′′  
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))()((][ )()(

,
1

0
, bybayayu

kk

k
m

k
k µµµ += ∑

−

=
  

  شرايط مرزي به صورت زير است 

 شرايط مرزي نوع اول

,1)( γ=ay γ 2)( =by  

 شرايط مرزي نوع دوم 

,1)( γ=′ ay γ 2)( =′ by  

 شرايط مرزي نوع سوم

γ 10 )()( 1 =−′ ayaaya  γ 20 )()( 1 =−′ bybbyb  

  .كه ثابت هاي مثبت اند b1،a1،b0،a0به طوري كه

  

  ي رخطيغي مرز مقدار مسئله  1.1.1

yمسئله مقدار مرزي ذكر شده در بالا يك مسئله خطي است زيرا يك رابطه خطي بين  ′′ ,y′

,y وجود دارد.  

مرزي يك مسئله حال اگر يك رابطه غير خطي بين اين عناصروجود داشته باشد ، انگاه مسئله مقدار 

  .غير خطي خواهد بود

  :مسئله غير خطي مرتبه دوم در حالت كلي به صورت زير مي باشد

))(),(,()( xyxyxfxy ′=′′  
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  يرعاديغي مرز مقدار مسئله    2.1.1

  

  :مسئله مقدار مرزي مرتبه دوم همراه با شرايط مرزي زير را در نظر مي گيريم

λ 1)( =ay λ 2)( =by )()()()()()( xrxyxqxyxpxy =+′+′′ 

  

  به صورت  x  (r( يا q)  x  (p ، )x( اگر يكي از ضرايب)  الف 

α−x
xc )(  ،

α−x
xb )(   ،

α−x
xa و   x  (a( باشد كه  و همچنين [a,b]عددي  در بازه ي αباشدو )(

)x (b و )x  (c در]b ,a    [ تعريف شده باشند انگاه گوييم مسئله مقدار مرزي ، يك مسئله مقدار

  . مرزي غير عادي مي باشد

جواب عددي يك مسئله مقدار مرزي غير عادي به دليل غير عادي بودن همواره با يك خطا همراه 

  .است 

ين مرتبه مشتق به صورت زير ظاهر اگر در معادله يك پارامتر كوچك به عنوان ضريب بزرگتر) ب

  :شود

)()()()()()( xfxyxqxyxpxy =+′+′′ε  

21 )()( λλ == byay  

  .در اين صورت مسئله مقدار مرزي  غير عادي مختل داريم
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  نياسپلاي ابيدرون خچهيتار 2.1

 

  [8].معرفي شد) شونبرگ( I.J.Schoenbergبنام ت توسط شخصي 1946اسپلاين اولين بار در سال 

شونبرگ  براي نخستين بار يك قضيه براي اثبات وجود اسپلاين هاي درون ياب اثبات هم چنين 

  .كرد

اگر بخواهيم توصيفي درمورد اين نوع درونياب داشته باشيم با در نظرگرفتن خواص و مشخصه هاي 

به اين منظور كه هم بهترين تقريب است و هم دقيق . درونياب يكي  از بهترين نوع درونيابي هاست 

 .رين تقريبت

بهترين از اين لحاظ كه رفتار نقاط درونيابي  را به صورت خيلي هموار تقريب مي زند ،يعني مي توان 

همچنين دقيق ترين تقريب از اين لحاظ كه در نقاط مختلف داراي  .گفت تقريب تابعي نيز است 

  .تقريب هايي با خطاي خيلي كمتر است 

در حقيقت برتري اين .تابع به صورت دقيق تر تقريب مي زندپس مي توان ادعا كرد اسپلاين رفتار 

درونياب نسبت به درونياب هاي ديگر به دو دليل است ، يكي اينكه اين تابع علاوه بردرونيابي نقاط

),( fx ii نقاط،),( fx ii )(و همچنين ′ , fx ii مراتب بالاتر را وبه مراتب مي توان گفت مشتقات ′′

  .ديگر اينكه اين درونياب داراي همگرايي يكنواخت مي باشد.نيز تقريب مي زند 

يعني تابعي است چند . ظاهر تابع درونياب اسپلاين به صورت يك تابع تكه اي چند جمله اي است 

از اسپلاين هاي چند جمله اي و غير چند . ضابطه اي كه هر ضابطه ان يك چند جمله اي است 

كه بعضي .جمله اي مي توان براي بدست اوردن جواب عددي معادلات ديفرانسيل استفاده كرد

 [10] , [9].پرداخته اند آنمحققان به 
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براي درونيابي تعدادي از نقاط داده شده  بهترين روش بر اساس چند جمله اي هاي چند ضابطه اي  

 .باشند ها اسپلاين ها و بي اسپلاين ها  ميآن است  كه مهمترين 

 

  نيكاربرداسپلا  1.2.1

  

با توجه به ويژگي هاي خوبي كه در مورد اسپلاين مطرح شد ، كاربرد هاي علمي فراواني را مي توان 

براي ان بر شمرد ، مثلا در كارهاي عمراني ، نقشه برداري ،احداث باند فرودگاه بين المللي ، مسائل 

، تبديل    Auto cad، نرم افزارهاي مهندسي پزشكي ، سونوگرافي ،نرم افزارهاي فارسي نويس

  .نالوگ به ديجيتال وغيره آ

  

  نياسپلا فرمول  2.2.1

  

  .استفاده مي كنيم  [11]در بيان اين مطالب از  مرجع  

را بررسي كنيم ، با توجه به افرازي كه براي )  مكعبي(اگر بخواهيم ضابطه ي يك تابع از درجه سه 

يعني .ك از زير بازه ها يك چند جمله اي از درجه حداكثر سه داريم دامنه نقاط داريم ، در هر ي

ممكن است يك اسپلاين درجه سه با ضابطه هايي درجه ي  يك و دو باشد، حتي درجه سه هم 

نباشد، واين بدين معني است كه اين ضابطه هاي از درجه دو ويا يك بازه اي از چند جمله اي درجه 

  .سه در زير بازه ها هستند
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ر مورد درونياب اسپلاين مي توان گفت كه اين درونياب  به صورت تركيب خطي از چند جمله اي د

  :ها مي باشد كه در زير معرفي مي گردد xSi)(هاي اسپلاين مانند 

nxxxa <<<= "10  

با نقاط گره  k≤0باشد يك تابع اسپلاين از درجه ي  ]   b،a[با فرض اينكهيك افراز از بازه ي 

xi وni ,,2,1   :است sتابعي مانند  ="

)()(
1

xscxs
n

i
ii∑

=

=  

ها كافي است كه xSi)(با معلوم بودن 
iC  در اين صورت چند جمله اي  . ها را بدست اوريم

  :باتوجه به شرايط زير محاسبه ميگردد xSi)(كه .درونياب معلوم مي گردد

]روي هر زير بازه )1 ]xx ii niكه  −1, ,,2,1 "= ،)(xS  يك چند جمله اي از درجه ي كوچكتر

 .باشد kيا مساوي 

2 ()(xS  وk-1  مشتق اول ان روي بازه[a,b] پيوسته باشد  

ܵሺݔሻ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ

,ݔሾ߳ݔ                 ሻݔଵሺݏ ଵሿݔ

,ଵݔሾ߳ݔ                 ሻݔଶሺݏ ଶሿݔ

,ିଵݔሾ߳ݔ                    ሻݔሺݏ        ሿݔ

.  
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  :صورت اسپلاين درجه صفر به صورت زير مي باشددر اين 

Sሺݔሻ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ

ሻݔሺݏ ൌ ܿ                      ߳ݔሾݔ, ଵሿݔ

ሻݔଵሺݏ ൌ ܿଵ                     ߳ݔሾݔଵ, ଶሿݔ

ሻݔିଵሺݏ         ൌ ܿିଵ                  ߳ݔሾݔିଵ, ሿݔ

 

  

  اسپلاين درجه يك

  

Sሺݔሻ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ

ሻݔሺݏ ൌ ܽݔ  ܾ                                   ߳ݔሾݔ, ଵሿݔ

ሻݔଵሺݏ ൌ ܽଵݔ  ܾଵ                                   ߳ݔሾݔଵ, ଶሿݔ

ሻݔିଵሺݏ         ൌ ܽିଵݔ  ܾିଵ                  ߳ݔሾݔିଵ, ሿݔ

 

  

  :ين درجه دو اسپلا

  

Sሺݔሻ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ ሻݔሺݏ ൌ ܽݔଶ  ܾݔ  ܿ                                    ߳ݔሾݔ, ଵሿݔ

ሻݔଵሺݏ ൌ ܽଵݔଶ  ܾଵݔ  ܿଵ                                   ߳ݔሾݔଵ, ଶሿݔ

ሻݔିଵሺݏ         ൌ ܽିଵݔଶ  ܾିଵݔ  ܿିଵ                  ߳ݔሾݔିଵ, ሿݔ

 

  

  

  



11 
 
 

و هم چنين اسپلاين درجه سوم يا مكعبي يك چند جمله اي درجه سه مي باشدكه مشتقات اول ودوم 

(x)  در بازه[a,b] كه براي حل مسائل مقادير مرزي توسط بسياري از نويسندگان  .پيوسته مي باشد

توابع اسپلاين ) [12] , [13] ,[14] , [15], [16] , [17] ,  [18]  ,[19](انجام شده است 

  :مكعبي از مهم ترين توابع اسپلاين هستند

 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ ሻݔሺݏ ൌ ܽݔଷ  ܾݔଶ  ܿݔ  ݀                             ߳ݔሾݔ, ଵሿݔ

ሻݔଵሺݏ ൌ ܽଵݔଷ  ܾଵݔଶ  ܿଵݔ  ݀ଵ                              ߳ݔሾݔଵ, ଶሿݔ

ሻݔିଵሺݏ         ൌ ܽିଵݔଷ  ܾିଵݔଶ  ܿିଵ  ݀                ߳ݔሾݔିଵ, ሿݔ

 

  

 

  نياسپلاي فضا  3.2.1

  

فرض كنيم 
n

in x
0⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=Ω  كه در ان ،bxxxa n =<<<= ...10

،افرازي از بازه 

[ ] ℜ⊂ba,  

1.,,1به ازاي . مي باشد  −= ni را nxو0xرا طبق معمول نقاط گرهي داخلي و نقاط  ix، نقاط  "

  .نقاط انتهايي يامرزي مي ناميم 


