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 چكيده
 
 

ما با استفاده از روشي نوين به دنبال به دست آوردن معادله اي هستيم كه بتواند فرايندهاي تصادفي را 
توصيف كند اين معادله به ما اين توانايي را مي دهد كه خواص آماري پديده هاي تصادفي را مورد 

  .بررسي قرار دهيم و همچنين آنها را باز توليد كنيم
ين هدف، در ابتدا تابع توزيع فرايند مورد نظر را مورد بررسي قرار مي دهيم و همين طور در راستاي ا

 فرايند را با استفاده از معادله ي لگاريتم تابع توزيع را گزارش مي كنيم سپس خاصيت ماركوف بودن
خود چپمن كلموگروف مورد بررسي قرار مي دهيم و مقياسي را كه در آن، فرايند خاصيت ماركوف از 

 مويال نشان مي دهيم كه ضرايب سپس با محاسبه ي ضرايب كرامرز.نشان مي دهد را بدست مي آوريم
اين چگالي احتمال همبسته از معادله ي بره ي دوم در حدود صفر مي شوند بنالاتر از ضريب مرتببا

به اين ترتيب معادله ي لانژوني را به دست مي آوريم كه در حقيقت توليد .فوكر پلانك پيروي مي كند
  .كننده ي فرايند تصادفي مورد نظر است

رو مي توان بدين وسيله فرايند مورد نظر را با همان خواص آماري توليد كرد و همچنين به  از اين
  .ت و خواص آماري پروسه پي بردماهي

 لاكوناهاي موجود در بافت استخواني اسفنجي و فشرده را به عنوان شعاعدر اين راستا، ما به عنوان مثال 
مورد بررسي قرار مي دهيم و با بدست آوردن معادله ي فوكر پلانك و معادله ي لانژون متغير تصادفي 

يم سطحي با خواص آماري مشابه با بافت استخواني نمونه  لاكوناها در مكان،قادرشعاعتوصيف كننده ي 
  .امان توليد كنيم
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 ٢

  :تاريخچه )  1- 1  
حل معادلات ديفرانسيل و همچنين مدل سازي پديده هاي طبيعي با استفاده از حل جواب هاي 

  . اين معادلات يكي از موضوعات جالب مورد مطالعه در اواخر قرن نوزدهم بود1تعيني
 تمامي اطلاعات اوليه ي مربوط به آن را داشته ور ميكردند كه اگر در مورد سيستميدر آن زمان تص

اما همان گونه كه مي دانيم در زندگي .باشيم، قطعا رفتار بعدي سيستم را مي توان پيش بيني كرد
 به طور دقيق و قاطع در مورد آينده ي پديده  روزمره بسياري از پديده ها هستند كه نمي توان

به عنوان نمونه، بسياري . يندهاي تصادفي قرار مي گيرندصحبت كرد، اين نوع پديده ها در گروه فرا
از رخدادهاي طبيعي و غير طبيعي مانند بورس، ترافيك در شبكه هاي اينترنتي، زبري سطوح، لرزه 

  .هاي زميني جزو فرايندهاي تصادفي مي باشند
توليد و توصيف دانشمندان علاقمند به مطالعه بر روي اين سيستمها شدند و به دنبال روشي براي باز

با استفاده از اين روش مي توان، از ماهيت و خواص آماري فرايند آگاه .چنين رخدادهايي پرداختند
شد و مي توان فرايند را با همان خاصيت هاي آماري توليد كرد و همچنين رفتارهاي بعدي سيستم 

خداد تصادفي را توسط بنابراين ما به دنبال روشي هستيم كه در كل بتوان يك ر.را پيش بيني كرد
يكي از نمونه هاي ساده از فرايندهاي تصادفي كه داراي مفاهيم .آن مورد تجزيه و تحليل قرار داد

  .عمومي فرايند هاي تصادفي است، حركت براوني است
منظم حركت ذرات معلق در آب را مورد  براي نخستين بار حالت نا2، رابرت براون1827در سال 

ر داد و از اين رو اين پديده تحت عنوان حركت براوني نامگذاري شد كه نتيجه بررسي و مطالعه قرا
 .اين مطالعه و بررسي منجر به اين شد كه يك قانون كلي براي اين نوع حركت بدست آمد

همچنين ]. 1[ مقاله اي را در مورد حركت براوني منتشر كرد1905تا اينكه آلبرت اينيشتن در سال 
پس از اين .  انجام شد3 توسط اسمولوچوسكيتئوريوي اثبات تجربي اين مطالعه و بررسي بر ر

  .]2[، روشي نو و متفاوتي را براي توصيف حركت براوني بيان كردند4 لانژون واينيشتن
  
  
  
  
  
  
  
  
 
  

                                                 
١ Deterministic 
٢ Brown 
٣ Smoluchowski 
٤ Langevin 
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 ٣

  حركت براوني)  1- 2
 را bv– وارد محيطي مي شود كه اصطكاك vo و سرعت اوليه ي mفرض كنيد ذره اي به جرم 

 :اين حركت تعيني خواهد بود چون طبق معادله ي نيوتن خواهيم داشت  .داحساس كن
  
)1-1(  bv

dt
dvm −=  

  
 :كه جواب آن خواهد بود

  
)2-1(  m

bt

evtv
−

= 0)(  
  

كه ذره بعد از زمان مشخصه ي 
b
m

≈σبه (  تقريبا سرعت اوليه اش را از دست خواهد داد
e
1 

با كمي دقت درمي يابيم كه اثر ذرات و برهم كنشي كه ذرات ). سرعت اوليه اش خواهد رسيد
  .محيط با ذره فرودي خواهد داشت دو اثر متفاوت خواهند گذاشت

اي خودشان داراي انرژي جنبشي كاتوره  قرار گرفته باشند T≠0اگر ذرات محيط در دماي 
در ضمن وقتي ذره ي .  خواهد بودTهند بود كه واريانس سرعت ذرات محيط متناسب با دماي خوا

فرودي نزديك ذرات محيط مي شود حتي با فرض كوتاه برد بودن پتانسيل اندركنش، با يك سرعت 
  .اوليه وارد ميدان پتانسيل ذره ي ميزبان خواهد شد و بنابراين مي تواند پراكنده شود

ماني نگاه كردن به رفتار ذره ي فرودي را آنقدر زياد كنيم كه ذره حافظه ي خودش اصله ي زفاكر 
را از دست بدهد، يعني آنقدر با ذرات ديگر به خاطر وجود دما برخورد كند كه سرعت اوليه اش در 

 :رفتار بعدي اثري نگذارد، مي توان معادله ي ساده اي را براي ديناميك ذره ي فرودي نوشت
  
)3-1(  )(tfbv

dt
dvm +−=  

  
ه نيروي اصطكاك را به ر بخش تعيني معادله ي فوق است كه به طور متوسط هنوز ذ−bvجمله ي 

 ، نيرويي خواهد بود كه در زمان tf)(نيروي . خاطر داشتن سرعت غير صفر احساس مي كند
به نيرو در لحظه ي ) رايط اوليه اش را فراموش خواهد كندزماني كه حافظه ي ذره ش( درشت شده 

معادله ي لانژون مي گوييم كه ) 1-3(به معادله ي ديناميك . درشت شده قبل مربوط نمي باشد
  . خواهد بودtf)( و يك بخش كاتوره اي −bvداراي يك بخش تعيني 

  .ت ديفرانسيلي تصادفي مي گوييمبه چنين معادلاتي، معادلا
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 ٤

 :را به شكل زير مي نويسيم) 1- 3(معادله ي 
  
)4-1(  

m
tft

tvv
)()(

)(

=Γ

Γ=+ γo

  

  
 : را نيروي لانژوني مي نامند كه داراي خواص زير مي باشدtΓ)(كه 

  
)5-1(  

0

0)()(

0)(

τ≥′−

=′ΓΓ

=Γ

tt

tt

t

  

  

0τي يك برخورد است كه با فرض كوچك بودن آن در مقايسه با زمان واهلش  بازه ي زمان
γ

τ 1
= 

 :ك، مي توان فرض كردسرعت يك ذره كوچ
  
)6-1(  )()()( ttqtt ′−=′ΓΓ δ  
  

ست، بنابراين آنچه مورد توجه ا.، سرعت نيز يك كميت تصادفي استtΓ)(با توجه به تصادفي بودن 
احتمال يافتن سرعت در يك بازه معين خواهد بود كه اين تابع چگالي به زمان و توزيع اوليه بستگي 

  .را بدست آورد) معادله ي فوكر پلانك(دارد و مي توان معادله ي تحول تابع توزيع 
  : براي يك متغير به شكل زير است1معادله ي فوكر پلانك

  
)7-1(  

),()()(),( )2(
2

2
)1( txPxD

x
xD

xt
txP

⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
∂
∂

+
∂
∂−

=
∂

∂  

  
  : در آنكه
)()1( xD2()( و 2 ضريب جابجايي( xDاست3 ضريب ديفيوژن .  

 پلانك ، بسط كرامرز مويال مي باشد كه شامل تعداد نا متناهي جمله است-تعميم معادله فوكر
]4 -3.[ 
  

                                                 
١ Fokker-Planck 
٢ Drift 
٣ Diffusion 
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 ٥

)8-1(  ∑
∞

= ∂
∂−

=
∂

∂

1

)( ),()()(),(
i

nn txPxD
xt

txP  
  .در يك سيستم تصادفي آنچه داراي اهميت است ،بررسي احتمال رخداد يك اتفاق است

  :به طور كلي فرايند هاي تصادفي به سه گروه تقسيم مي شوند
 كاملا مستقل tگالي احتمال شرطي در زمان چدسته نخست فرايند هاي كاملا تصادفي ،به طوريكه 

 .از ساير زمانها مي باشد
  
)9-1(  ),(),;....;,,( 1111 nnnnnn txPtxtxtxP =−−  
  

),(بنابراين اطلاعات كامل در مورد فرايند در  11 txPوجود دارد .  
 هستند كه در اين نوع فرايند ها احتمال شرطي فقط به يك گام 1دسته ي دوم فرايند هاي ماركوف

 ].5[قبلي بستگي دارد
 
)10 -1(  ),,(),;....;,,( 111111 −−−− = nnnnnnnn txtxPtxtxtxP  
  
),;,(براين در يك فرايند ماركوف اطلاعات كامل در مورد فرايند در بنا 1122 txtxPداردد وجو .  

دسته ي سوم فرايند هاي عمومي هستند  كه اطلاعات مورد نياز در  مورد سيستم در تابع توزيع 
),;;....,(همبسته كل سيستم،  11 txtxP nnموجود مي باشد ، .  
فرايندي ماركوف باشد مي توان با استفاده از احتمال وابسته اطلاعات كاملي در با توجه به اينكه اگر 

بنابراين .مورد آن فرايند بدست آورد در غير اين صورت بدست آوردن اطلاعات كامل مشكل است
نخستين كاري كه  براي بررسي سيستم بايد انجام شود اين است كه ماركوف بودن فرايند مورد نظر 

ار گيرد و در صورت ماركوف بودن مقياسي را كه در آن فرايند خاصيت ماركوف از مورد بررسي قر
بررسي ها نشانگر اين است كه براي هر سيستمي طول . خود نشان مي دهد را بدست مي آوريم

وجود دارد كه در فواصل بزرگتر از اين طول فرايند مورد نظر ماركوف ) طول ماركوفي(مشخصه اي
  .است

 2 بررسي خاصيت ماركوف به كار مي رود برقراري معادله ي چپمن ـ كلموگروفمعياري كه براي
 .مي باشد

ما در . مندي در مورد سيستم مي باشدشاين طول ماركوف در بسياري از موارد حاوي اطلاعات ارز
 ].6 ـ 9[ ارايه شده استفاده مي كنيم4 و پينكه3اين كار از روشي كه اخيرا توسط فردريچ

 تعدادي پديده ي تصادفي از قبيل تلاطم هيدروديناميك، معادله ي فوكر ـ پلانكي آنها با بررسي
معادله ي فوكر ـ پلانك . براي تحول زماني تابع توزيع احتمال بر حسب مقياس طولي بدست آوردند

                                                 
١ Markov 
٢ Chapman - Kolmogrov 
٣ Friedrich 
٤ Peinke 
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مربوط به فرايند مورد نظر كه در واقع معادله ي تحولي است براي تابع توزيع متغير تصادفي است 
  :ادله ي لانژوني به صورت زير توليد مي شودتوسط مع

  
)11 -1(  )(),(),( )2()1( xtxDtxD

t
x η+=
∂
∂  

  
  . ، نيروي لانژون ، با توزيع گاوسي مي باشدxη)(كه در آن 

بنابراين مي توان براي بسياري از فرايند هاي تصادفي بدين صورت معادله ي تحولي بدست آورد كه 
 ، بازار 2 در محيط متخلخل1برد در بسياري از مسايل از جمله زلزله، ولگشتاين رهيافت قابل كار

  .مي باشد... سيگنال صداي صحبت افراد و   و4 ، فيزيك سطح و فواصل زماني ضربان قلب3بورس
در اين پايان نامه در فصل دوم ابتدا فرايندهاي تصادفي را معرفي مي كنيم و ابزار رياضي مورد نياز 

در فصل سوم مختصري در رابطه با فيزيولوژي . اين گونه فرايند ها را توضيح مي دهيم براي بررسي 
در فصل بعد به بررسي خواص آماري استخوان مي . استخوان و تهيه ي لام استخواني را خواهيد ديد

در ابتداي اين فصل به طور مختصر در مورد نحوه ي داده گيري و ابزار آن صحبت مي . پردازيم 
 حفره هاي موجود در تيغه هاي استخواني به عنوان يك متغير تصادفي در شعاع در اينجا ، .كنيم 

 حفره هاي موجود در تيغه شعاعنظر گرفته شده است كه در واقع با بررسي خاصيت ماركوف بودن 
هاي استخواني و همين طور با بررسي آماري، معادله ي لانژوني را بدست مي آوريم كه با استفاده از 

 حفره هاي موجود در تيغه هاي استخواني كه همان متغير تصادفي ما هستند را با شعاعآن مي توان 
  .خواص آماري مشابه با بافت استخواني واقعي توليد كرد

اي شبيه به بافت استخواني با،باز توليد كردن بافت استخواني اهميت اين كار در اين است كه 
كه اين گيهاي آماري ، ما قادريم چنين بافتي را توليد كنيم  انسان و با همان ويژنموجود در بد

  .ويژگي مي تواند در ساخت پروتزهاي استخواني كارا باشد
  

و سرانجام در فصل آخر در پيوست نمونه هايي از بافت هاي استخواني آورده شده است همچنين 
در مورد پردازش  گفته شده است و مختصري Photoshopطريقه اصلاح عكس ها در نرم افزار 

در انتها آورده  Hoshen – Kopelman ارايه شده است و الگوريتم Matlabتصوير در نرم افزار 
  .شده است

  
  

  
  

                                                 
١ Random Walk 
٢ Porous media 
٣ Stoch - Market 
٤ Interbeat 
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  فصل دوم

  
  
  

  فرايند هاي تصادفي
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 فرايندهاي تصادفي
 مفاهيم احتمال و فرايندهاي تصادفي )1- 2

درك و شناخت كامل يك سيستم ماكروسكوپيك، هنگامي حاصل مي شود كه بتوان تمام معادلات 
ير نمي باشد ميكروسكوپيك سيستم را حل كرد و از آنجايي كه در حالت كلي چنين كاري امكان پذ

بدين معنا كه سيستم را به وسيله ي . براي رفع اين مشكل از يك توصيف تصادفي استفاده مي شود
  .متغيرهاي ماكروسكوپيكي كه به صورت تصادفي افت و خيز مي كنند توضيح مي دهيم

 :در حالت كلي داده هاي آماري به دو دسته ي مجزا تقسيم مي شوند
  

يي هستند كه در هر زمان يك رابطه ي صريح رياضي بين داده ها: 1داده هاي تعيني )1
مانند سيستم جرم و فنر، هنگامي كه جرم را از حالت . متغيرهاي سيستم برقرار است

تعادل جابجا مي كنيم و آن را رها مي كنيم، يك رابطه ي صريح وجود دارد كه مكان 
اي فيزيكي كه نشان از اين رو داده ه. دقيق جرم را در لحظه هاي بعد مشخص مي كند

  .دهنده ي حركت جرم هستند تعيني خواهند بود
داده هايي هستند كه در آن مقادير متغيرهاي سيستم معلوم نيست : 2داده هاي غير تعيني )2

و داراي مقادير نامعلومي به صورت تصادفي هستند كه ممكن است به صورت گسسته يا 
 نامعلومند و 3ر عددي متغيرهاي تصادفيمقادي. پيوسته باشند مانند خروجي يك مولد نوفه

 شامل Aفرض كنيد در يك آزمايش مجموعه ي . نمي توان روي آنها هيچ كنترلي داشت
 نشان دهيم، iξهمه ي پيشامدهاي ممكن در آن آزمايش باشد، اگر هر پيشامد را با 

),( iitX ξ دو متغير  به عنوان اعضاي آنسامبل شاملt و ξ به هر ). 2-1شكل ( خواهد بود
 گويند و در صورتي كه در زمان 4عضو آنسامبل كه در زمان محدودي باشد ركورد نمونه

 مورد نظر و شامل 6 بيانگر فرايند تصادفيX(t).  گفته مي شود5نامحدود باشد تابع نمونه
 بنابراين در هر لحظه ركوردهاي مختلف يك است،) فرايند تصادفي(كل اين آنسامبل 

 در لحظه X(t)به عنوان مثال مقدار متغير تصادفي . فرايند تصادفي، مقادير متفاوتي دارند
 ].01[ استx1 برابر t1ي 

  
 
  
 
  
 
 

                                                 
١ deterministic 
٢ nondeterministic 
٣ Random variable 
٤ sample record 
٥ sample function 
٦ stochastic process 
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 X(t)اعضاي آنسامبل يك فرايند تصادفي  : 1-2شكل               
 
 

ما بيشتر با فرايندهاي تصادفي مواجه هستيم تا با اتفاقات در پديده ها و رخدادهاي روزانه، 
و از آنجايي كه براي يك فرايند تصادفي نمي توان معادله تعيني . كاملا قابل پيش بيني

مستقيمي به دست آورد، بررسي احتمال وقوع يك رخداد اهميت دارد و به همين دليل تئوري 
در صورتي كه در . ا در زمانهاي بعدي دارداحتمال نقش حائز اهميتي در پيش بيني رخداده

يك آزمايش كه چندين بار تكرار شده، پيشامد خاصي تكرار شود و با افزايش دفعات آزمايش، 
اين نسبت به مقدار ثابتي ميل كند، معياري براي پيش بيني شانس رخداد پيشامدها به دست 

هدف . نتيجه قابل اعتمادتر استواضح است كه هر چه تعداد آزمايش ها بيشتر باشد، . مي آيد
نظريه ي احتمال و آمار، پيش بيني و توصيف همين مقادير ثابت به صورت معياري كمي براي 

به عنوان مثال، اگر سكه ي سالمي را چندين بار پرتاب كنيم، . شانس رخداد پيشامدهاست
ظريه ي احتمال در  ميل مي كند، بنابراين ن2/1نسبت تعداد اين رخداد كه شير بيايد به عدد 

 . را نسبت مي دهد2/1پرتاب يك سكه ي سالم، به احتمال رخداد شير عدد 
  

  اصول موضوعه احتمال )2- 2
در نظريه ي احتمال و يا در هر نظريه ي ديگري، برهان ها در چارچوب روش اصل موضوعي 

 كه اينها در اين روش، برخي گزاره هاي ساده و بديهي را بدون اثبات پذيرفته. انجام مي شوند
  .را اصول موضوع مي ناميم و سپس براساس آنها مفاهيم و تعاريف ديگر بيان مي شود

، عددي به نام احتمال رخداد پيشامد، Aiبه عنوان مثال در نظريه ي احتمال، به هر پيشامد 
P(Ai) نسبت مي دهيم كه مجموعه ي تمام پيشامدها را ،S={Ai} مي ناميم كه در اصول 

 :ق مي كندموضوع زير صد
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)(0: 1اصل موضوع  ≥iAP  
)(1: 2اصل موضوع  =SP  
),,(...,اگر : 3اصل موضوع  321 AAAAi دنباله اي از پيشامدهاي دو به دو ناسازگار باشند، بدين 

خداد احتمال ر. معنا كه رخداد هر جفت از اين پيشامدها به طور همزمان غيرممكن باشد
 :يعني. اجتماع پيشامدها برابر با جمع احتمال رخداد تك تك پيشامدهاست

  
)1-2(  ∑∪

∞

=

∞

=

=⇒=∩
11

)()()(
i

ii
i

ji APAPAAif φ  
 

  تابع توزيع احتمال )3- 2
X(t)براي يك   آن،1، متغير تصادفي است كه تابع توزيع احتمال t معلوم به صورت زير تعريف 

 :مي شود
  

)2-2(  }...{})({),( ∞+−∞∈∀≤= xxtXPtxFx  
 

 .، متغير باشدxبسته به مقدار 1 و 0ع مي تواند ميان تابع توزي
 
  

)3-2(  1)(}{)( ==+∞≤=+∞ XPXPF  
)4-2(  0}{)( =−∞==−∞ XPF  

 
 : داريمFبراي توزيع همبسته ي .  متغير تعميم دادnتعريف بالا را مي توان براي 

  
)5-2(  })(,...;)(,)({),;...;,;,( 22112211 nnnn xxXxtXxtXPtxtxtxF ≤≤≤=  

 
 

  تابع چگالي احتمال )4- 2
  : مي باشدx، در حقيقت مشتق تابع توزيع نسبت به )p.d.f(2مالتابع چگالي احت

  
)6-2(  

∫
∞−

=
∂

∂
=

x

dtftxF
x

txFtxf ξξ ),(),(,),(:),(  

  
  

                                                 
١ Probability distribution function 
٢ Probability density function 
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از آنجايي . پس در مي يابيم كه با داشتن تابع چگالي احتمال مي توان به تابع توزيع دست يافت
)(1كه  =+∞Fاست، شرط بهنجارش نتيجه مي شود :  

  
)7-2(  

1)( =∫
+∞

∞−

dxxf  

)8-2(  
})({),(),(),( 2112

2

1

xtXxPdxtxftxFtxF
x

x

≤≤==− ∫  

 
  :و از اين رو تابع چگالي احتمال دو متغيره برابر است با

  
)9-2(  

21

2211
2

2211
),;,(),;,(

xx
txtxFtxtxf

∂∂
∂

=  

  
  :كه شرط بهنجارش براي اين توابع چگالي به صورت زير است

  
)10 -2(  ),(),;,( 1122211 txfdxtxtxf =∫  
)11 -2(  ),;...;,(),;...;,( 11111 1 −−=∫ nnnnn txtxfdxtxtxf  
 
 

  ين، واريانس، خود همبستگي، كواريانسميانگ )5- 2
 اي، تابع توزيع nو  xi , tiبراي توصيف ويژگيهاي آماري يك فرايند تصادفي، بايد براي هر 

),...,;,...,( 11 nn ttxxFگرچه اغلب دانستن تعداد معدودي از اين ميانگين گيريها .  را بدانيم
2)(,)(به عنوان مثال دانستن . كفايت مي كند tXtX.  

 : به صورت زير تعريف مي شودXمقدار ميانگين يا انتظاري متغير تصادفي : 1ميانگين
  

)12 -2(  
∫
+∞

∞−

=== dxtxxftXttXE ),()()()}({ η  

  
براي داشتن تابع چگالي احتمال، مقدار ميانگين به تنهايي كافي نيست بلكه به كميت ديگري 

 2 نياز داريم اين كميت واريانسكه نشان دهنده ي مقدار پراكندگي از مقدار ميانگين باشد،
  .ناميده مي شود

  
  
 

                                                 
١ mean 
٢ variance 
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 : به صورت زير تعريف مي شودXواريانس كميت : واريانس
  

)13 -2(  2222 )()())()(( tXtXtXtXx −=−=σ  
 

  . استXكه ريشه ي واريانس، همانا انحراف معيار متغير تصادفي 
  

),(: 1خود همبستگي 21 ttRاصلضرب متغيرهاي تصادفي ، خودهمبستگي مقدار ميانگين ح
X(t1) و X(t2)به صورت زير تعريف مي شود .  

  
)14 -2(  

21221121212121 ),;,()()()}()({),( dxdxtxtxfxxtXtXtXtXEttR ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

===  

 
),(0اگر مقدار  21 =ttR باشد، متغيرهاي X(t1) و X(t2)ميانگين تواني .  را متعامد مي گويند

X(t) در حقيقت مقدار ،),( 21 ttR است به ازاي t1=t2.  
  

)15 -2(  0)()}({),( 22 ≥== tXtXEttR  
  
  

),(كواريانس : 2كواريانس 21 ttC براي متغيرهاي تصادفي ،X(t1) و X(t2) به صورت زير تعريف 
 .مي شود

  

)16 -2(  

[ ][ ]

[ ][ ]{ }
)()(),(

)()()()(
)()()()(

)()()()(),(

2121

2211

2121

221121

ttttR
ttXttXE

tXtXtXtX

tXtXtXtXttC

ηη
ηη

−=
−−=

−=

−−=

  

 
  .، همان واريانس استt1=t2=t، به ازاي X(t2) و X(t1)كواريانس متغيرهاي تصادفي 

  
)17 -2(  2222 )()()()}({),( tXtXttXEttC −=−= η  

  

                                                 
١ auto corrilation 
٢ auto covariance 
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)()()((، دو متغير مستقل باشند X(t2) و X(t1)اگر  BPAPBAP در اينصورت ). ∩=
0),( 21 =ttCكواريانس فرايند نرماليزه شده ي .  است، عكس اين موضوع همواره درست نيست

),(
)(
ttC

tX را با ،),( 21 ttrاست1شان مي دهيم كه همان ضريب كواريانس ن .  

  
)18 -2(  

),(),(
),(),(

2211

21
21 ttCttC

ttCttr =  

  
),(1 است، همچنين مي توان نشان داد كه r(t,t)=1واضح است كه  21 ≤ttr است و اگر 

1±=r باشد در اين صورت baxx +±=   ).بسته اندمتغيرهاي تصادفي به طور خطي وا (21
),(0 اي مقدار t2 و t1 را غيرهمبسته مي گويند اگر به ازاي هر Y(t) و X(t)دو فرايند  21 =ttC 

  ].1[باشد 
  

  نوفه ي سفيد )6- 2
ji مي ناميم اگر به ازاي 2 را نوفه ي سفيدtν)(فرايند  tt ≠ ،)( itν و )( jtν غيرهمبسته 
 .باشند

  
)19 -2(  jiji ttttC ≠=0),(  
  

  :براي نوفه ي سفيد داريم
)()(),( 21121 tttqttC −= δ  

)(0كه در آن  ≠tqاست .  
  .مقدار ميانگين نوفه ي سفيد، صفر است

  
  تابع مشخصه )7- 2

 با مقدار عددي Xاي متغير تصادفي  تبديل فوريه تابع چگالي احتمال است و بر3تابع مشخصه
xبه صورت زير تعريف مي شود : 
  

)20 -2(  ∫
+∞

∞−

= dxxjxf )exp()()( ωωφ  

  

                                                 
١ correlation coefficient 
٢ White noise 
٣ Characteristic function 


