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  فصل اول
  توزيع اپسيلون چوله نرمال
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  مقدمه .1ـ1

چوله را توصيف در دهه هاي اخير در زمينه دستيابي به مدلهايي كه بتوان به وسيله آنها داده هاي 

چوله هاي  دراين فصل يك خانواده از توزيع. صورت گرفته است تحقيقات گسترده اي،كرد

 2ي و برجستگي در توزيع ارائه شده توسط آزاليني كه از لحاظ ويژگي همان دامنه چولگ1نرمال

 به 2ـ1 ارائه مي گردد پس از بيان تاريخچه اي از اين توزيع ومعرفي آن در بخشي ،را دارد  ]11[

  مربوط به نمونه گيري از توزيع4ـ1بخش .  مي پردازيم 3ـ1بررسي خواص توزيع در بخش 

اپسيلون چوله  حاسبه برآورد گشتاوري توزيع به م5ـ1د در بخش ــ مي باشاپسيلون چوله نرمال

اپسيلون   محاسبه برآورد حداكثر درستنمايي پارامترهاي توزيع6ـ1 در بخش ،مي پردازيم نرمال

 مبحث مربوط به محاسبات بيزي 7ـ1و در نهايت در بخش .  مورد بررسي قرار مي گيردچوله نرمال

  .  مورد ارائه مي دهيمرا در اين جالبي را مورد بررسي قرار داد و نكات 

                                                 
1 - Skew normal 
2 - Azzalini 
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  1يلون چوله نرمالتوزيع اپس. 2ـ1

در كارهاي كاربردي اكثراً با داده هايي سروكار داريم كه از توزيع نرمال پيروي نمي كنند يكي از 

لون چوله نرمال است كه يتوزيعهايي كه براي مدل بندي اين گونه داده ها مفيد مي باشد توزيع اپس

  . مورد بررسي قرار گرفت4 ، انگلمن3يگپزن، لي]26[2نرچ توسط ف1897 براي نخستين بار در سال

لون ي به اين دليل آن را اپس و به عنوان پارامتر چولگي به كار رفته استεدر اين توزيع پارامتر

),,(انمادچوله نرمال مي نامند و ب εσθESNيم نشان مي ده.  

θσεلون چوله نرمال با پارامتري داراي توزيع اپسX تصادفيمتغير: 1ـ1تعريف   است اگر تابع ,,

  چگالي آن به صورت 
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  . پارامتر شكل مي باشدεمتر مقياس و  پاراσن و مكاپارامتر θكه در آن

),,( در اين صورت ، باشد σ=1 و o=θحالتي را در نظر بگيريد كه در آن  εσθESN به 

),,( ε1oESNتبديل مي شود كه به شكل كانوني توزيع معروف است .  

  :زير است تابع چگالي آن به صورت و
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1 - Epsilon-skew-normal 
2 - Fechner 
3 - Leipzig 
4 - Engleman 
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~),,(اگر  : 1ـ1قضيه  ε1oESNXباشد، در اين صورت )(xFoبه صورت زير مي باشد :  
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11كه در آن  <<− εمي باشد و Φ تابع توزيع نرمال استاندارد مي باشد .  

  : اثبات 
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  . مي باشند

  با استفاده از تبديل نرمال
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  .اثبات كامل مي شود

 مي رود به توزيع نيم نرمال تبديل مي ε→±1 هنگامي كهاپسيلون چوله نرمالتوزيع  : 1ـ1لم 

  .دشو

  . بديهي استاثبات

),,(توزيع) 1ـ1(با توجه به لم  ε1oESNاز دو توزيع نرمال مي باشد  به صورت تركيبي  .

  . باشد اين توزيع به توزيع نرمال استاندارد تبديل مي شودo=εهمچنين هنگامي كه 

 نمودارهايي را به ازاي ESN در تعيين شكل چگاليεشدن نقش پارامتر شكل شخصمبراي 

  . رسم كرده ايمεمقادير
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  ε را به ازاي مقادير مختلفESNتابع چگالي: 1ـ1شكل 

  

   يك تابع تك مدي ESNديده مي شود تابع چگالي توزيع 1-1شكل همانطور كه در 

 به o=ε به صفر به سمت توزيع نرمال ميل مي كند و در εمي باشد اين تابع با نزديك شدن

  .توزيع نرمال استاندارد  تبديل مي شود

  

  (ESN)برخي از خواص توزيع . 3ـ1

),,(ـ تابع مولد گشتاور توزيع1 ε1oESNبرابر است با   

~),,( اگر :2ـ1قضيه  ε1oESNX باشد ، آنگاه   
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~),,(اگر  εσθESN و )()( tMetM t σθ= مي باشد.  
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  ميانه ـ4
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   ـ ضريب چولگي5
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   ضريب برجستگي  ـ6
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 6 و 5 به كمك 8 و 7 مي باشد و محاسبه  امكان پذيربه راحتي) 1( به كمك 4 و 3 و 2محاسبه 

  .بديهي است

 يكسان مي باشد و اين ESN ارائه شده توسط آزاليني و SNدامنه توزيع ) 8(و ) 7(با توجه به 

موضوع از قبل قابل پيش بيني بود زيرا خانواده هاي توزيع نرمال و نيم نرمال داراي حدود يكسان 

  .مي باشند

  

  ESNنمونه گيري از توزيع . 4ـ1

,,,~),,(فرض كنيد  εσθESNXXX
iid

nK21براي نمونه هاي بزرگ  X تقريباً داراي   
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. اما براي نمونه هاي كوچك ضرايب چولگي و برجستگي افزايش مي يابد. توزيع نرمال مي باشد

  .ان مي باشديك برآوردگر مناسب براي پارامتر مك Xدر اين صورت نمي توان گفت كه

~),,(اگر  εσθESNXين صورت فرض مي كنيم باشد در ا  
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  در اين صورت
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 را به صورت U به صورت مخلوطي از توزيع گاما مي باشد حال متغير تصادفيyبنابراين توزيع

  زير تعريف مي كنيم
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  .دو جمله اي آميخته با دو متغير تصادفي گاما مي باشدكه به صورت توزيع 
  

  به روش گشتاوريESN  توزيعپارامترهاي برآورد. 5ـ1

,,,~),,(فرض كنيد كه εσθESNXXX
iid

nK21 در اين صورت با توجه به فرمول ميانگين 
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εσθ 2

4
+= )(XE  
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πεπ
πσ

+−
= 2

2
83 )(

)var(X  

 بسيار دشوار است كه آن را به صورت عددي محاسبه مي كنند فرض εمحاسبه برآورد گشتاوري 

   معلوم باشدεمي كنيم كه 

2                   )                       4ـ1(
2124 SccX

x
mXmm +=+=

σεθ ˆˆ  

2                                           )         5ـ1(
22

2
2

83 scS
mm =

+−
=

πεπ
πσ

)(
ˆ  

   واريانس نمونه مي باشد و  وميانگينبه ترتيب  2s و Xكه 

π
ε
2

4
1 =c        و      

])[( πεπ
π

+−
= 22 83c  

  

   حداكثر درستنمايي روشبهESN  توزيعپارامترهايبرآورد .6ـ1

ه ماكزيمم كردن تابع حداكثر طبه واس ESNبرآورد حداكثر درستنمايي پارامترهاي توزيع 

k ، nkدرستنمايي نسبت به عدد صحيح  <<oبه دست مي آيد .  

)()()( فرض كنيد :2ـ1لم  nxxx ≤≤≤ K21 آمارهاي ترتيبي نمونه تصادفي از توزيع 

),,( εσθESN باشد به طوريكه −∞=)(ox و ∞=+ )( 1nx  عدد صحيح 

),,( )()( nxxkk K1= تابع حداكثر درستنمايي  وجود دارد بطوريكه)ˆ,ˆ,ˆ( εσθ 2lبه صورت    
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⎧
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=
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12log
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])([

8
12log

),,(

2

2
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12

2
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12
2

2
)(12

2

2

nk
xxn

nk
xn

l
ik

ki
ik

i

i
n
i

ε
θ

ε
θ

σ
πσ

θ
σ

πσ
π

εσθ
o  
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  :اثبات 

∏
=

=

=

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

<
−

−
−∏

≥+

−
−∏

==
n

i

i
in

i

i

in

i

i

x
x

x

x
x

x
xfL

1

21

21

12
11

12
11

θ
ε
θ

σ

θε
θ

σ
εσθσ

)(
)(

)(

)(

)
)(

)(
(exp

)
)(

)(
exp(

),,,()(  

 را به θL)(،ند حال مي توان پس از عمل لگاريتم آماره هاي ترتيبي مي باشix)(كه درآن

  :صورت زير نوشت 

2

2

12

2

12
2

112
122 )(

)(
)(

)(
[log)( )()(

ε
θ

ε
θ

σ
πσθ

+

−
∑+

+

−
∑−−=

+==

in

ki

ik

i

xxnl  

   مي باشد در اين صورتε=−1 در اين صورتo=kحال با توجه به فرمول بالا زماني 

2                           )       8ـ 1(
12

2
8

122 )(log)( )( θ
σ

πσθ −∑−−=
=

i

k

i
xnl  

nkحال اگر   پس مي باشد، ε=1 باشد در اين صورت =

2
1

2
8
122 )(log)( )( θπσθ −∑−−=

=
i

n

i
xnl  

  �.         بنابراين لم اثبات مي شود

nk يا o=k چنانچه :3ـ1لم  )ˆ,ˆ,ˆ( برآورد حداكثر درستنمايي دراين صورت باشد= εσθ به 

  صورت زير 

  :مي باشد 
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⎨
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εσθ  


