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:تقدیم به

پاس به گذشتگی خود از و ایثار کلمه از شان انسانی و عظیم تعبیر پاس به

روزگار  بهترین سرد ترین که در وجودشان امیدبخش گرماي و عاطفه  سرشار

است . پشتیبان

بی هاي محبت پاس به و است فریادرس که بزرگشان هاي قلب پاس به

و مهربان مادر و پدر به را مجموعه این . کند نمی فروکش هرگز که دریغشان

کنم . می تقدیم عزیزم همسر

ج



:پاسگزاريس

لرزاند را کوه پشت خلق “ الذي ربک باسم اقرا آواي “ طنین که هنگامی و

کشی می دوش به را امانت این تو حال و گفت سلام بشر معلم بزرگترین

بد چشم کدامین نشیند . نمی کوه پیشانی بر مشر عرق استواري تو از آیا

زمزمه تو از خوانم می حال و را  دارد. چشمانت مقدس حریم به خیرگی توان

ماند. خواهی جاودان همواره که،  آب لحن همچون اي صادقانه

مهربان پدري همانند که یوسفی بهمن پروفسور آقاي جناب از کنم می تشکر

که فداکارم و عزیز همسر همچنین و بودند راهم روشنگر همواره دلسوز معلمی و

است. بوده ام زندگی شیرین و تلخ لحظات صبور سنگ

د



چکیده

  اعظم مصباحی

  

  .باشد می فصل  3این پایان نامه به بررسی ویژگیهاي عملگرهاي ابردوري وعملگر مشتق می پردازد، که شامل 

عملگر ابردوري ، : د مورد استفاده قرار می گیرد مانندتعاریف و قضایایی بیان شده که در فصلهاي بع 1در فصل 

.عملگر آمیخته توپولوژیکی، عملگر ترایایی توپولوژیکی 

و عملگر ابردوري اتصالی اختصاص دارد و به مطالبی راجع به محک ابردوري ومعرفی دنباله اتصالی 2فصل 

در بخش دوم در . ه اتصالی می پردازیملابخش است؛ در بخش اول به بیان محک ابردوري وتعریف دنب 4شامل 

اگریک عملگر ابردوري، در ܺرابطه با خاصیت در آمیختگی توپولوژیکی، ثابت می کنیم که در فضاي فرشه 

در بخش سوم . آنگاه به طور توپولوژیکی در آمیخته است محک ابردوري براي یک دنباله اتصالی صدق کند،

نگاشتهاي پیوسته در فضاهاي توپولوژیک ، ارایه می دهیم وسرانجام شرایط معادلی براي محک ابردوري روي 

در بخش چهارم نشان می دهیم که هر مولفه از طیف یک عملگر به طور ضعیف ابر دوري، دایره واحد را قطع 

. می کند

بخش اول . بخش است 3به بررسی توابع ابردوري براي عملگرهاي دیفرانسیل می پردازد و شامل  3فصل 

شامل تاریخچه وبرخی نتایج می باشد و در بخش دوم رابطه بین مسئله درون یابی و ابردوري را مورد بررسی 

.  قرار می دهیم

ه
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  فصل اول



٢

:مقدمه .1

  .پردازیمدر این فصل به بیان تعاریف و قضایایی که در طول پایان نامه با آنها سر و کار داریم می

  

:1. 1فتعری

را  XPτ  .τ)(باشد،یعنی Xگردایه اي از زیر مجموعه هاي τیک مجموعه و Xفرض کنید  

  :تی که شرایط ذیل را دارا باشدخوانیم در صور Xتوپولوژي در

1( τ و τ X.  

  .τBAآنگاه  وτ BAهمواره اگر  )2

  .A ، τAمانند τبه ازاي هر زیر گردایه )3

  .را مجموعه هاي باز می نامند τاعضاي 

:2. 1فتعری

RXXdدر این صورت هر تابع مانند . یک مجموعه غیر تهی باشد Xفرض کنید :  را که واجد

  .می گیریم Xمتریک در مجموعه خاصیت هاي زیر باشد،یک 

X،از وxyبه ازاي هر)1  yxوd  وتساوي برقرار است اگر وتنها اگرyx.  

X،از وxyبه ازاي هر) 2   xyوdyxوd .  

X ،ازوzوxyبه ازاي هر) 3     yzوdzxوdyxوd .  

معمولا،  yxوd  را فاصلهxyرا نا مساوي مثلث می نامند 3می گویند و اصل موضوع  و.  

  : 3. 1تعریف 

را یک تبدیل پایا گوییم هرگاه به ازاي  dباشد، Xیک متریک روي dیک فضاي برداري و Xاگر 

zyxهر   :داشته باشیم Xدر  ,,

).,(),( yxdzyzxd   

  

  : 4. 1تعریف 

باشد، آنگاه یک نیم نرم  )Cیا میدان مختلط Rمیدان حقیقی(Fمیدان رويیک فضاي برداري  Xاگر

ابع به صورت یک ت  ,: XP تعریف می شود که داراي ویژگی هاي زیر می باشد:  

Xyxبراي هر ) 1 , داریم :  



٣

).()()( ypxpyxp   

  : داریم Fو هراسکالر Xxبراي هر ) 2

).()( xpxp    

  :یک نرم در واقع یک نیم نرم است که علاوه بر دو ویژگی فوق داراي ویژگی زیر نیز باشد

  .x، آنگاه  )(xpاگر 

.نشان می دهندنرم را با نمادمعمولا 

  

  :  5. 1تعریف 

، یک فضاي برداري همراه با یک توپولوژي است به طوري که TVS)(یک فضاي برداري توپولوژیکی

  :نسبت به این توپولوژي داشته باشیم

XXXی که ازنگاشت)1   ،به صورت  

yxyx ),(  

  .تعریف می شود، پیوسته باشد

XXF ی که ازنگاشت)2  ،به صورت

.),( xx    

  .تعریف می شود، پیوسته باشد

همچنین فرض کنید  .باشد Xیک خانواده از نیم نرمها روي Pیک فضاي برداري و Xفرض کنید

T  توپولوژي رويX باشد که یک زیر پایه به صورت مجموعه هاي  

  )(: xxpx  

PpXxداشته باشد، جایی که   ,, .  بنابراین یک زیر مجموعهU  ازX  باز است اگر و

Uxتنها اگر براي هر   نرمهاي  ، نیمPpp n ,...,1  و اسکالرهايn ,...,
1

موجود باشند به  

  :طوري که

  

n

j
jj UxxPXx

1

 )(:  

  : 6. 1تعریف 

می باشد که توپولوژي  TVS)(، یک فضاي برداري توپولوژیکیLCS)( یک فضاي موضعاً محدب

  :تعریف می شود به طوري که Pآن به صورت یک خانواده از نیم نرمهاي

     
Pp

xpx:  



۴

  

  : 7. 1تعریف 

یا  wkکه با  Xحدب باشد، توپولوژي ضعیف روي فضاي موضعاً م LCS)(یک  Xاگر 

),( *XX نشان داده می شود و به صورت خانواده اي از نیم نرم هاي  

 **:* XxP
x

  

  تعریف می شود، جاییکه 

*,)(* xxxP
x

  

روي *  - همچنین توپولوژي ضعیف
*X  که با

*wk  یا),( * XX  نمایش داده شده، خانواده اي از

  نیم نرمهاي 

 XxPx :  

  می باشد، جاییکه

** ,)( xxxPx   

XUبنابراین   تنها اگر براي هر باز ضعیف است اگر وUx  اعضاي ،
***,..., Xxx n 1  ، 

  : موجود باشند به طوري که

  

n

k
k UxxxXx

1

 *,:  

  

  :8. 1تعریف 

فرض کنید dX, یک فضاي متري و nx دنباله اي از نقاطX در این صورت. باشد nx  را یک دنباله

باشد به طوري که  N، عددي طبیعی مانند کوشی گویند در صورتی که به ازاي هر عدد مثبت مانند 

 :داشته باشیم ،Nmو Nnکه  mوnیعی به ازاي هر دو عدد طب  mn xوxd.  

فضاي متري  dX,  را کامل گویند در صورتی که هر دنباله کوشی در dX, همگرا باشد.  

  

  :9. 1تعریف 

تعریف می شود،  dاست که توپولوژي آن به وسیله تبدیل پایاي متریک  TVS)(، یک Xفضاي فرشه

به طوري که  dX, کامل است.  

  :10. 1تعریف 

اگر وX  یک فضاي توپولوژیک باشدوXA .قرار می دهیم FAFXF  ,: ،  



۵

در اینصورت 
F

F رابستارA می نامیم و آن را باA نشان می دهیم.  

  

  :11. 1تعریف 

  .XAچگال است هرگاه  XدرAگوییم . XAیک فضا باشد و Xاگر 

  

  :  12. 1تعریف 

YXTnفرض کنید  : پولوژیکیک دنباله از نگاشت هاي پیوسته بین دو فضاي توXوY  ،باشد

آنگاه   1nnT گفته می شود :  

Xxاگر نقطه : جهانی) الف  ) که گفته می شود براي 
1nnT وجود داشته ) برداري جهانی است

باشد به طوري که مدار  NnxTn : درY چگال باشد ، .  

XUاگر براي زیر مجموعه هاي باز و ناتهی : ترایاي توپولوژیکی) ب   وYV   یک ،NN  

VUTN: وجود داشته باشد، به طوري که )(  .  

XUاگر براي زیر مجموعه هاي باز و ناتهی : آمیخته توپولوژیکی) ج   وYV   یک ،NN  

Nnوجود داشته باشد، به طوري که براي هر   ،VUTn )(.  

  

  :  13. 1تعریف 

XXTاگر  : یک خود نگاشت پیوسته باشد، آنگاه گفته می شود کهT ترایاي (جهانی

است، در صورتی که دنباله ) کیتوپولوژیکی، آمیخته توپولوژی  1n
nT، ترایاي توپولوژیکی، (جهانی

  .باشد) کیآمیخته توپولوژی

  

  :  14. 1تعریف 

خطی ) ، اگر با خود نگاشت ها کار می کنیم Tیا ( nTفضاي توپولوژیکی باشند و  ود YوXاگر

  .باشد، آنگاه به جاي جهانی می گوییم ابردوري

  

  : 15. 1تعریف 



۶

XXTnاگر  : فضاي توپولوژیک پیوسته بین دو خطی و یک دنباله از نگاشت هايXوY  ،باشد

  :دهیمقرار می

x  براي 
1nnT جهانی است  

YXو اگر  تعریف می کنیم ،  :  

  )( 1n
nT = x  برايT جهانی است  

  

  :16. 1تعریف 

را با نماد Xمجموعه تمام توابع خطی پیوسته روي  XLنشان می دهیم.  

  

  :  17. 1تعریف 

داشته باشد به  Aا مانندزیر مجموعه اي شمار Xرا جدایی پذیر گوییم در صورتی که Xفضاي

XAطوري که   به عبارت دیگرX  را جدایی پذیر گوییم در صورتی  

  .اي چگال و شمارا باشدداراي زیر مجموعه Xکه 

  

  :18. 1تعریف 

یک فضاي نرم دار، جفت  ,X  است، هرگاهXیک فضاي برداري و  یک نرم رويX باشد.  

کامل  ،ي باناخ یک فضاي نرم دار است، اگر نسبت به متریک تعریف شده به وسیله نرمیک فضا

  .باشد

  

  :19. 1تعریف 

  .که لزوما بسته نباشد منیفلد خطی می گوییمXبه یک زیر فضاي خطی از 

  

  :20. 1تعریف 

RXqباشد، تابع  یک فضاي برداريXفرض کنید  : تابعک زیر خطی گوییم هرگاه را:  

X ،از yوxبه ازاي هر )1     yqxqyxq .

 ،و هرX عضوxبه ازاي هر )2   xqxq  .

:21. 1تعریف 

   :)( XxT nn 1


 :)( XxT 



٧

، گوییم و با نماد X گانرا، فضاي دوXموعه تمام تابعک هاي خطی و کراندار رويمج
X نمایش

  .می دهیم

  

  )باناخ -هان: (22. 1قضیه 

یک Mاگر. باشد Xیک تابعک زیر خطی روي  qباشد و Rروي یک فضاي برداريXکنید  فرض

RMfباشد و Xمنیفلد خطی در :  به ازاي هریک تابعک خطی باشد به طوري کهxدرM داشته ،

باشیم    xqxf  آنگاه یک تابعک خطی ،RXF : وجود دارد به طوري که به ازاي هرXx ،

 :خواهیم داشت

    fMFوxqxF  |.
 

  

  .]31[رجوع شود به مرجع: اثبات

  

  :23. 1نتیجه 

باشد و Xیک زیر فضاي خطی بسته از Mنرم دار باشد و  يیک فضاXاگر 

MXx \و Mxdistd ,)   MxxxMxdist  ;inf, ( آنگاه ،fاي در
X وجود دارد به ،

طوري که    1xfو براي هرx عضوMداریم:   xf . همچنین
1df.  

  .]31[رجوع شود به مرجع: اثبات

  

  : 24. 1تعریف 

به طور ضعیف  Tآنگاه گوییم . باشدXیک عملگر خطی و کراندار روي فضاي باناخ  Tاگر

ته باشد، به طوري که مدار وجود داش Xxابردوري است، اگر یک  ,...,: 1nxT n
چگال  Xدر 

  .ضعیف باشد

  

  :25. 1تعریف 

XXTاگر  :یک عملگر خطی باشد وFمیدان حقیقی ،R یا میدان مختلطC  باشد، آنگاه T را

  :، به کار برده و به صورت زیر تعریف می کنیمTبراي نمایش طیف عملگر

      TFT ker:  

  



٨

  :26. 1تعریف  

  .را یک ناحیه می نامند Cاز  تهیک زیر مجموعه باز، همبند و غیری

  

  :27. 1تعریف 

گویند در صورتی که هر مجموعه باز  Xدر  Aرا یک نقطه حدي یا انباشتگی Xاز فضاي  xعضو

، مجموعه  xشامل  xA را قطع کند).x ممکن است درA باشد یا نباشد(.  

  

  : 28. 1تعریف 

یک ناحیه باشد و  اگر 





n

n
n zcz یک تابع از نوع زیر نمایی باشد، آنگاه عملگر  )(:










n

n
n HfcHfD )()(:)( )(

، یک عملگر خطی پیوسته تعریف می کند و در حقیقت  







n

n
n DcD   .این نوع عملگرها را عملگر دیفرانسیل می نامند .)(:

  

  :29. 1تعریف 

یعنی زوج مرتبی مانند  Xسازي در این صورت یک جدا. یک فضا باشد Xفرض کنید VوU  که در

VUXاند به طوري که Xدو مجموعه باز و غیر تهی  UوVآن    وVU . فضايX  را همبند

  .می خوانیم در صورتی که هیچ جداسازي نداشته باشد

  

  : 30. 1تعریف 

، همبند ساده می گوییم، هرگاه متمم آن نسبت به صفحه مختلط گسترش یافته، به یک ناحیه 

  .همبند باشد

  

  : 31. 1تعریف 

  اگر  zتعریف شده باشد و  در fفرض کنید تابع مختلط 






 zz

zfzf
zf

zz 





)()(
lim)(  

اگر  .می نامیم fمشتق موجود باشد، آنرا  zf   به ازاي هرz موجود باشد.   



٩

 H)(را با نماد  تحلیلی است و رده ي تمام توابع تحلیلی در  در fدر این صورت گوییم 

  .نشان می دهیم

  

  : 32. 1تعریف

  .تحلیلی باشد، تابع تام نامیده می شود ،تابعی که در تمام صفحه

  

  : 33. 1تعریف

,),(از نوع نمایی است، اگر ثابت هاي  یک تابع تام باشد، گوییم  اگر   BA شته وجود دا

Czباشند، به طوري که براي هر   داشته باشیم:  

).exp()( zBAz 

  

  : 34. 1تعریف 

)(),(داده شده ثابت  از نوع زیر نمایی است، هرگاه براي  گوییم   AA  وجود

Czاي هر داشته باشد، به طوري که بر  داشته باشیم:  

).exp()( zAz    

  

  : 35. 1تعریف 

، وقتی ناحیهدر محاسبات عددي، درون یابی به روشی گفته می شود براي یافتن مقدار تابع درون یک 

  .که مقدار تابع در تعدادي از نقاط گسسته معلوم باشد

  

  )راسقضیه درون یابی وایراشت: ( 36. 1قضیه 

یک مجموعه باز در فرض کنید 
2S)کره ریمان، اجتماع

2Rو  (
 

باشد به طوري که
2S. 

، عدد صحیح Aبه هر  . نداشته باشد نقطه حدي در  Aو  Aفرض کنید همچنین 

وجود دارد که همه Hf)(را مربوط می کنیم، در این صورت تابعی مانند  m)(نند مثبتی ما

  . دارد m)(، صفري از مرتبه  Aدر هر fهستند و Aصفرهایش در

  .رجوع شود ]25[به مرجع : اثبات
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  : 37. 1تعریف 

XAیک فضا باشد  Xفرض کنید   ین صورت در اA  را یک مجموعهG می نامیم در صورتی

  .نوشت Xرا به صورت اشتراك گردایه اي شمارا، از مجموعه هاي باز  Aکه بتوان 

  

  : 38. 1 تعریف

بجز مجموعه تهی  ،X شامل هیچ مجموعه باز در Aاست، اگر درون تهی، A، گوییم XAاگر 

}{را فضاي بئر گوییم، اگر براي هر مجموعه شمارا مانند  Xحال فضاي  .نباشد nA  از مجموعه هاي

هستند،  درون تهی ، Xهر کدام از آنها در، که Xبسته در
n

nA  نیز درX ، باشددرون تهی.  

  

  : 39. 1تعریف 

یر مجموعه هرگاه شامل یک ز .را مانده گوییم Xاز فضاي توپولوژیکی بئر Aیک زیر مجموعه 

.باشد Gچگال به فرم 

   

  : 40. 1تعریف 

صدق می کند  رایی، در اصل دوم شما Xداراي یک پایه ي شمارا باشد، گوییم فضاي Xاگر فضاي 

  .یا شماراي دوم می باشد

  

  :41. 1تعریف 

یا ( Aرایک پوشش براي Xاز زیرمجموعه هاي گردایه . XAمجموعه اي باشد و Xفرض کنیم 

  :خوانیم در صورتی که) Aیک پوشش 







A  

را بپوشاند، آن را  Aنیز  هرگاه زیر گردایه اي از . را می پوشاند A، مجموعه به بیان دیگر گوییم 

  .می نامیم Aیک زیر پوشش 

  .داراي یک زیر پوشش متناهی باشد Xز را فشرده گوییم هرگاه هر پوشش با Xفضاي 
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  :42. 1تعریف 

یک فضاي توپولوژیک و Xفرض کنید dوY  گوییم دنباله یک فضاي متري باشد nf  به طور

 Nعددي طبیعی مانند ،که به ازاي هر عدد مثبت مانند  است در صورتی fیکنواخت همگرا به

، Xاز xو به ازاي هر Nnکه  nموجود باشد به طوري که به ازاي هر عدد طبیعی مانند

     xfوxfd n.  

  

  :43. 1تعریف 

ضاي فرشه ف CH  مجموعه تمام توابع تحلیلی روي ،C اگر . استK زیر مجموعه فشرده اي ازC 

  :باشد، آنگاه

    KxxffPk  :sup  

  تعریف شده توسط خانواده نیم نرم هاي توپولوژي 

                                     }K  زیر مجموعه فشردهC است:kP{  

 روي CH می باشد، که توپولوژي همگرایی یکنواخت نامیده می شود.   

  

  :44. 1تعریف 

گفته می شود Aباشد، گسترش خطی بسته Aکه شامل Xبه اشتراك تمام زیر فضاهاي خطی بسته 

که با نماد   Aspanنمایش داده می شود.  

  

  :45. 1قضیه 

یک تابع تحلیلی باشد، در این Kهمسایگی از در یک fد و اگرهمبند باش KC\فشرده باشد وKاگر

صورت یک دنباله از چند جمله اي ها مانند  nP  وجود دارد به طوري که   zfzPn   به طور

  .Kیکنواخت بر

  

  :46. 1تعریف

XXPرداري باشد تابعیک فضاي بXاگر  :را عملگر تصویر درX گوییم هرگاه براي هرXx ،

: داشته باشیم    xPxP 2
   .  
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  )همگرایی وایراشتراس(:47. 1قضیه 

باشد آنگاه یک دنباله از چند جمله اي ها مانند K ، یک تابع پیوسته بر مجموعه فشردهfاگر تابع

 nP وجود دارد به طوري که   zfzPn  به طور یکنواخت برK.   
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