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قدردانͬ

آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس
بͬ�دریغ لطف با که مهربانم همسر و عزیز مادر و پدر ویژه به مهربانم خانواده از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در

کنم. سپاس�گزاری نمودند یاری مرا بیشائبه�شان حمایت�های و
که موسوی، سادات فاطمه دکتر خانم سرکار خود، راهنمای استاد بͬ�دریغ زحمات از مͬ�دانم لازم هم�چنین
قدردانͬ و تشͺر صمیمانه نمͬ�رسید انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایͬ�های و کم�ͷها بدون قطعاً

کنم.
تقبل را رساله این داوری� و مطالعه زحمت که نجفیان دکتر آقای و ذاکر دکتر آقای جناب از خاتمه در

دارم. را امتنان کمال شدند، رساله این بهبود باعث خود ارزنده پیشنهادات با و فرمودند



مطالب فهرست

سه شͺل�ها فهرست�

هفت جدول�ها �فهرست

نه پیش�گفتار

١ مقدماتͬ قضایای و تعاریف ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اولیه مفاهیم ١.١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف�ها بͬ�دور رن�آمیزی ٢.١

۵ بͬ�دور ͬͽرن عدد ٢
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . χa(G) برای پایین کران�های ١.٢
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماکزیمال بͬ�دور رن�پذیر گراف�های ٢.٢
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . χ(G) و δ(G) پارامترهای با χa(G) ارتباط ٣.٢

١٣ گراف�ها حاصل�ضرب بͬ�دور رن�آمیزی ٣
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبͺه�ها ١.٣
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درخت�ها حاصل�ضرب ٢.٣
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Pm�Cn ٣.٣
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تطابقͬ رن�آمیزی ١.٣.٣
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (n ̸= ۴) Pm�Cn ٢.٣.٣
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Pm�C۴ ٣.٣.٣
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . P۲�Cm ۴.٣
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (m = ۲k + ۱) P۲�Cm ١.۴.٣
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (m ̸= ۴,m = ۲k) P۲�Cm ٢.۴.٣
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . P۲�C۴ ٣.۴.٣
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Cm�Cn ۵.٣

ͷی



٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (m ̸= ۳, n ̸= ۳) Cm�Cn ١.۵.٣
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . C۳�C۳ ٢.۵.٣

٣٩ ۷ از بزرگتر و ۶ ،۵ ،۴ ،۳ درجه�ی ماکزیمم با گراف�های بͬ�دور رن�آمیزی ۴
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۳ درجه�ی ماکزیمم با گراف�های ١.۴
۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴ درجه�ی ماکزیمم با گراف�های ٢.۴
۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۵ درجه�ی ماکزیمم با گراف�های ٣.۴
٨١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اخیر نتیجه�ی ١.٣.۴
٨٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۶ درجه�ی ماکزیمم با گراف�های ۴.۴
٨٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اخیر نتیجه�ی ١.۴.۴
٨٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ∆ درجه�ی ماکزیمم با گراف�های ۵.۴

٨٨ گراف�ها بͬ�دور ͬͽرن عدد از دیͽر نتایج ۵
٨٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف مشتق ١.۵
٨٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همین گراف�های ٢.۵
٩٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلͬ کران�های ١.٢.۵
٩١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هم�گراف�ها ٣.۵
٩٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . M(K۱,n) ۴.۵
٩۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . T (K۱,n) ۵.۵
٩۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرکزی گراف�های ۶.۵
٩۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . C(Dm

۳ ) ١.۶.۵
٩۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . C(Sn) ٢.۶.۵
٩۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . C(K۱,n) ٣.۶.۵
٩٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کرن گراف ٧.۵
٩٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رن�پذیر یͺتا گراف�های ٨.۵

٩٩ (الف) پیوست

١٢٩ مراجع

١٣١ انͽلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

١٣٣ فارسͬ به انͽلیسͬ واژه�نامه



شͺل�ها فهرست�

۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف از بͬ�دور رن�آمیزی ͷی ١.١

١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نقاط پلͺانͬ مسیر ١.٣
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Pm�C۴ ͬͽرن ماتریس آخر سطر چهار ٢.٣
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (m = ۲k + ۱) P۲�Cm ٣.٣
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (m ̸= ۴,m = ۲k) P۲�Cm ۴.٣
٣٢ . . . . . . . . . . . یͺریختͬ از صرفنظر P۲�C۴ از متمایز رن�آمیزی�های -۳ تمام ۵.٣
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . P۲�C۴ از بͬ�دور رن�آمیزی -۴ ͷی ۶.٣

۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یͺتا و آزاد رأس نمایش ١.۴
۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (٢.١.۴) لم اثبات در ۱ · ۱ حالت ٢.۴
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (٢.١.۴) لم اثبات در ۲ · ۱ حالت ٣.۴
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (٢.١.۴) لم اثبات در ۱ · ۲ حالت ۴.۴
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (٢.١.۴) لم اثبات در ۲ · ۲ حالت ۵.۴
۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (٢.١.۴) لم اثبات در ۳ · ۲ حالت ۶.۴
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢.٢.۴ لم اثبات در ۱ حالت ٧.۴
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢.٢.۴ لم اثبات در ۲ حالت ٨.۴
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣.٢.۴ لم اثبات در ۱ حالت ٩.۴
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣.٢.۴ لم اثبات در ۲ حالت ١٠.۴
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣.٢.۴ لم اثبات در ۱ · ۳ حالت ١١.۴
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣.٢.۴ لم اثبات در ۲ · ۳ حالت ١٢.۴
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.٢.۴ لم اثبات در ۱ حالت ١٣.۴
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.٢.۴ لم اثبات در ۱ · ۲ حالت ١۴.۴
۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.٢.۴ لم اثبات در ۲ · ۲ حالت ١۵.۴
۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.٢.۴ لم اثبات در ۱ · ۳ حالت ١۶.۴
۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.٢.۴ لم اثبات در ۲ · ۳ حالت ١٧.۴

سه



۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.٢.۴ لم اثبات در ۱ · ۴ حالت ١٨.۴
۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.٢.۴ لم اثبات در ۲ · ۴ حالت ١٩.۴
۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.٢.۴ لم اثبات در ۱ · ۵ حالت ٢٠.۴
۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.٢.۴ لم اثبات در ۲ · ۵ حالت ٢١.۴
۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢.٣.۴ لم اثبات در ۱ حالت ٢٢.۴
۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢.٣.۴ لم اثبات در ۲ حالت ٢٣.۴
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢.٣.۴ لم اثبات در ۱ · ۳ حالت ٢۴.۴
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢.٣.۴ لم اثبات در ۲ · ۳ حالت ٢۵.۴
۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢.٣.۴ لم اثبات در ۳ · ۳ حالت ٢۶.۴
۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣.٣.۴ لم اثبات در ۱ حالت ٢٧.۴
۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣.٣.۴ لم اثبات در ۲ حالت ٢٨.۴
۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣.٣.۴ لم اثبات در ۱ · ۳ حالت ٢٩.۴
۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣.٣.۴ لم اثبات در ۲ · ۳ حالت ٣٠.۴
۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣.٣.۴ لم اثبات در ۱ · ۴ حالت ٣١.۴
۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣.٣.۴ لم اثبات در ۲ · ۴ حالت ٣٢.۴
۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣.٣.۴ لم اثبات در ۱ · ۵ حالت ٣٣.۴
۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣.٣.۴ لم اثبات در ۲ · ۵ حالت ٣۴.۴
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.٣.۴ لم اثبات در ۱ حالت ٣۵.۴
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.٣.۴ لم اثبات در ۲ حالت ٣۶.۴
۶٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.٣.۴ لم اثبات در ۱ · ۳ حالت ٣٧.۴
۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.٣.۴ لم اثبات در ۲ · ۳ حالت ٣٨.۴
۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.٣.۴ لم اثبات در ۱ · ۴ حالت ٣٩.۴
۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.٣.۴ لم اثبات در ۱ · ۲ · ۴ حالت ۴٠.۴
٧٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.٣.۴ لم اثبات در ۲ · ۲ · ۴ حالت ۴١.۴
٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.٣.۴ لم اثبات در ۳ · ۲ · ۴ حالت ۴٢.۴
٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.٣.۴ لم اثبات در ۴ · ۲ · ۴ حالت ۴٣.۴
٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.٣.۴ لم اثبات در ۵ · ۲ · ۴ حالت ۴۴.۴
٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.٣.۴ لم اثبات در ۱ · ۵ حالت ۴۵.۴
٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.٣.۴ لم اثبات در ۲ · ۲ · ۵ حالت ۴۶.۴
٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.٣.۴ لم اثبات در ۱ · ۶ حالت ۴٧.۴
٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.٣.۴ لم اثبات در ۲ · ۶ حالت ۴٨.۴
٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.٣.۴ لم اثبات در ۱ · ۱ · ۳ · ۶ حالت ۴٩.۴



٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.٣.۴ لم اثبات در ۲ · ۱ · ۳ · ۶ حالت ۵٠.۴
٧٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.٣.۴ لم اثبات در ۱ · ۲ · ۳ · ۶ حالت ۵١.۴
٧٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.٣.۴ لم اثبات در ۲ · ۲ · ۳ · ۶ حالت ۵٢.۴
٧٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.٣.۴ لم اثبات در ۳ · ۲ · ۳ · ۶ حالت ۵٣.۴
٨٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.٣.۴ لم اثبات در ۱ · ۷ حالت ۵۴.۴
٨١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.٣.۴ لم اثبات در ۲ · ۷ حالت ۵۵.۴
٨١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.٣.۴ لم اثبات در ۱ · ۲ · ۷ حالت ۵۶.۴
٨٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.٣.۴ لم اثبات در ۲ · ۲ · ۷ حالت ۵٧.۴

٩٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
⊕۳

i=۱ Gi = G۱

⊕
G۲

⊕
G۳ ١.۵

٩۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . M(K۱,n) ٢.۵
٩۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . T (K۱,n) ٣.۵
٩۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . C(D۴

۳) ۴.۵
٩۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . C(S۵) ۵.۵
٩٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . C(K۱,۴) ۶.۵
٩٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . C(S۰

n) ٧.۵
٩٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢.۴.۴ لم اثبات در ۱ حالت ٨
١٠٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢.۴.۴ لم اثبات در ۲ حالت ٩
١٠٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢.۴.۴ لم اثبات در ۳ حالت ١٠
١٠١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣.۴.۴ لم اثبات در ۱ حالت ١١
١٠٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣.۴.۴ لم اثبات در ۲ حالت ١٢
١٠٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣.۴.۴ لم اثبات در ۳ حالت ١٣
١٠٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣.۴.۴ لم اثبات در ۱ · ۴ حالت ١۴
١٠٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣.۴.۴ لم اثبات در ۲ · ۴ حالت ١۵
١٠۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣.۴.۴ لم اثبات در ۵ حالت ١۶
١٠۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣.۴.۴ لم اثبات در ۱ حالت ١٧
١٠۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣.۴.۴ لم اثبات در ۲ حالت ١٨
١٠۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣.۴.۴ لم اثبات در ۳ حالت ١٩
١٠۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣.۴.۴ لم اثبات در ۱ · ۴ حالت ٢٠
١٠٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣.۴.۴ لم اثبات در ۲ · ۴ حالت ٢١
١٠٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣.۴.۴ لم اثبات در ۱ · ۵ حالت ٢٢
١٠٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣.۴.۴ لم اثبات در ۲ · ۵ حالت ٢٣
١٠٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣.۴.۴ لم اثبات در ۱ · ۶ حالت ٢۴



١٠٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣.۴.۴ لم اثبات در ۲ · ۶ حالت ٢۵
١١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣.۴.۴ لم اثبات در ۳ · ۶ حالت ٢۶
١١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣.۴.۴ لم اثبات در ۱ · ۷ حالت ٢٧
١١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣.۴.۴ لم اثبات در ۲ · ۷ حالت ٢٨
١١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.۴.۴ لم اثبات در ۱ حالت ٢٩
١١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.۴.۴ لم اثبات در ۲ حالت ٣٠
١١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.۴.۴ لم اثبات در ۳ حالت ٣١
١١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.۴.۴ لم اثبات در ۱ · ۴ حالت ٣٢
١١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.۴.۴ لم اثبات در ۲ · ۴ حالت ٣٣
١١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.۴.۴ لم اثبات در ۱ · ۵ حالت ٣۴
١١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.۴.۴ لم اثبات در ۲ · ۵ حالت ٣۵
١١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.۴.۴ لم اثبات در ۳ · ۵ حالت ٣۶
١١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.۴.۴ لم اثبات در ۱ · ۶ حالت ٣٧
١١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.۴.۴ لم اثبات در ۲ · ۶ حالت ٣٨
١٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.۴.۴ لم اثبات در ۱ · ۷ حالت ٣٩
١٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.۴.۴ لم اثبات در ۲ · ۷ حالت ۴٠
١٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.۴.۴ لم اثبات در ۱ · ۸ حالت ۴١
١٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.۴.۴ لم اثبات در ۲ · ۸ حالت ۴٢
١٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.۴.۴ لم اثبات در ۱ · ۹ حالت ۴٣
١٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.۴.۴ لم اثبات در ۲ · ۹ حالت ۴۴
١٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.۴.۴ لم اثبات ۱در · ۱۰ حالت ۴۵
١٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.۴.۴ لم اثبات در ۲ · ۱۰ حالت ۴۶
١٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.۴.۴ لم اثبات ۱در · ۱۱ حالت ۴٧
١٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.۴.۴ لم اثبات ۲در · ۱۱ حالت ۴٨
١٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.۴.۴ لم اثبات ۳در · ۱۱ حالت ۴٩



جدول�ها �فهرست

١٧ . . . . (٣.١.٣) قضیه�ی در آمده به�دست کران�های با χa(Qd) واقعͬ مقادیر مقایسه�ی ١.٣
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ممͺن حالت چهار ٢.٣
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . استاندارد رأس موقعیت ٣.٣
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . m = ۵, n = ۹ ۴.٣
٢۵ . . . n ≡ ۱ (۳ به�پیمانه�ی ) که Pm�Cn ͬͽرن ماتریس اول ستون و سطر رن�آمیزی ۵.٣
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . n ≡ ۱ (۳ به�پیمانه�ی ) که Pm�Cn تطابقͬ رن�آمیزی ۶.٣

n ≡ به�پیمانه�ی ) که Pm�Cn تطابقͬ رن�آمیزی در x با استاندارد موقعیت�های نمایش ٧.٣
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱ (۳

٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . m = ۵, n = ۱۰ ٨.٣
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢.٣ شͺل در ͬͽرن -۲ دورهای ٩.٣
٢٨ . . . . . n ≡ ۲ (۳ به�پیمانه�ی )Pm�Cn ͬͽرن ماتریس اول ستون و سطر رن�آمیزی ١٠.٣
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . n ≡ ۲ (۳ پیمانه�ی (به Pm�Cn تطابقͬ رن�آمیزی ١١.٣
٢٩ n ≡ ۲ (۳ پیمانه�ی (به Pm�Cn تطابقͬ رن�آمیزی در x با استاندارد موقعیت�های نمایش ١٢.٣
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . m = ۵, n = ۸ ١٣.٣
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . C۳�C۳ استاندارد ͬͽرن ماتریس�های ١۴.٣
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . ١۴.٣ جدول حالت�های از ͷی هر در ͬͽرن -۲ دورهای ١۵.٣
٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . C۳�C۳ بͬ�دور رن�آمیزی -۵ مراحل ١۶.٣

هفت



چͺیده

القایͬ زیرگراف هر به�طوری�که Gاست از مجاز رن�آمیزی -kͷی ،Gگراف از بͬ�دور رن�آمیزی -kͷی
نمایش χa(G) با که ،Gگرافͷی بͬ�دور ͬͽرن عدد است. یͷجنͽل ،G از دلخواه ͬͽرن کلاس دو Gروی
بر مروری پایان�نامه، این باشد. داشته بͬ�دور رن�آمیزی -kͷیG که به�طوری است kای مینیمم مͬ�شود، داده
گراف�های جمله از گراف�هایͬ بͬ�دور ͬͽرن عدد ابتدا در است. بͬ�دور رن�آمیزی در شده انجام پژوهش�های
سپس داده�ایم. قرار مطالعه مورد را چنبره�ها و استوانه�ها درخت�ها، حاصل�ضرب شبͺه�ها، شامل حاصل�ضربͬ
انتها در و داده قرار بررسͬ مورد را ۷ از بزرگتر و ۶ ،۵ ،۴ ،۳ درجه�ی ماکزیمم با گراف�های بͬ�دور رن�آمیزی

داشت. خواهیم را راستا این در آمده به�دست دیͽر نتایج از خلاصه�ای

چنبره. استوانه، شبͺه، بͬ�دور، ͬͽرن عدد بͬ�دور، رن�آمیزی کلیدی: واژه�های



پیش�گفتار

پرداخته آن به بسیار اخیر دهه�ی دو در که است گراف نظریه�ی در مهم مسائل از ͬͺی رن�آمیزی مسئله�ی

شاخه�ی در آن کاربرد به توجه با که است بͬ�دور رن�آمیزی گراف�ها، رن�آمیزی انواع از ͬͺی است. شده

ارائه بͬ�دور رن�آمیزی از جامع تعریف ͷی ابتدا است. گرفته قرار توجه مورد مخابراتͬ شبͺه�های و کدگذاری

مͬ�دهیم.

هر �که به�طوری است G از مجاز رن�آمیزی -k ͷی ،Gگراف از بͬ�دور رن�آمیزی -k ͷی .١.٠.٠ تعریف

با که ،G گراف بͬ�دور ͬͽرن عدد نباشد. دور شامل ،G از دلخواه ͬͽرن کلاس دو روی G القایͬ زیرگراف

باشد. داشته بͬ�دور رن�آمیزی -k ͷی G که به�طوری است kای مینیمم مͬ�شود، داده نمایش χa(G)

مسطح گراف�های روی بر ۱۹۷۳ سال در [٣] ١ گرانبوم به�وسیله�ی بار اولین بͬ�دور رن�آمیزی مفهوم

در بعدها .[٣] مͬ�شود بͬ�دور رن�آمیزی ،رن ۵ استفاده با مسطح گراف هر که زد حدس او شد. معرفͬ

گراف هر برای که زد حدس گرانبوم هم�چنین .[١۶] شد ثابت ٢ بورودین به�وسیله�ی حدس این ۱۹۷۹ سال

.[٣] کرد ∆ثابت = ۳ برای را خود حدس و است برقرار χa(G) ≤ ∆(G) + ۱ رابطه�ی G

نامسطح گراف�های بͬ�دور ͬͽرن عدد درباره�ی آمده به�دست مقالات و شده انجام مطالعات پایان�نامه این در

مͬ�کنیم. بیان را نتایج این از برخͬ برهان اجمالͬ به�صورت و داده�ایم قرار بررسͬ مورد و آوری جمع را

به�صورت و گردآوری را بعد فصل�های در نیاز مورد قضیه�های و تعاریف تمام کرده�ایم تلاش ۱ فصل در

دهیم. ارائه جامع و دقیق

ثابت هم�چنین کرده�ایم. گردآوری را گراف�ها بͬ�دور ͬͽرن عدد برای به�دست�آمده کران�های ۲ فصل در

است. برقرار ماکزیمال بͬ�دور رن�پذیر گراف�های برای گرانبوم حدس که مͬ�کنیم

١Grünbaum
٢Borodin

نه



را [١٧] چنبره�ها و استوانه�ها ،[١٨] درخت�ها حاصل�ضرب ،[٧] شبͺه�ها بͬ�دور رن�آمیزی ۳ فصل در

مͬ�دهیم. قرار تحلیل و تجزیه مورد را آن�ها بͬ�دور ͬͽرن عدد به مربوط آمده به�دست نتایج و کرده بررسͬ

،[٢٠] ۳ درجه�ی ماکزیمم با گراف�های بͬ�دور ͬͽرن عدد با مرتبط مقالات دقیق�تر به�صورت ۴ فصل در

مربوطه قضیه�های اثبات تفصیل و شرح به و کرده� باز را [٢١] ۷ از بزرگتر و [١۴] ۶ ،[١٣] ۵ ،[١٢] ۴

مͬ�پردازیم.

ͷی مشتق جمله از گراف�ها بͬ�دور رن�آمیزی زمینه�ی در شده انجام کارهای دیͽر بر مروری ۵ فصل در

داشت. خواهیم ... و [١] هم�گراف�ها ،[١٩] همین گراف�های ،[۵] گراف

ده



١ فصل

مقدماتͬ قضایای و تعاریف

خصوص در بعد فصل�های در نیاز مورد تعریف�های به�ویژه و گراف خصوص در پایه تعاریف فصل این در

مͬ�دهیم. ارائه را بͬ�دور رن�آمیزی

اولیه مفاهیم ١.١

مجموعه و V (G) با را Gگراف رأس�های مجموعه است. ساده گراف گراف، ͷی از ما منظور رساله این در

درجه�ی مینیمم و ماکزیمم ،dG(v) با Gرا در v دلخواه رأس درجه�ی مͬ�دهیم. E(G)نمایش با را آن یال�های

mرأساست. روی بر ساده مسیری نمایشͽر Pm نمایشمͬ�دهیم. δ(G) (G)∆و با به�ترتیب رأس�هایGرا

کامل گراف ͷی مͬ�شود. داده نمایش Cm نماد با و مͬ�شود نامیده دور باشد ͬͺی آن انتهای و ابتدا که مسیری

ω(G) با که ،G گراف خوشه�ای عدد مͬ�دهند. تشͺیل را یال ͷی رأس�ها از جفت هر آن در که است گرافͬ

است. G در مجاور دوبه�دو رأس�های تعداد بیشترین مͬ�شود، داده نمایش

E(H) ⊆ E(G) و V (H) ⊆ V (G) به�طوری�که است H مانند گراف ͷی ،G گراف از زیرگراف ͷی

با G از ماکزیمال زیرگراف ͷی G از H القایͬ زیرگراف ͷی مͬ�شود. داده نمایش H ⊆ G به�صورت و

است. V (H) رأسͬ مجموعه�ی

١



٢ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

به�صورت G تباهیدگ١ͬ

d(G) = maxH⊆Gδ(H)

مͬ�نامیم. ٢ تباهیده -d را d حداکثر تباهیدگͬ با گرافͬ مͬ�شود. تعریف

به�طوری�که Gاست، القایͬ زیرگراف�های از {G۱, G۲, . . . , Gk} گرافGمجموعه�ی از رأس٣ͬ یͷافراز

از یال۴ͬ افراز ͷی ·V (Gi) ∩ V (Gj) = ∅ ،۱ ≤ i < j ≤ k هر به�ازای و V (G) =
∪k

i=۱ V (Gi)

به�ازای E(G)و =
∪k

i=۱ E(Gi) به�طوری�که Gاست، زیرگراف�های از {G۱, G۲, . . . , Gk} Gمجموعه�ی

رأسͬ افراز ͷی G به�طوری�که است kای مینیمم درختانه۵، ·E(Gi)∩E(Gj) = ∅ ،۱ ≤ i < j ≤ k هر

مͬ�شود. داده نمایش a(G) نماد با و است جنͽل ͷی Gi هر آن در که دارد {G۱, G۲, . . . , Gk}

ͷی باشد. ناهمبند G − V ′ به�طوری�که است V ′ مانند V از زیرمجموعه�ای G گراف از رأسͬ یͷبرش

تعریف kای کوچͺترین را κ(G) ،G همبندی عدد مͬ�نامیم. رأسͬ برش -k ͷی را عضو k با رأسͬ برش

باشد. داشته رأسͬ برش -k ͷی G آن ازای به به�طوری�که مͬ�کنیم

شوند، گذاشته اصلͬ خط روی بازه�های با تناظر در Gبتوانند رأس�های اگر مͬ�شود نامیده گرافGبازه�ای

گراف از بندی یͷبازه باشند. داشته ناتهͬ اشتراک متناظر بازه�های هرگاه مجاورند باهم رأس دو به�طوری�که

·E ⊆ E+ به�طوری�که است G+(V,E+) بازه�ای گراف ͷی G(V,E)

یͷمثلث نباشد. بیشتر یا رأس چهار روی بر القایͬ دور هیچ شامل اگر است وتری یͷگراف ،Gگراف

·E ⊆ E+ به�طوری�که است G رأسͬ مجموعه با G+(V,E+) وتری گراف ͷی G(V,E)گراف از بندی

مͬ�شود، G۱�G۲نمایشداده با G۲که = (V۲, E۲) G۱و = (V۱, E۱)گراف دو حاصل�ضربدکارتͬ

مجاور باهم (v۱, v۲) و (u۱, u۲) رأس دو آن در که است V۱ × V۲ رأسͬ مجموعه�ی با G(V,E) گراف

·u۱v۱ ∈ E۱ و u۲ = v۲ یا u۲v۲ ∈ E۲ و u۱ = v۱ اگر تنها و اگر هستند

١degeneracy

٢d-degenerate
٣vertex partition

۴edge partition

۵arboricity



٣ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

Pm�Cn دور ͷی و مسیر ͷی دکارتͬ حاصل�ضرب یͷشبͺه، Pm�Pn مسیر دو دکارتͬ حاصل�ضرب

مͬ�شود. نامیده یͷچنبره Cm�Cn دور دو دکارتͬ حاصل�ضرب و استوانه ͷی

nd, . . . , n۲, n۱ طول�های ,Pdبا . . . , P۲, P۱ مسیرهای حاصل�ضربدکارتͬ (d ∈ N)بعدی -dه�یͺشبͷی

داریم: لذا مͬ�شود. داده نشان Gd(n۱, n۲, . . . , nd) با که است

V (Gd(n۱, n۲, . . . , nd)) = {۱, . . . , n۱} × {۱, . . . , n۲} × · · · × {۱, . . . , nd}

E(Gd(n۱, n۲, . . . , nd)) = {uv|u = (u۱, u۲, . . . , ud), v = (v۱, v۲, . . . , vd),∃i۰

∀i ̸= i۰ ui = vi, |ui۰ − vi۰| = ۱}.

داریم: Gd(n۱, n۲, . . . , nd) بعدی -d شبͺه�ی ͷی برای دراین�صورت،

|V (Gd(n۱, n۲, . . . , nd))| = n۱ × n۲ × . . .× nd

|E(Gd(n۱, n۲, . . . , nd))| = n۱ × n۲ × · · · × nd × (d−
d∑

i=۱

۱

ni

).

باشد، P۲ به�صورت Gi فاکتورهای از ͷی هر اگر ،G = G۱�G۲� · · ·�Gd حاصل�ضربͬ گراف برای

مͬ�شود. داده نمایش Qd نماد با و مͬ�شود نامیده بعدی -dعبͺابرمͷی G آن�گاه

گراف�ها بͬ�دور رن�آمیزی ٢.١

ͷی است. G رأس�های به k, . . . ,۳,۲,۱ رن k از تخصیص ͷی G گراف از رأسͬ رن�آمیزی -k ͷی

مجاور رأس دو هر آن در به�طوری�که است G از رأسͬ رن�آمیزی -k ͷی ،Gگراف از مجاز رن�آمیزی -k

است kای مینیمم شود مͬ داده نمایش χ(G) نماد با که G ͬͽرن عدد کنند. دریافت متمایز رن�های

·χ(G) ≤ k هرگاه مͬ�نامیم رن�پذیر -k را Gگراف باشد. داشته مجاز رن�آمیزی -k ͷی G به�طوری�که

به�طوری�که است، G از مجاز آمیزی رن -k ͷی G گراف از بͬ�دور١ رن�آمیزی -k ͷی .١.٢.١ تعریف

نباشد. دور شامل G ͬͽرن کلاس دو هر روی G القایͬ زیرگراف هر

١acyclic coloring



۴ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

رن با شده رن رأس�های تمام مجموعه�ی نمایشͽر Ca,b فرضکنیم ،b و a رنͽهای از جفت هر ازای به

و a ͬͽرن جفت�های از جنͽل ͷی شامل Ca,b که است �معنͬ بدین بͬ�دور رن�آمیزی ͷی بودن باشد. b یا a

مͬ�شوند. نامیده بͬ�دور ͬͽرن کلاس�های ،Ca,b کلاس�های است. b

-k ͷی G به�طوری�که است kای مینیمم شود مͬ داده نمایش χa(G) نماد با که G بͬ�دور ͬͽرن عدد

رأس�های از زیرمجموعه�ای به رن�ها از اختصاصͬ بͬ�دور یͷرن�آمیزیجزئͬ باشد. داشته بͬ�دور رن�آمیزی

رن�آمیزی ͷی از مثالͬ کنند. القاء را بͬ�دور رن�آمیزی با گرافͬ شده �رن رأس�های به�طوری�که است G

است. شده داده نمایش ١.١ شͺل در گراف از بͬ�دور

گراف از بͬ�دور رن�آمیزی ͷی :١.١ شͺل



٢ فصل

بͬ�دور ͬͽرن عدد

گراف آن از رن�آمیزی ͷی برای نیاز مورد رن�های تعداد سازی مینیمم هدف گراف�ها رن�آمیزی بحث در

ͬͽرن عدد است، شده توجه بسیار آن به که بͬ�دور رن�آمیزی ͷی در مهم گزینه�های از ͬͺی بنابراین است.

گراف ͷی بͬ�دور ͬͽرن عدد برای شده ارائه پایین کران�های معرفͬ به فصل این اول بخش در است. بͬ�دور

در و داشت خواهیم ماکزیمال بͬ�دور رن�پذیر -k گراف�های بر مروری دوم بخش در مͬ�پردازیم. دلخواه

این در پرداخت. خواهیم آن ͬͽرن عدد و درجه مینیمم با گراف ͷی بͬ�دور ͬͽرن عدد ارتباط به آخر بخش

است. شده استفاده [٢٢ ،٧ ،١٧] منابع از فصل

χa(G) برای پایین کران�های ١.٢

داریم: Gگراف هر برای [١٧] .١.١.٢ قضیه

χa(G) >
|E(G)|
|V (G)|

+ ۱.

باشد. G گراف از بͬ�دور رن�آمیزی -k ͷی φ و یال m و رأس n با گرافͬ G کنیم فرض برهان.

کلاس�ها این دراین�صورت ·|Ci| = ni که مͬ�دهیم، نمایش Ck, . . . , C۲, C۱ با را φ ͬͽرن کلاس�های

بنابراین: بود، خواهند G رأس�های مجموعه�ی از افرازی

n = |V (G)| =
∑k

i=۱ ni·

Cj و Ci ͬͽرن کلاس دو روی G القایͬ زیرگراف هر نیست، ͬͽرن -۲ دور هیچ شامل G که آن�جا از

.|E(Ti,j)| ≤ ni + nj − ۱ به�وضوح است. Ti,j جنͽل ͷی

۵



۶ بͬ�دور ͬͽرن عدد .٢ فصل

درنتیجه،

m =
∑

۱≤i<j≤k

|E(Ti,j)|

≤
∑

۱≤i<j≤k

(ni + nj − ۱)

= (k − ۱)
k∑

i=۱

ni −
(
k

۲

)
= (k − ۱)n−

(
k

۲

)
.

بنابراین: ·m ≤ (k − ۱)n−
(
k

۲

)
آن�گاه

k ≥ m

n
+

(
k

۲

)
n

+ ۱.

که مͬ�گیریم نتیجه ،

(
k

۲

)
n

> ۰ که آن�جا از

k >
m

n
+ ۱

⇒ χa(G) >
m

n
+ ۱.

�

داریم: Gd, . . . , G۱ گراف�های دکارتͬ حاصل�ضرب برای [١٧] .٢.١.٢ نتیجه

χa(G۱� · · ·�Gd) >
d∑

i=۱

|E(Gi)|
|V (Gi)|

+ ۱.

رأس ·V (G۱) = {u۱, u۲, . . . , un} و G = G۱�G۲� · · ·�Gd کنیم فرض برهان.

باهم G۱ در uj و u۱ اگر تنها و اگر است مجاور (uj, v۲, . . . , vd) رأس با (u۱, v۲, . . . , vd) ∈ V (G)

باشند. مجاور

dG۱(u۱)|V (G۲)| · · · |V (Gd)| با برابر هستند مجاور (u۱, v۲, . . . , vd) با رأس�هایGکه تعداد بنابراین

با برابر است، ۱ ≤ i ≤ n ،(ui, v۲, . . . , vd)رأس آن�ها سر ͷی که ،G یالهای تعداد درنتیجه است.

۱

۲
(dG۱(u۱) + · · ·+ dG۱(un))|V (G۲)| · · · |V (Gd)| = |E(G۱)||V (G۲)| · · · |V (Gd)|



٧ بͬ�دور ͬͽرن عدد .٢ فصل

به�صورت G یال�های تعداد ،Gd, . . . , G۳, G۲ دیͽر گراف�های رأس�های روی بر روند این ادامه�ی با است.

مͬ�آید: به�دست زیر

|E(G)| = (
d∏

j=۱

|V (Gj)|)
d∑

i=۱

|E(Gi)|
|V (Gi)|

.

داریم: (١.١.٢) قضیه�ی از استفاده با

χa(G) >
|E(G)|
|V (G)|

+ ۱ =

(
∏d

j=۱ |V (Gj)|)
∑d

i=۱

|E(Gi)|
|V (Gi)|

(
∏d

j=۱ |V (Gj)|)
+ ۱

=
d∑

i=۱

|E(Gi)|
|V (Gi)|

+ ۱.

� است. برقرار حͺم بنابراین و

مͬ�آوریم. به�دست χa(G) برای پایینͬ کران دیͽر روش به حال

∆داریم: = ۴n(n− ۱)− ۸m+ ۱ و mیال رأس، n با Gگراف هر برای [٧] .٣.١.٢ قضیه

χa(G) ≥ ۲n+ ۱ −
√
∆

۲
.

-kͷی در که Gباشد رأس�های از زیرمجموعه�ای ،۱ ≤ i ≤ k ،Ci و χa(G) = k فرضکنیم برهان.

،۱ ≤ i < j ≤ k هر به�ازای بͬ�دور، تعریفرن�آمیزی از استفاده با دارند. را iرن ،G از بͬ�دور رن�آمیزی

است. جنͽل ͷی Gj و Gi روی G القایͬ زیرگراف ،Gi,j

داریم: (i۲, j۲) و (i۱, j۱) متمایز جفت هر برای به�وضوح ·ei,j = |E(Gi,j)| کنیم فرض

Ei۱,j۱ ∩ Ei۲,j۲ = ∅

برای و است
(
k

۲

)
=

k(k − ۱)

۲
با برابر رن�ها از متمایز جفت�های تعداد مͬ�شود، ملاحظه که همان�طور

داریم: ۱ ≤ i < j ≤ k ،(i, j) دلخواه جفت هر

ei,j ≤ |Ci|+ |Cj| − ۱. (١.٢)

که است واضح ∑هم�چنین
(i,j)

ei,j = m. (٢.٢)


