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چ��ک��ی��ده

ای��ن در اس��ت. ش��ده ان��ج��ام م��خ��روط��ی ی��ک م��ت��ر ف��ض��اه��ای روی زی��ادی م��ط��ال��ع��ات اخ��ی��ر س��ال�ه��ای در

ب��ررس��ی ف��ض��اه��ا ای��ن ی��ک�پ��ذی��ری م��ت��ر و م��خ��روط��ی ی��ک م��ت��ر ف��ض��اه��ای ت��وپ��ول��وژی��ک��ی خ��واص پ��ای��ان�ن��ام��ه

�ی �ول� �م� �ع� م� �ک ی� �ر �ت� م� �ای �اه� �ض� ف� از �ی �م� �ی� �م� �ع� ت� �ی �روط� �خ� م� �ک ی� �ر �ت� م� �ای �اه� �ض� ف� �ه ک� �م داده�ای� �ان �ش� ن� و �ده ش�

م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ی��ان ث��اب��ت، ن��ق��ط��ه ق��ض��ی��هٔ ن��ت��ای��ج ه��م�ارزی خ��ص��وص در ن��ک��ات��ی ه��م��چ��ن��ی��ن ه��س��ت��ن��د.

�اخ �ان� ب� �ای �ض� ف� �ال۳، �رم� ن� �روط �خ� م� �ذی��ری۲، ی��ک�پ� �ر �ت� م� �روط��ی۱، �خ� م� ی��ک �ر �ت� م� �ای �ض� ف� �ی��دی: �ل� ک� �ات �م� �ل� ک�

ث��اب��ت۵ ن��ق��ط��هٔ ق��ض��ی��ه م��رت��ب۴،

۱Cone metric space
۲Metrizability
۳Normal cone
۴Ordered Banach space
۵Fixed point theorem

آ



م��ط��ال��ب ف��ه��رس��ت

ج م��ق��دم��ه

۱ م��خ��روط��ی ی��ک م��ت��ر ف��ض��اه��ای ب��ر م��ق��دم��ه�ای ۱

۱۴ م��خ��روط��ی ی��ک م��ت��ر ف��ض��اه��ای ت��وپ��ول��وژی��ک��ی خ��واص ب��ر م��روری ۲

۱۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت��وپ��ول��وژی��ک��ی خ��واص ب��رخ��ی ۱.۲

۲۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��خ��روط��ی ی��ک م��ت��ر ف��ض��اه��ای در ف��ش��ردگ��ی ۲.۲

۳۰ م��خ��روط��ی ی��ک م��ت��ر ف��ض��اه��ای در ث��اب��ت ن��ق��ط��ه ق��ض��ی��هٔ و ی��ک�پ��ذی��ری م��ت��ر ب��ررس��ی ۳

۳۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . م��خ��روط��ی ی��ک م��ت��ر ف��ض��اه��ای ی��ک�پ��ذی��ری م��ت��ر ۱.۳

۳۶ . م��ع��م��ول��ی م��ت��ر و م��خ��روط��ی م��ت��ر ث��اب��ت ن��ق��ط��ه ن��ت��ای��ج ه��م�ارزی خ��ص��وص در ن��ک��ت��ه�ای ۲.۳

۴۷ ک��ت��اب�ن��ام��ه

۵۳ واژه�ن��ام��ه

۵۷ ن��م��ای��ه

۵۸ ان��گ��ل��ی��س��ی چ��ک��ی��ده
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م��ق��دم��ه

�ن ای� ژان��ک۲ �وان��ک۱ ه� �د. ش� �روع ش� �م �ت� �س� �ی� ب� �رن ق� �ط اواس� از �ی �روط� �خ� م� �ک ی� �ر �ت� م� �ای �اه� �ض� ف� �ه �ع� �ال� �ط� م�

را �ا �ه� آن� �ک �وژی� �ول� �وپ� ت� �واص خ� و �د. �ردن� ک� �ی �رف� �ع� م� �ی �روط� �خ� م� �ک ی� �ر �ت� م� �ای �اه� �ض� ف� �ام ن� �ا ب� را �ا �اه� �ض� ف�

ح��ق��ی��ق��ی اع��داد از م��ج��م��وع��ه�ای ج��ای ب��ه م��رت��ب ب��ان��اخ ف��ض��ای ی��ک ک��ه ش��ک��ل ای��ن ب��ه ک��ردن��د. ب��ررس��ی

�ی ون� در �اط �ق� ن� از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب� را �ا �ه�ه� �ال� �ب� دن� �ودن ب� �ی �وش� ک� و �ی �رای� �گ� �م� ه� �ان �ش� ای� �ود. �ی�ش� م� �رده ب� �ار �ک� ب�

ی��ک �ت��ر م� ف��ض��اه��ای در �ب��اض �ق� ان� ن��گ��اش��ت�ه��ای ان��واع ب��رای �ی��ن �ق� م��ح��ق� دی��گ��ر و ک��ردن��د ی��ف ت��ع��ر م��خ��روط

ک��ردن��د. اث��ب��ات را م��ش��ت��رک ث��اب��ت ن��ق��ط��ه ق��ض��ای��ای م��خ��روط��ی،

�رق��رار ب� ه��م م��خ��روط��ی �ت��ر م� م��ورد در �ول��ی �م� �ع� م� �ر �ت� م� م��ورد در آم��ده ب��دس��ت �ای��ج �ت� ن� م��وارد �ل��ب اغ� در

�ری �اده�ت� س� �ای روش�ه� از �ج �ای� �ت� ن� �ن ای� از �ی �ض� �ع� ب� �ه ک� �ت اس� �ده ش� داده �ان �ش� ن� �وارد م� �ی �رخ� ب� در �ت. اس�

م��ی�ش��ود. ن��ت��ی��ج��ه م��خ��روط��ی م��ت��ر و م��ع��م��ول��ی م��ت��ر ب��ی��ن ه��م�ارزی ن��وع��ی م��ث��لاً م��ی�آی��ن��د، ب��دس��ت

ث��اب��ت م��خ��روط��ی م��ت��ر ب��ا م��ع��م��ول��ی م��ت��ر ج��اب��ج��ای��ی ب��ا ن��ی��ز ث��اب��ت ن��ق��ط��ه ق��ض��ی��هٔ ن��ت��ای��ج ای��ن از ب��س��ی��اری

م��ی�ش��ود.

و �د �ده�ان� ش� �ی �رف� �ع� م� �ا �روط�ه� �خ� م� �واع ان� و �ی �روط� �خ� م� �ک ی� �ر �ت� م� �ای �اه� �ض� ف� �دا �ت� اب� �ه �ام� �ان�ن� �ای� پ� �ن ای� در

اس��ت. گ��رف��ت��ه ق��رار ب��ررس��ی م��ورد آن�ه��ا م��خ��روط��ی ت��وپ��ول��وژی��ک خ��واص دوم ف��ص��ل در س��پ��س

س��پ��س و �ت��ه گ��رف� ق��رار ب��ررس��ی م��ورد م��خ��روط��ی ی��ک �ت��ر م� ف��ض��اه��ای ی��ک�پ��ذی��ری �ت��ر م� س��وّم ف��ص��ل در

ب��ا �ی��ه ق��ض� ای��ن ه��م�ارزی ش��رای��ط و ش��ده �ی��ان ب� م��خ��روط��ی ی��ک �ت��ر م� ف��ض��اه��ای ب��رای �اب��ت ث� �هٔ �ق��ط� ن� �ی��هٔ ق��ض�

اس��ت. ش��ده آورده دی��گ��ر ق��ض��ی��هٔ چ��ن��د و ب��ان��اخ ان��ق��ب��اض اص��ل

ب��رگ��رف��ت��ه [۳۸،۲۰،۱۴] از ۳ ف��ص��ل و [۳۰،۲] از ۲ ف��ص��ل و [۱۱] از پ��ای��ان�ن��ام��ه ای��ن ۱ ف��ص��ل

اس��ت. ش��ده

۱Huang
۲Zhang



۱ ف��ص��ل

م��خ��روط��ی ی��ک م��ت��ر ف��ض��اه��ای ب��ر م��ق��دم��ه�ای

�وان �ن� ع� �ه ب� �لاً �ب� ق� �ه ک� �ی �روط� �خ� م� ی��ک �ر �ت� م� �ای �اه� �ض� ف� �وم �ه� �ف� م� [۱۰] ژان��گ و �وان��گ ه� ،۲۰۰۷ �ال س� در

[۳۳ ،۲۴ ،۲۲ ،۲۱ ،۱۹–۱۷] در �م �ت� �س� �ی� ب� �رن ق� �ط اواس� در �رم�دار ن� �ای �اه� �ض� K-ف� و �ک ی� �ر �ت� K-م�

ن��م��ودن��د. م��ع��رف��ی دوب��اره را ب��ود ش��ده م��ع��رف��ی

اگ��ر م��ی�گ��وئ��ی��م ب��رداری ت��وپ��ول��وژی��ک ف��ض��ای را، ح��ق��ی��ق��ی اع��داد روی E ب��رداری ف��ض��ای

ب��اش��د. پ��ی��وس��ت��ه (u, v) 7→ u+ v : E × E → E ن��گ��اش��ت .۱

ب��اش��د. پ��ی��وس��ت��ه (α, v) 7→ αv : R× E → E ن��گ��اش��ت .۲

ب��اش��ن��د. ب��س��ت��ه ع��ض��وی ت��ک م��ج��م��وع��ه�ه��ای .۳

اگ��ر م��ی�ن��ام��ی��م م��خ��روط ی��ک را E از P ی��رم��ج��م��وع��هٔ ز

ب��اش��د. ن��ات��ه��ی P .۱

.αx+ βy ∈ P ب��اش��ی��م داش��ت��ه α, β ≥ ۰ ه��ر و x, y ∈ P ه��ر ب��رای .۲

.P ∩ (−P ) = {۰} .۳

۱



۲

م��ی�ن��م��ای��د. ال��ق��اء ،y − x ∈ P اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر x ≼ y ب��ه�ص��ورت ≼ راب��ط��ه�ی E روی P م��خ��روط

ی��ع��ن��ی اس��ت س��ازگ��ار E ج��ب��ری س��اخ��ت��ار ب��ا راب��ط��ه ای��ن

.x+ y ≽ ۰ آن��گ��اه y ≽ ۰ و x ≽ ۰ اگ��ر .۱

.λx ≽ ۰ آن��گ��اه λ ≥ ۰ و x ≽ ۰ اگ��ر .۲

و �ود �ی�ش� م� �ده �ی� �ام� ن� E در �رداری ب� �ی �زی� ج� �ی��ب �رت� ت� �ود؛ م��ی�ش� �اء �ق� ال� E روی P �وس��ط ت� �ه ک� “≼” �ط��ه راب�

م��ی�ده��د. ن��م��ای��ش را ج��زی��ی م��رت��ب ف��ض��ای ای��ن (E,≼) ی��ا (E,P ) ج��ف��ت

م��ی�ب��اش��د. R+ م��خ��روط ت��وس��ط ش��ده ال��ق��اء ،R روی م��ع��م��ول��ی ت��رت��ی��ب ال��ف. .۱.۰.۱ م��ث��ال

�ی��ب �رت� ت� �اه �گ� آن� �د. �اش� ب� R �ه ب� S از �دار �ق� م� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �ع �واب� ت� �ه �م� ه� �ه �ردای� گ� ،E = RS �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ب.

م��ی�ش��ود: ی��ف ت��ع��ر ن��ق��ط��ه�وار ب��ط��ور E در م��ع��م��ول��ی

.x ∈ S ه��ر ب��رای f(x) ≤ g(x) اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر E در f ≼ g

ح��ق��ی��ق��ی پ��ی��وس��ت��ه ت��واب��ع ه��م��هٔ ف��ض��ای در ت��رت��ی��ب آن��گ��اه ب��اش��د ت��وپ��ول��وژی��ک ف��ض��ای��ی S اگ��ر ب��ه�وی��ژه،

م��ی�ش��ود. ی��ف ت��ع��ر روش ه��م��ی��ن ب��ه S روی م��ق��دار

ه��م��ه ف��ض��ای W ک��ن��ی��د ف��رض دن��ب��ال��ه�ه��اس��ت. ف��ض��ای ت��رت��ی��ب، ن��ق��ط��ه�وار ی��ف ت��ع��ر از دی��گ��ری م��ث��ال پ)

�ه �م� ه� �ل �ام� ش� �ه ک� �د، ی� �ر �ی� �گ� ب� �ر �ظ� ن� در P را آن �روط �خ� م� و �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� از {xn} �ای �ه�ه� �ال� �ب� دن�

ت��رت��ی��ب م��ی�ش��ون��د، م��ع��رف��ی ذی��ل در ک��ه W ی��رف��ض��اه��ای ز .µn ≥ ۰ ک��ه ب��اش��د {µn} دن��ب��ال��ه�ه��ای

م��ی�ب��رن��د: ارث ب��ه W از را

ک��ران��دار. دن��ب��ال��ه�ه��ای ه��م��ه ف��ض��ای :m

ه��م��گ��را. دن��ب��ال��ه�ه��ای ه��م��هٔ ف��ض��ای :c

ص��ف��ر. ب��ه ه��م��گ��را دن��ب��ال��ه�ه��ای ه��م��هٔ ف��ض��ای :c۰



۳

.∑∞
i=۱ |xi|p < ∞ ک��ه {xn}∞n=۱ دن��ب��ال��ه�ه��ا ه��م��هٔ ف��ض��ای :lp

�ع �واب� ت� �هٔ �م� ه� از �ل �ک� �ش� �ت� م� �رداری ب� �ای �ض� ف� E و �دازه ان� �ای �ض� ف� (Ω, µ) �د �ی� �ن� ک� �رض ف� :d

ب��راب��رن��د، ه��م ب��ا ج��ا ه��م��ه ی��ب��اً ت��ق��ر µ ک��ه ت��واب��ع��ی ب��اش��د. Ω روی م��ق��دار ح��ق��ی��ق��ی ان��دازه�پ��ذی��ر

ک��ن��ی��د: ی��ف ت��ع��ر E در g و f ب��رای ی��م. م��ی�گ��ی��ر ن��ظ��ر در ش��ده گ��رف��ت��ه ی��ک��ی را

ه��م��ه�ج��ا. ی��ب��اً µ-ت��ق��ر f(x) ≤ g(x) اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر f ≤ g

اس��ت. ج��زی��ی م��رت��ب ف��وق ف��ض��ای از ی��رف��ض��ای��ی ز ع��ن��وان ب��ه Lp ف��ض��ای

.[x, y] = {z ∈ E : x ≤ z ≤ y} م��ی�ده��ی��م ق��رار x ≤ y ک��ه x, y ∈ E ن��ق��اط ب��رای

م��ی�ش��ود. ن��ام��ی��ده م��رت��ب ف��اص��ل��هٔ ،[x, y] م��ج��م��وع��هٔ

(E,P ) در A �هٔ �وع� �م� �ج� �رم� ی� ز �د. �ن� �ت� �س� ه� �دب �ح� م� �ی �ای� �ه�ه� �وع� �م� �ج� م� �ب، �رت� م� �ل �واص� ف� �وح وض� �ه ب�

E در A �هٔ �وع� �م� �ج� م� �د. �اش� ب� �ود �وج� م� A �ل �ام� ش� �ی �ب� �رت� م� �هٔ �ل� �اص� ف� �ر اگ� �ود �ی�ش� م� �ده �ی� �ام� ن� �ب �رت� �دار-م� �ران� ک�

.[a۱, a۲] ⊆ A �م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� a۱ ≼ a۲ �ه ک� a۱, a۲ ∈ A �ر ه� �رای ب� �ر اگ� �ت اس� �ر) (پُ� �رت��ب �ح��دب-م� م�

.int P ̸= ∅ اگ��ر م��ی�ن��ام��ی��م ت��وپ��ر را P م��خ��روط

c �اه �گ� آن� �د. �اش� ب� �ب �رت� م� �ک �وژی� �ول� �وپ� ت� �رداری ب� �ای �ض� ف� (E,P ) �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .([۳۹] ) ۲.۰.۱ �م ل�

ب��اش��د. E در ۰ ه��م��س��ای��گ��ی [−c, c] اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر اس��ت P ون��ی در ن��ق��ط��هٔ

c۰ در م��ث��ال؛ ب��رای ه��س��ت��ن��د. ت��ه��ی درون ب��ا م��خ��روط��ی دارای ت��اب��ع��ی آن��ال��ی��ز در ف��ض��اه��ا از ب��س��ی��اری

و اس��ت c۰ از �ای��ی �رف��ض� ی� ز اس��ت �ر �ف� ص� �ال��ه �ب� دن� �م��لات ج� �هٔ �م� ه� �د، �ع� ب� �ه ب� �ه �ل� �م� ج� ی��ک از �ه ک� �ای��ی �ه�ه� �ال� �ب� دن�

اس��ت �رت��ب م��ح��دب-م� ،(E,P ) ف��ض��ای ب��اش��د. �ت��ه داش� �ات��ه��ی ن� درون �وان��د �م��ی�ت� ن� �ا ی��رف��ض� ز ی��ک �ن��وان �ع� ب�

�ت �ال� ح� �ن ای� در �د. �اش� ب� �ب �رت� �دب-م� �ح� م� �ی �ای� �ه�ه� �وع� �م� �ج� �رم� ی� ز �ل �ام� ش� �داء �ب� م� �ای �ی�ه� �گ� �ای� �س� �م� ه� �هٔ �ای� پ� �ر اگ�

ش��ود. م��ی ن��ام��ی��ده P-اش��ب��اع�ش��ده، ی��ا ن��رم��ال P م��خ��روط

�رم��دار ن� ف��ض��ای (E,P ) �اه �گ� آن� �اش��د ب� �ر �وپ� ت� و �ال �رم� ن� E از P م��خ��روط �ر اگ� .([۳۶] ) ۳.۰.۱ �ی��ه ق��ض�

اس��ت. م��رت��ب



۴

ب��ه �رت��ب م� �وژی��ک �ول� �وپ� ت� �رداری ب� �ای �ض� ف� از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب� �ا ت� �د �وده�ان� �م� ن� ت��لاش �ن، �ی� �ق� �ق� �ح� م� از �ع��ض��ی ب�

.([۲۸] (ب��ب��ی��ن��ی��د ده��ن��د، ت��ع��م��ی��م را م��ف��اه��ی��م م��رت��ب، ب��ان��اخ ف��ض��ای ج��ای

اس��ت. ب��ی��ه��وده ت��لاش ای��ن ک��ه م��ی�ک��ن��د ب��ی��ان ق��ب��ل ق��ض��ی��ه

�ا �ض� ف� آن �ا امّ� �ت، �س� �ی� ن� �دار �رم� ن� �ه ک� دارد �ود وج� �ب) �رت� �دب-م� �ح� (م� �ک �وژی� �ول� �وپ� ت� �رداری ب� �ای �ض� ف�

ب��ب��ی��ن��ی��د. [۱۰] در را ۲.۴ م��ث��ال اس��ت. ت��وپ��ر و غ��ی��رن��رم��ال م��خ��روط ی��ک دارای

م��ی�ش��ود: گ��ف��ت��ه E ب��ان��اخ ف��ض��ای در P م��خ��روط .([۸] ) ۴.۰.۱ ی��ف ت��ع��ر

اگ��ر اس��ت ن��رم��ال .۱

inf{∥x+ y∥ : x, y ∈ P, ∥x∥ = ∥y∥ = ۱} > ۰

،x, y ∈ E ه��ر ب��رای ک��ه ب��اش��د م��وج��ود ای k > ۰ اگ��ر اس��ت ش��ب��ه-ی��ک��ن��وا .۲

۰ ≤ x ≤ y ⇒ ∥x∥ ≤ k∥y∥

ب��اش��ی��م داش��ت��ه x, y ∈ E ه��ر ب��رای اگ��ر اس��ت ی��ک��ن��وا .۳

۰ ≤ x ≤ y ⇒ ∥x∥ ≤ ∥y∥

ب��اش��د. k = ۱ ث��اب��ت ب��ا ی��ک��ن��وا ش��ب��ه P ی��ع��ن��ی

،۱۹۴۰) �ت، اس� �ب �رت� م� �اخ �ان� ب� �ای �اه� �ض� ف� در �ا �روط�ه� �خ� م� روی �ی �ج� �ای� �ت� ن� �ل �ام� ش� �د �ع� ب� �م ل�

س��ال از ب��ع��د ن��رم��ال م��خ��روط�ه��ای روی ک��ه ن��وی��س��ن��دگ��ان اک��ث��ر ب��دان��ی��م ک��ه اس��ت ج��ال��ب .([۲۳] ب��ب��ی��ن��ی��د

ن��م��ی�ک��ن��ن��د. اس��ت��ف��اده ن��ت��ای��ج ای��ن از م��ی�ک��ن��ن��د ک��ار ۲۰۰۷



۵

�ر ه� �ر اگ� �د �اش� ب� آن در �ی �روط� �خ� م� ρ و �ی �ق� �ی� �ق� ح� �اخ �ان� ب� �ای �ض� ف� ی��ک E �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .۵.۰.۱ ی��ف �ر �ع� ت�

{xn}n≥۱ اگ��ر �ن��ی �ع� ی� م��ی�ش��ود �ی��ده �ام� ن� �ن��ظ��م م� ρ آن��گ��اه ب��اش��د، ه��م��گ��را ب��الا از ک��ران��دار، �ع��ودی ص� �ال��هٔ �ب� دن�

x ∈ E �اه �گ� آن� ،x۱ ≤ x۲ ≤ . . . ≤ y �ه ک� �د �اش� ب� �ه �ت� داش� �ود وج� E در y �ر �ص� �ن� ع� و ρ در �ه�ای �ال� �ب� دن�

و اگ��ر �ود م��ی�ش� �ی��ده �ام� ن� �م �ظ� �ن� م� ρ م��خ��روط ز �م�ار ه� �ور �ه�ط� ب� limn→∞ ∥xn − x∥ = ۰ ک��ه �اش��د ب� �ود م��وج�

ب��اش��د. ه��م��گ��را اس��ت ک��ران��دار پ��ای��ی��ن از ک��ه ن��زول��ی دن��ب��ال��هٔ ه��ر اگ��ر ف��ق��ط

ه��س��ت��ن��د: م��ع��ادل (E, ∥ · ∥) ب��ان��اخ ف��ض��ای در P م��خ��روط ب��رای ی��ر ز ش��روط .([۲۳] ) ۶.۰.۱ ل��م

اس��ت. ن��رم��ال P .۱

و xn ≤ yn ≤ zn ،n �ر ه� �رای ب� �ه ک� ،E در {zn} و {yn} ،{xn} �واه �خ� دل� �ای �ه�ه� �ال� �ب� دن� �رای ب� .۲

.limn→∞ yn = x م��ی�ده��د ن��ت��ی��ج��ه limn→∞ xn = limn→∞ zn = x

اس��ت. ش��ب��ه-ی��ک��ن��وا P .۳

∥ · ∥۱ ب��ه ن��س��ب��ت P ک��ه اس��ت ∥ · ∥ ب��ا م��ع��ادل ک��ه دارد وج��ود E روی م��ی��ش��ه ت��س��ت ∥ · ∥۱ ن��رم .۴

ی��ک��ن��واس��ت.

ب��ب��ی��ن��ی��د. [۳۹،۳۴،۲۷،۹،۸،۳] در م��ی�ت��وان��ی��د را ل��م ای��ن اث��ب��ات اث��ب��ات.

م��ی�ش��ود. ن��ام��ی��ده P ن��رم��ال ث��اب��ت م��ی�ن��م��ای��د ص��دق ش��ب��ه-ی��ک��ن��وا ی��ف ت��ع��ر در ک��ه k م��ی��ن��ی��م��ال ث��اب��ت

روی �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ق �ت� �ش� م� �ا ب� �ع �واب� ت� �هٔ �م� ه� �هٔ �رادی� گ� E = C۱
R[۰,۱] �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .([۳۶] ) ۷.۰.۱ �ال �ث� م�

م��ی�ده��ی��م ق��رار f؛ ∈ E ه��ر ب��رای ب��اش��د. [۰,۱]

∥f∥ = ∥f∥∞ + ∥f ′∥∞

.P = {f ∈ E : ∀tf(t) ≥ ۰} ده��ی��د ق��رار اس��ت. E روی ن��رم ی��ک ∥ · ∥ وض��وح ب��ه



۶

ک��ن��ی��م، اخ��ت��ی��ار gn(t) = ۱
n
و fn(t) = tn

n
اگ��ر ی��را ز اس��ت. غ��ی��رن��رم��ال P م��خ��روط ص��ورت ای��ن در

ام��ا ،limn→∞ gn = ۰ و ۰ ≤ fn ≤ gn آن��گ��اه

∥fn∥ = max
t∈[۰,۱]

∣∣∣∣tnn
∣∣∣∣+ max

t∈[۰,۱]
|tn−۱| = ۱

n
+ ۱ > ۱

اس��ت. غ��ی��رن��رم��ال P ق��ب��ل ل��م ب��ه ت��وج��ه ب��ا ل��ذا ن��ی��س��ت. ه��م��گ��را ص��ف��ر ب��ه {fn} پ��س

�ر اگ� �ا �ه� �ن� ت� و �ر اگ� x ≪ y �م �ی� �س� �وی� �ی�ن� م� ،P �ر �وپ� ت� �روط �خ� م� �راه �م� ه� �ه ب� E �اخ �ان� ب� �ای �ض� ف� در

.y − x ∈ int P

ک��ه ب��اش��د ت��اب��ع��ی d : X ×X → P و ن��ات��ه��ی م��ج��م��وع��ه�ای X �ن��ی��د ک� ف��رض .([۸] ) ۸.۰.۱ ی��ف ت��ع��ر

ن��م��ای��د. ص��دق زی��ر خ��ص��وص��ی��ات در x, y, z ∈ X ه��ر ب��رای

.x = y اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر d(x, y) = ۰ .۱

.d(x, y) = d(y, x) .۲

.۳

d(x, y) ≼ d(x, z) + d(z, y)

م��ی�ش��ود. ن��ام��ی��ده م��خ��روط��ی ی��ک م��ت��ر ف��ض��ای (X, d) و X روی م��خ��روط��ی م��ت��ر d ص��ورت ای��ن در

،X = R و P = {(x, y) ∈ R۲ : x ≥ ۰, y ≥ ۰} ،E = R۲ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .۹.۰.۱ �ال �ث� م�

ض��اب��ط��هٔ ب��ا را d : X ×X → E

d(x, y) = (|x− y|, α|x− y|)



۷

�ا ب� �ی �روط� �خ� م� �ک ی� �ر �ت� م� �ای �ض� ف� (X, d) �اه �گ� آن� �د. ی� �ر �ی� �گ� ب� �ر �ظ� ن� در �ت، اس� �ی �ت� �اب� ث� �دد ع� α ≥ ۰ �ه ک�

اس��ت. k = ۱ آن ن��رم��ال ث��اب��ت ک��ه اس��ت P ن��رم��ال م��خ��روط

{xn} دن��ب��ال��هٔ ،(X, d) م��خ��روط��ی ی��ک م��ت��ر ف��ض��ای در .([۱۰] ) ۱۰.۰.۱ ی��ف ت��ع��ر

،n,m > N �ر ه� �رای ب� �ه ک� �د �اش� ب� �ود �وج� م� Nای ،c ≫ ۰ ه��ر �رای ب� �ر اگ� اس��ت �ش��ی ک� �ه�ای �ال� �ب� دن� .۱

.d(xn, xm) ≪ c

،n > N ه��ر ب��رای ک��ه ب��اش��د م��وج��ود Nای ،c ≫ ۰ ه��ر ب��رای اگ��ر اس��ت x ب��ه ه��م��گ��را دن��ب��ال��ه�ای .۲

.d(xn, x) ≪ c

ب��اش��د. ه��م��گ��را X در ک��ش��ی دن��ب��ال��ه ه��ر اگ��ر اس��ت ک��ام��ل X م��خ��روط��ی ی��ک م��ت��ر ف��ض��ای

�ر اگ� �ا �ه� �ن� ت� و �ر اگ� �ت اس� �ی �ش� ک� {xn} �هٔ �ال� �ب� دن� �اه �گ� آن� �د، �اش� ب� �ی �ال� �رم� ن� �ر �وپ� ت� �روط �خ� م� P �ر اگ�

.∥d(xn, x)∥ → ۰ �ر اگ� �ا �ه� �ن� ت� و �ر اگ� �ت �راس� �گ� �م� ه� x �ه ب� {xn} �هٔ �ال� �ب� دن� �لاوه �ع� ب� .∥d(xn, xm)∥ → ۰

ب��ب��ی��ن��ی��د). را [۱۰] )

�روط �خ� م� روی �ام��ل ک� �ی �روط� �خ� م� ی��ک �ر �ت� م� �ای �ض� ف� (X, d) �ی��د �ن� ک� ف��رض .([۱۰] ) ۱۱.۰.۱ �ه �ی� �ض� ق�

ن��م��ای��د: ص��دق زی��ر ان��ق��ب��اض��ی ش��روط از ی��ک��ی در T : X → X ک��ن��ی��د ف��رض ب��اش��د. ن��رم��ال��ی ت��وپ��ر

d(Tx, Ty) ≤ λ(d(Tx, x) + d(Ty, y))

d(Tx, Ty) ≤ λ(d(Tx, y) + d(Ty, x))

�ی �ای� �ت� �ک� ی� �ت �اب� ث� �ه �ط� �ق� ن� دارای T �اه �گ� آن� �ت. اس� �ی �ت� �اب� ث� �دار �ق� م� λ ∈
[
۰, ۱۲

)
�ه ک� x, y ∈ X �ر ه� �رای ب�

ه��م��گ��راس��ت. ث��اب��ت ن��ق��ط��ه�ای ب��ه {T nx} دن��ب��ال��هٔ ،x ∈ X ه��ر ب��رای و اس��ت

�ر �وپ� ت� �روط �خ� م� روی �ی �روط� �خ� م� �ک ی� �ر �ت� م� �ای �ض� ف� (X, d) �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .([۱] ) ۱۲.۰.۱ �ه �ی� �ض� ق�



۸

ن��م��ای��د: ص��دق زی��ر ان��ق��ب��اض��ی ش��روط از ی��ک��ی در f, g : X → X ک��ن��ی��د ف��رض ب��اش��د. ن��رم��ال��ی

d(fx, fy) ≤ λd(gx, gy) (۱.۱)

d(fx, fy) ≤ λ(d(fx, gx) + d(fy, gy)) (۲.۱)

d(fx, fy) ≤ λ(d(fx, gy) + d(fy, gx)) (۳.۱)

g �رد ب� �ر اگ� �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �ار �ی� �ت� اخ� λ ∈
[
۰, ۱۲

)
(۳.۱) و (۲.۱) �رای ب� و λ ∈ [۰,۱) ،(۱.۱) �رای ب�

م��ن��ط��ب��ق و ی��ک��ت��ا ث��اب��ت ن��ق��ط��ه دارای g و f آن��گ��اه ب��اش��د X از ک��ام��ل��ی ی��رف��ض��ای ز g(X) و f ب��رد ش��ام��ل

�اب��ت ث� �ه �ط� �ق� ن� دارای g و f �اه �گ� آن� �د، �ن� �اش� ب� �ار �ازگ� س� �ی��ف �ع� ض� �ور �ط� ب� g و f �ر اگ� �لاوه �ع� ب� �د. �ن� �ت� �س� ه� X در

ه��س��ت��ن��د. ی��ک��ت��ا م��ش��ت��رک

م��وج��ود x ∈ X اگ��ر اس��ت g, f : X → X ن��گ��اش��ت�ه��ای ان��ط��ب��اق ن��ق��ط��ه y ∈ X ک��ه ی��م دار ی��اد ب��ه

g و f ن��گ��اش��ت�ه��ای �ی��م. �ام� م��ی�ن� �ب��اق ان��ط� �ق��ط��ه ن� را x ص��ورت ای��ن در .f(x) = g(x) = y ک��ه �ن��د ب��اش�

fog(x) = gof(x) ی��ع��ن��ی ش��ون��د. ج��اب��ج��ا خ��ود ان��ط��ب��اق ن��ق��ط��هٔ در اگ��ر گ��وئ��ی��م س��ازگ��ار ض��ع��ی��ف ب��ط��ور را

ش��ود.

�ی �اض� �ب� �ق� g-ان� ،f �ر اگ� �د. �ن� �اش� ب� �واه �خ� دل� �ی �ع� �واب� ت� f, g : X → X �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .۱۳.۰.۱ �ف ی� �ر �ع� ت�

،x, y ∈ X ه��ر ب��رای اگ��ر اس��ت ض��ع��ی��ف

d(f(x), f(y)) ≤ αd(f(x), g(x)) + βd(f(y), g(y)) + γd(g(x), g(y))

.α + β + γ < ۱ و α, β, γ ∈ [۰,۱) ک��ه

�ر �وپ� ت� �روط �خ� م� روی �ی �روط� �خ� م� �ک ی� �ر �ت� م� �ای �ض� ف� (X, d) �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .([۳۷] ) ۱۴.۰.۱ �ه �ی� �ض� ق�

،f �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .f(X) ⊂ g(X) �م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� f, g : X → X �رای ب� �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �د. �اش� ب� �ال �رم� ن�



۹

ک��ام��ل ی��رف��ض��ای ز g(X) ی��ا f(X) اگ��ر �ن��د. ب��اش� س��ازگ��ار �ی��ف ض��ع� ب��ط��ور g و f و ض��ع��ی��ف �ب��اض��ی �ق� g-ان�

ه��س��ت��ن��د. ی��ک��ت��ا م��ش��ت��رک ث��اب��ت ن��ق��ط��ه دارای g و f ن��گ��اش��ت�ه��ای آن��گ��اه ب��اش��ن��د X از

غ��ی��رن��رم��ال ت��وپ��ر و�ط�ه��ای م��خ��ر

�روط��ی �خ� م� �ای �اه� ف��ض� در �ده ش� �ان �ی� ب� �ال �رم� ن� �ی �روط� �خ� م� ی��ک �ر �ت� م� �ای �اه� ف��ض� خ��ص��وص در �ه ک� �ج��ی �ای� �ت� ن�

ع��ب��ارت��ی ب��ه ن��ی��س��ت. ب��رق��رار ف��ض��اه��ا ای��ن در ک��ه ۶.۰.۱ ل��م چ��ون اس��ت. ن��ش��ده اث��ب��ات ت��اک��ن��ون غ��ی��رن��رم��ال

�اً �زوم� ل� �اه �گ� آن� yn → y و xn → x �ر اگ� �ی �ن� �ع� ی� �س��ت، �ی� ن� �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ی �ل� ک� �ال��ت ح� در �روط��ی �خ� م� �ر �ت� م� �ر �گ� دی�

ن��ی��س��ت. ب��رق��رار d(xn, yn) → d(x, y)

م��ی�گ��ی��رن��د. ق��رار اس��ت��ف��اده م��ورد ک��ل��ی ح��ال��ت در زی��ر خ��ص��وص��ی��ات ن��رم��ال، م��خ��روط��ی ف��ض��اه��ای در

.u ≪ w آن��گ��اه v ≪ w و u ≼ v اگ��ر (P۱)

.u ≪ w آن��گ��اه v ≼ w و u ≪ v اگ��ر (P۲)

.u ≪ w آن��گ��اه v ≪ w و u ≪ v اگ��ر (P۳)

.u = ۰ آن��گ��اه c ∈ int P ه��ر ب��رای ۰ ≼ u ≪ c اگ��ر (P۴)

.a ≼ b آن��گ��اه c ∈ int P ه��ر ب��رای a ≼ b+ c اگ��ر (P۵)

واق��ع در ،c۲ ≪ d و c۱ ≪ d ک��ه دارد وج��ود ۰ ≪ d �ن��ص��ر ع� ،c۲ ∈ P و ۰ ≪ c۱ ه��ر ب��رای (P۶)

.d = ۲c۱ + c۲

�ع واق� در .e ≪ c۲ و e ≪ c۱ �ه ک� �ت �س� ه� ۰ ≪ e �ر �ص� �ن� ع� ،۰ ≪ c۲ و ۰ ≪ c۱ �ر ه� �رای ب� (P۷)

اس��ت. ب��زرگ ک��اف��ی ان��دازه ب��ه N و e = ۱
N
(c۱ + c۲)



۱۰

واق��ع�ان��د. X در x و xnه��ا ک��ه d(xn, x) ≪ c آن��گ��اه bn → ۰ و ۰ ≤ d(xn, y) ≪ bn اگ��ر (P۸)

و a ∈ P �ه ک� a ≼ λa �ر اگ� و �د �اش� ب� P �روط �خ� م� �راه �م� ه� �ه ب� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �اخ �ان� ب� �ای �ض� ف� E �ر اگ� (P۹)

.a = ۰ آن��گ��اه ۰ ≤ λ < ۱

n > n۰ �ر ه� �رای ب� �ه ک� �ت اس� �ود �وج� م� n۰ ∈ N �اه �گ� آن� an → ۰ و ۰ ≼ an ،c ∈ int P �ر اگ� (P۱۰)

.an ≪ c داش��ت خ��واه��ی��م

{xn} و d(xn, x) → ۰ �ر اگ� �ت �راس� �گ� �م� ه� x ∈ X �ه ب� {xn} �هٔ �ال� �ب� دن� �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� (P۱۰) از

�ط �ق� ف� �ت، �س� �ی� ن� �ال �رم� ن� �اً �زوم� ل� �روط �خ� م� �ه ک� �ی �ت� �ال� ح� در .d(xn, xm) → ۰ �ر اگ� �ت اس� �ی �ش� ک� �ه�ای �ال� �ب� دن�

ب��ود. خ��واه��ن��د ب��رق��رار [۱۰] از ۴ و ۱ ل��م�ه��ای گ��زاره�ه��ای از ب��ع��ض��ی

اس��ت. ن��رم��ال م��ن��ظ��م م��خ��روط ه��ر .۱۵.۰.۱ ل��م

ط��وری را tn, sn ∈ P ،n ≥ ۱ ه��ر ب��رای ب��اش��د غ��ی��رن��رم��ال م��ن��ظ��م م��خ��روط ی��ک P ک��ن��ی��د ف��رض اث��ب��ات.

و yn = tn
∥tn∥ م��ی�ده��ی��م ق��رار ،n ≥ ۱ ه��ر ب��رای .n۲∥tn∥ < ∥sn∥ و tn − sn ∈ P ک��ه ک��ن��ی��د ان��ت��خ��اب

.n۲ < ∥xn∥ و ∥yn∥ = ۱ ،xn و yn و yn − xn ∈ P ،n ≥ ۱ ه��ر ب��رای آن��گ��اه xn = sn
∥tn∥

�ه ک� y ∈ P دارد �ود وج� �ذا ل� �ت اس� �ه �ت� �س� ب� P و �را �گ� �م� ه� ∑∞
n=۱

۱
n۲∥yn∥ �ری س� �ون چ�

چ��ون ح��ال ∑∞
n=۱

۱
n۲yn = y

۰ ≤ x۱ ≤ x۱ +
۱
۲۲x۲ ≤ x۱ +

۱
۲۲x۲ +

۱
۳۲x۳ ≤ . . . ≤ y

�اق��ض �ن� ت� ی��ک �ه ک� lim ∥xn∥
n۲ = ۰ �رو �ن� ای� از اس��ت. �م �ظ� �ن� م� P �را ی� ز �راس��ت �گ� �م� ه� ∑∞

n=۱
۱
n۲xn �رای��ن �اب� �ن� ب�

اس��ت.

ن��دارد. وج��ود M < ۱ ن��رم��ال ث��اب��ت ب��ا ن��رم��ال��ی م��خ��روط .۱۶.۰.۱ ل��م



۱۱

M < ۱ �ال �رم� ن� �ت �اب� ث� �ا ب� �ی �ال� �رم� ن� �روط �خ� م� P و ی��ک �ر �ت� م� �ای �ض� ف� ی��ک (X, d) �د �ی� �ن� ک� �رض ف� اث��ب��ات.

�د. �اش� ب� M < ۱ − ε �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �اب �خ� �ت� ان� �وری ط� ۰ < ε < ۱ و P در را a �ر �ف� �رص� �ی� غ� �و �ض� ع� �د. �اش� ب�

اس��ت. ت��ن��اق��ض ی��ک ای��ن و ،(۱− ε)∥x∥ > M∥x∥ ام��ا ،(۱− ε)x ≼ x آن��گ��اه

ی��ک روی �ام��ل ک� م��خ��روط��ی ی��ک �ر �ت� م� ف��ض��ای ی��ک (X, d) �ی��د �ن� ک� ف��رض .([۱۰] ) ۱۷.۰.۱ �ی��ه ق��ض�

�رط ش� در T : X → X ،λ ∈ [۰,۱) �ت �اب� ث� و x, y ∈ X �ر ه� �رای ب� و �د �اش� ب� �ر �وپ� ت� �ال �رم� ن� �روط �خ� م�

ب��رای و دارد X در ی��ک��ت��ا ث��اب��ت ن��ق��ط��ه ی��ک T آن��گ��اه ک��ن��د، ص��دق d(Tx, Ty) ≤ λd(x, y) ان��ق��ب��اض��ی

اس��ت. ث��اب��ت ن��ق��ط��ه ب��ه ه��م��گ��را {T nx} ت��ک��راری دن��ب��ال��هٔ ،x ∈ X ه��ر

م��ی�ده��ی��م. ارای��ه را ی��ر ز اث��ب��ات ب��ودن، ن��رم��ال خ��اص��ی��ت ب��دون ،۱۷.۰.۱ ق��ض��ی��هٔ ب��رای ح��ال

ای��ن در .xn+۱ = Txn = T n+۱
xn

و . . . ،x۱ = Tx۰ �ی��د �ن� ک� ف��رض و �د �ی� �ن� ک� �ار �ی� �ت� اخ� x۰ ∈ X اث��ب��ات.

ی��م دار ص��ورت

d(xn+۱, xn) = d(Txn, Txn−۱)

≼ kd(xn, xn−۱)

≼ k۲d(xn−۱, xn−۲) ≼ . . . ≼ knd(x۱, x۰).

ی��م دار ،n > m ب��رای ب��ن��اب��رای��ن

d(xn, xm) ≼
n−۱∑
k=m

d(xk+۱, xk)

≼ (kn−۱ + . . .+ km)d(x۱, x۰)

≼ km

۱− k
d(x۱, x۰) → ۰(m → ∞)



۱۲

�ل �ام� ک� X �ون چ� و �ت، اس� �ی �ش� ک� �ه�ای �ال� �ب� دن� {xn} �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� (P۱) و (P۱۰) �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب�

�ذا ل� و Txn → Tx∗ پ��س �ت اس� �ه �ت� �وس� �ی� پ� T �ه �ک� �ی� �ائ� �ج� آن� از .xn → x∗ �ه ک� �ت �س� ه� x∗ ∈ X �ت، اس�

�ات �ب� اث� �رای ب� �م). �ی� �اش� ب� �ق �ی� دق� �ه�ای �ال� �ب� دن� �ی �گ� �ت� �وس� �ی� پ� �ف ی� �ر �ع� ت� در �ت �س� �ای� �ی�ب� م� �ا �ج� �ن� ای� (در .Tx∗ = x∗

ک��ن��ی��م ع��م��ل م��ی�ت��وان��ی��م ی��ر ز ی��ق ط��ر ب��ه Tx∗ = x∗

d(Tx∗, x∗) ≼ d(Tx∗, Txn−۱) + d(Txn−۱, x
∗)

= d(Tx∗, Txn−۱) + d(xn, x
∗)

≼ kd(x∗, xn−۱) + d(xn, x
∗)

≪ k
c

۲k +
c

۲ = c.

و d(xn, x
∗) ≪ c

۲ �م ی� دار n > n۰ �رای ب� �ه ک� �ت �س� ه� n۰ �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� ،c ∈ int P �رای ب�

.d(x∗, xn−۱) ≪ c
۲k

�ه �ج� �ی� �ت� ن� �اخ) �ان� ب� �ای �ض� ف� (در un → ۰ از �ال، �رم� �رن� �ی� غ� �ر �وپ� ت� �روط �خ� م� در �م، �ی� �دان� ب� �ه ک� �ت اس� �م �ه� م�

اس��ت. int P در �اب��ت ث� �ه �ط� �ق� ن� ی��ک c ک��ه ب��زرگ �اف��ی ک� ان��دازه �ه ب� nه��ای ب��رای un ≪ c ک��ه م��ی�ش��ود

�ه ک� �ود ش� �ی �م� ن� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �اً �زوم� ل� un ≪ c از �ی �ن� �ع� ی� �ت، �س� �ی� ن� �ت درس� �ب �ل� �ط� م� �ن ای� �س �ک� ع� �ال ح� �ر ه� در

ان��ق��ب��اض ی��ک اس��ت، غ��ی��رن��رم��ال ت��وپ��ر م��خ��روط ک��ه ح��ال��ت��ی در ک��ه داد ارائ��ه م��ث��ال��ی م��ی�ت��وان .un → ۰

چ��ون ش��ود، �ت��ه گ��رف� ب��ک��ار �ال��ت ح� ای��ن در ن��م��ی�ت��وان��د �ان��اخ ب� �ی��ه ق��ض� �ی��ک��ه �ال� ح� در ب��اش��د �اب��ت ث� �ق��ط��هٔ ن� دارای

ک��ن��ی��د. رج��وع [۲۹،۱۶،۱۵،۱۳،۱۲،۵] ب��ه اس��ت. غ��ی��رن��رم��ال م��خ��روط

و ∥x∥ = ∥x∥∞ + ∥x′∥∞ �رم ن� �ا ب� E = C۱
R [۰,۱] �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .۱۸.۰.۱ �ال �ث� م�

[۸] ) �ت. اس� �ر �وپ� ت� �ال �رم� �رن� �ی� غ� �روط �خ� م� �ک ی� P = {x ∈ E : x(t) ≥ ۰, t ∈ [۰,۱]}



۱۳

ی��د ب��گ��ی��ر ن��ظ��ر در را ی��ر ز ت��واب��ع دن��ب��ال��ه .(۲۲۱ ص��ف��ح��ه

xn(t) =
۱− sinnt

n+ ۲ و yn(t) =
۱+ sinnt

n+ ۲

�ن �رای� �اب� �ن� ب� .∥xn∥ = ∥yn∥ = ۱ و �اخ �ان� ب� �ای �ض� ف� در ۰ ≼ xn ≼ xn + yn → ۰ �ورت ص� �ن ای� در

�ی �اف� ک� �دازه ان� �ه ب� �ای nه� �رای ب� xn ≪ c �م ی� دار (P۱) و (P۱۰) �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �س پ� .E در xn ↛ ۰

ن��ی��س��ت. ه��م��گ��را ص��ف��ر ب��ه E در {xn} ح��ال��ی��ک��ه در ب��زرگ،

ی��ف �ر �ع� ت� d(y, x) = ۰ و x ̸= y �رای ب� d(x, y) = x + y �هٔ �ط� �اب� ض� �ا ب� را d : P × P → E �اب��ع ت�

�ا ام� d(xn,۰) ≪ c �م ی� دار ۰ ≼ xn ≼ c �ون چ� �ت. �س� �ی� ن� �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ی �روط� �خ� م� �ر �ت� م� �ن ای� �د. �ی� �ن� ک�

.E در d(xn, x) = xn ↛ ۰ = d(۰,۰)

ان��ق��ب��اض��ی ت��اب��ع از م��ث��ال��ی ای��ن ی��د. ب��گ��ی��ر ن��ظ��ر در f(x) = ۱
۳x ض��اب��ط��هٔ ب��ا را f : P → P ت��اب��ع ح��ال

f �ب��ات، اث� ب��ه ت��وج��ه �ا ب� اس��ت. (E,P ) �ت��ری��ک م� ف��ض��ای در �ی��رن��رم��ال غ� ت��وپ��ر م��خ��روط روی �ان��اخ ب� ن��وع

ن��م��ی�ت��وان��ن��د [۱۱] از اث��ب��ات روش�ه��ای و ب��ان��اخ ق��ض��ی��ه ام��ا اس��ت، P در ی��ک��ت��ا ث��اب��ت ن��ق��ط��هٔ ی��ک دارای

اس��ت. غ��ی��رن��رم��ال م��خ��روط چ��ون ش��ون��د، گ��رف��ت��ه ب��ک��ار



۲ ف��ص��ل

ف��ض��اه��ای ت��وپ��ول��وژی��ک��ی خ��واص ب��ر م��روری

م��خ��روط��ی ی��ک م��ت��ر

ت��وپ��ول��وژی��ک��ی خ��واص ب��رخ��ی ۱.۲

ان��واع ف��ص��ل ای��ن در اس��ت. ی��ک �ر �راب� ب� �ا �ه� آن� �رم��ال ن� �اب��ت ث� و �ن��د �ال� �رم� ن� �ا �ن� آش� م��خ��روط�ه��ای از �ی��اری �س� ب�

�ال �رم� ن� �اب��ت ث� �ا ب� �ای��ی م��خ��روط�ه� k > ۱ ه��ر ب��رای �ه ک� �ی��م م��ی�ده� �ان �ش� ن� �م. �ی� �ن� م��ی�ک� �ی��ن �ع� م� را �ا م��خ��روط�ه�

دارن��د. وج��ود M > k

دارد. وج��ود M > k ث��اب��ت ب��ا ن��رم��ال م��خ��روط ی��ک ،k > ۱ ه��ر ب��رای .۱.۱.۲ گ��زاره

ح��ق��ی��ق��ی ب��رداری ف��ض��ای ب��اش��د. ش��ده داده k > ۱ ک��ن��ی��د ف��رض اث��ب��ات.

E = {ax+ b|a, b ∈ R; x ∈ [۱− ۱
k
,۱]}

۱۴


