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چکیده

است. واریانس تحلیل آزمایشات، طراحی از حاصل داده�های تحلیل در اساسی ابزارهای از یکی

کلاسیک، روش در است. مستقل جامعه چند میانگین مقایسه هدف یک�طرفه، واریانس تحلیل در

پارامتر یک با F توزیع دارای مقابل فرض تحت و مرکزی F توزیع دارای استفاده، مورد آزمون آماره

چند فرضیه�ای که میانگین�ها تساوی فرض آزمون مسأله ابتدا پایان�نامه این در است. نامرکزی

فرضیه�ای که آزمون آماره توزیع نامرکزی پارامتر بودن صفر فرض آزمون مسأله به است، پارامتری

و پارامترها برای پیشین توزیع گرفتن نظر در با سپس می�شود. تبدیل است، ساده�تر و پارامتری تک

رویکرد با آن به مربوط استنباط�های و یک�طرفه واریانس تحلیل به نامرکزی، پارامتر در آن انعکاس

می�شود. پرداخته بیز آمار
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پیشگفتار
آن طبق و کنند انتخاب باید را مدلی چه که سوال این با علمی مدرن شرکت�های از بسیاری امروزه

ارزیابی مختلف جنبه�های از را داده�ها اغلب داده�ها، گردآورنده یا آزمایشگر هستند. رو�به�رو نمایند عمل

آزمایش نتیجه روی اندازه�ها کدام بیابد. خود نظر مورد پیامدهای روی بر را متغیرها تأثیر تا می�کند

وجود متغیرها بین متقابلی اثرات آیا ندارند؟ چندانی اهمیت آنها از یک کدام دارند؟ بیشتری تأثیر

پزشکی مداخله یک تأثیر است قرار که می�شود فرض مثال عنوان به شود؟ گرفته نظر در باید که دارد

برای مداخله از بعد و قبل سلول، نوع دو هر تعداد منظور بدین شود. بررسی سلول نوع دو تعداد در

تعداد از مداخله از قبل شده ثبت تعداد سلول نوع دو هر برای سپس است. آمده دست به فرد N

(i = ١, ..., N) ،(yi١, yi٢) با سلول نوع دو برای حاصل نتایج است. گردیده کسر مداخله از بعد

دو نوع و یک نوع سلول تعداد در اختلاف�ها نشانگر ترتیب به yi٢ و yi١ که شود می داده نشان

داده�ها است، بیضوی شکل یک دارای (yi١, yi٢) توزیع یعنی اختلاف�ها تعداد توزیع که وقتی هستند.

زد: تقریب است شده داده زیر در که متغیره دو نرمال مدل یک از استفاده با می�توان را

 yi١

yi٢

 ∼ N


 µ١

µ٢

 ,
 σ٢١ σ١٢

σ١٢ σ٢٢




ماتریس شده داده نشان ٢ × ٢ ماتریس و اختلاف�ها تعداد میانگین�های µ = (µ١, µ٢)
′ که

به مسأله این برای پزشکی متخصص سه انتظارات می�شود. داده نشان Σ با که است خطا کوواریانس

متخصص ندارد. سلول�ها تعداد روی تأثیری هیچ مداخله که می�کند ادعا فرد اولین است. زیر صورت

معتقد متخصص سومین و است مثبت تأثیر دارای سلول�ها تعداد روی مداخله که می�دارد اظهار دوم

تعداد دقیق�تر عبارت به یا است داشته بیشتری تأثیر دوم نوع سلول�های تعداد در مداخله که است

سلول از بزرگتر دوم نوع سلول برای مداخله از قبل سلول�های تعداد منهای مداخله از بعد سلول�های

کرد: فرمول�بندی زیر صورت به می�توان را شده مطرح ادعاهای فوق مدل اساس بر است. یک نوع
M١ : µ١ = ٠, µ٢ = ٠

M٢ : µ١ > ٠, µ٢ > ٠

M٣ : µ٢ > µ١

١



مثال این است. شده گرفته نادیده نمادگذاری شدن ساده�تر برای اینجا در کوواریانس ماتریس ضمناً

دارد وجود راستا این در که مشکلاتی همچنین و مسائل در مدل انتخاب اهمیت نوعی به واقع در

نابرابری و برابری محدودیت�های شامل مدل�ها که است آن مسأله اولین می�سازد. نشان خاطر را

توسط شده اعلام اظهارات ریاضی ترجمه واقع در محدودیت�ها این هستند. مدل پارامترهای بین

حتی یا و باشند غیرآشیانه�ای یا آشیانه�ای می�توانند نظر مورد مدل�های طرفی از هستند. پژوهشگران

است نشده گرفته نظر در که M٠ مدل یک در مدل�ها همه و باشند آشیانه�ای حدودی تا است ممکن

مجموعه موارد برخی در طرفی از . M٠ : (µ١, µ٢)
′ ∈ R٢ فوق مثال در باشند. شده آشیانه

T دیگر عبارت به باشد، مدل دو از بیش شامل است ممکن M١, ...,MT بررسی تحت مدل�های

در بتواند که است ابزارهایی تأمین آمار علم اهداف از یکی واقع در باشد. دو از بزرگتر است ممکن

انتخاب سوال به پاسخ در طبیعی طور به نیز آماردانان باشد. محقق یاریگر سوالات این�گونه به پاسخ

رابطه در است. شده ارائه سوال این به پاسخ برای گوناگونی روش�های کنون تا و داشته�اند شرکت مدل،

روش�هایی دارند. بسزایی نقش بیزی آماردانان هم و کلاسیک آماردانان هم مدل، انتخاب مسأله با

جوی و جست روش�های ،(AIC) کائیک آ اطلاع معیار آشیانه�ای، مدل�های برای F آزمون�های مانند

و کسری ذاتی، (جزئی، بیز فاکتورهای متقابل، اعتبارسنجی پیش�رو، و پس�رو قدم، به قدم جامع،

شده شناخته و محبوب روش�های از برخی نام بیزی مدل متوسط و (BIC) بیز اطلاع اندازه پسین)،

برای الگوریتم�هایی قدم به قدم جوی و جست مانند روش�ها این از برخی است. مدل انتخاب برای

معیارهایی کائیک، آ اطلاع معیار مانند روش�ها از برخی و هستند مفید) (یا خوب مدل یک ساختن

چگونه آماردانان دارد، وجود روش انتخاب در که غنایی چنین با می�باشند. مدل کیفیت ارزیابی برای

اجرا به یا و شود درک علمی جامعه توسط نتواند که روشی دهند؟ انجام کاری چه که می�گیرند تصمیم

از حاصل نتایج و نباشد دشوار آن پیاده�سازی که است نیاز روشی به بنابراین نیست. پذیرفته درآید،

نهایی کاربران برای عددی صورت به شرح قابل و تفسیر قابل راحتی به علمی متخصصان توسط آن

مسائل از بسیاری بتواند تا است نیاز کلی کافی اندازه به و منسجم روشی به آماری دیدگاه از باشد.

در که مفاهیمی و تعاریف از برخی به اول فصل در ابتدا پایان�نامه، این در .[٢۵] دهد پوشش را

روش به خطی مدل برآورد دوم فصل در سپس می�شود. پرداخته بود خواهد ثمر مثمر آتی فصل�های

به یک�طرفه واریانس تحلیل مدل در بیزی استنباط نیز سوم فصل در می�شود. بیان بیزی و کلاسیک

٢



پایان�نامه کلی نتایج عددی مثال یک ارائه با چهارم فصل در نهایت در و شد خواهد مطرح تفصیل

می�باشد. [۴۶] مرجع نامه، پایان این اصلی مرجع می�شوند. داده نشان
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١ فصل

اولیه تعاریف و مفاهیم



مقدمه

خلاصه به�طور می�گیرند قرار استفاده مورد آتی فصل�های در که قضایا و تعاریف از برخی فصل این در

احتمال، از مفاهیمی ٣.١ بخش در ریاضی، آنالیز از مفاهیمی ٢.١ بخش در �است. شده یادآوری

بیزی) و (کلاسیک آماری استنباط از مفاهیمی ۵.١ بخش در و جبرخطی از مفاهیمی ۴.١ بخش در

می�شوند. یادآوری

ریاضی آنالیز از مفاهیمی ١.١

[۵۵] به جزئیات برای و شود می پرداخته ریاضی آنالیز از قضایایی و تعاریف بیان به بخش این در

شود. می داده ارجاع

D و نقاط از ناتهی مجموعه یک S که (S,D) زوج از عبارتست متریک فضای .١.١.١ تعریف

است: زیر ویژگی�های با [٠,∞) به S × S از متریک یا فاصله تابع یک

،p = q اگر فقط و اگر D(p, q) = ٠ الف)

،p ̸= q اگر D(p, q) > ٠ ب)

،p, q ∈ S هر ازای به D(p, q) = D(q, p) ج)

.D(p, r) ≤ D(p, q) +D(q, r) ؛ p, q, r ∈ S هر ازای به د)

باشد داشته را ویژگی چهار هر اگر می�نامند. فاصله یک را آن باشد، نداشته را ۴ ویژگی D تابع اگر

می��گویند. متریک یا متر یک آن به

مجموعه r > ٠ ازای به ،p ∈ S و باشد متریک فضای یک (S,D) اگر .٢.١.١ تعریف

می�نامند. p از همسایگی یک یا r شعاع و p مرکز به باز گوی یک را Br(p) = {x|D(x, p) < r}

۶



شود. می نامیده A بستار Ā = A ∪ At مجموعه�ی .٣.١.١ تعریف

باشد بسته Ac اگر گویند باز را مجموعه .A = Ā اگر گویند بسته را A مجموعه .۴.١.١ تعریف

بگیرد. قرار A در Br(p) بطوری�که r > ٠ باشد داشته وجود p ∈ A هر برای اگر معادل بطور یا

تابع زیر، همگرای مطلقاً نامتناهی توانی سری کومر) همشار هندسی فوق (تابع .۵.١.١ تعریف

دارد. نام کومر همشار هندسی فوق

M(a, b, z) =
∞∑
j=0

(a)j
(b)j

zj

j!

می�شود: تعریف زیر صورت به |z| < ١ برای گاوس هندسی فوق سری .۶.١.١ تعریف

F (a, b; c; z) =
∞∑
i=١

(a)n(b)n
cn

zn

n!

می�گردد: تعریف زیر صورت به که است پوش�هامر تابع نماد (q)n و مثبت c آن در که

(q)n =


١ n = ٠ اگر

q(q + ١)...(q + n− ١) n > ٠

بزرگ O و کوچک o نمادهای از استفاده تابع، دو یا دنباله دو مقایسه�ی برای استاندارد روش یک

.[۵٧] می�شود اشاره آن به زیر در که است

آن�گاه باشند، مختلف دنباله�ی دو {an} و {xn} اگر بزرگ) O (نماد .٧.١.١ تعریف

xn = O(an),

قسمی�که، به باشد داشته وجود n٠ و C ثابت اعداد اگر �

|xn| ≤ C|an|,

.n ≥ n٠ که وقتی �

٧



آن�گاه باشند، مختلف دنباله�ی دو {an} و {xn} اگر کوچک) o (نماد .٨.١.١ تعریف

xn = o(an),

اگر �

lim
n→∞

xn
an

= ٠.

�
است: برقرار زیر نتایج g و f تابع دو برای

.O(f(x) + g(x)) = O(f(x)) +O(g(x)) (١

.O(f(x)g(x)) = O(f(x))O(g(x)) (٢

.o(f(x)g(x)) = o(f(x))o(g(x)) (٣

آن�گاه: ،(lim
x→a

f(x)

g(x)
= ١ (یعنی باشند هم�ارز x→ a که زمانی g(x) و f(x) اگر (۴

f(x) = g(x) + o(g(x)), x→ a.

احتمال از مفاهیمی ٢.١

پیوسته µ ∈ Rp نقطه در که باشد شده تعریف صورتی به (k ≤ p) g : Rp −→ Rk اگر دلتا) (روش

که باشد pبعدی بردارهای از دنباله�ای Xn و �باشد

√
n (Xn − µ)

d−→ Np (٠,Σ) ,

این�صورت در �

√
n (g(Xn)− g(µ))

d−→ Nk

(
٠,∇g(µ)Σ (∇g(µ))t

)
,

است. g تابع گرادیان بردار ∇g آن در که �

٨



صورت به (µ,Σ) پارامترهای با متغیره p نرمال توزیع دارای X تصادفی متغیر .١.٢.١ تعریف

است: زیر صورت به آن چگالی تابع و شود می داده نشان X ∼N p(µ,Σ)

fX(x) =
١√

(٢π)p|Σ|
exp(−١

٢(x− µ)T |Σ|−١(x− µ))

�

صورت به (Σ,µ, ν) پارامترهای با متغیره p ،t توزیع دارای X تصادفی متغیر .٢.٢.١ تعریف

است: زیر صورت به آن چگالی تابع و شود می داده نشان X ∼ tp(Σ,µ, ν)

fX(x١, . . . , xp) =
Γ[(ν + p)/٢]

Γ(ν/٢)νp/٢πp/٢|Σ|١]١/٢+ ١
ν
(x− µ)TΣ−١(x− µ)](ν+p)/٢

�
بعدی p بردار از تایی n تصادفی نمونه�ی یک X١, X٢, . . . , Xn اگر متغیره) چند مرکزی حد (قضیه�ی

این�صورت در باشد، Σ کواریانس ماتریس و µ میانگین بردار با X

√
n
(
Xn − µ

) d−→ Np (٠,Σ) ,

آن در که �

Xn =

(
1

n

n∑
j=1

X1j, . . . ,
1

n

n∑
j=1

Xpj

)t

است. نمونه�ای میانگین بردار

خطی جبر از مفاهیمی ٣.١

برای می�شوند. بیان جبرخطی از ماتریس و مشتق مانند نیاز مورد مفاهیم از برخی بخش این در

کرد. اشاره [۵۶] به می�توان تر بیش جزئیات

سطرهای که است ماتریسی و شود می داده نشان At نماد با A ماتریس ترانهاده .١.٣.١ تعریف

گاه آن ،An×m = [aij] اگر بنابراین هستند، A سطرهای آن ستون�های و A ستون�های آن

Atm×n = [aji].
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می��گویند. مربعی را ماتریس باشد، n = m هرگاه

ماتریس یک باشد صفر آن اصلی قطر از خارج درایه�های کلیه که مربعی ماتریس .٢.٣.١ تعریف

شود. می داده نشان diag(a١١, . . . , ann) نماد با و می�شود نامیده قطری

.A = At هرگاه �گویند متقارن را مربعی ماتریس .٣.٣.١ تعریف

ماتریس رتبه را A ستونی یا سطری فضای بعد باشد، m×nماتریس یک A اگر .۴.٣.١ تعریف

دهند. می نشان rank(A) با و نامیده A

دارای A ناویژه ماتریس یک گویند. ناویژه را کامل رتبه با مربعی ماتریس یک .۵.٣.١ تعریف

صدق AA−١ = A−١A = I شرط در و می�شود داده نشان A−١ با که است فرد به منحصر معکوس

می�کند.

،U = ٠ از غیر ،Un×١ ممکن مقادیر تمام ازای به An×n متقارن ماتریس برای اگر .۶.٣.١ تعریف

گویند. مثبت معین ماتریس را A و مثبت معین را U tAU دوم درجه صورت باشد، U tAU > ٠

گویند. مثبت معین نیمه را A و U tAU گاه آن ،U tAU ≥ ٠ اگر همچنین

ابعاد با ناویژه B و A اگر همچنین است. ناویژه نیز At گاه آن باشد ناویژه A اگر .٧.٣.١ تعریف

است. ناویژه نیز AB آن�گاه باشند، یکسان

AB ماتریس رتبه آنگاه باشد، q رتبه با q× sماتریس یک B و p رتبه با p× q ماتریس یک A اگر

کامل تجزیه یک A این�صورت در باشد، r رتبه از m × n ماتریس یک A اگر .p با است برابر

رتبه از دو هر r× n و m× r ماتریس�هایی ترتیب به G و F آن در که دارد A = FG چون رتبه�ای

[۴] هستند. r

١٠



ماتریس به نسبت مقدار حقیقی تابع مشتق ١.٣.١

آن عمومی درایه که است n × p ماتریسی ،Vn×p = (Vij) ماتریس به نسبت f(V ) تابع مشتق

یعنی است. ∂f(V )
∂Vij

∂f(V )

∂V
=

(
∂f(V )

∂Vij

)
.

آن�گاه U = (U١, U٢, . . . , Up)
t اگر فوق تعریف اساس بر

∂f(U)

∂U t
=

(
∂f(U)

∂U١
, . . . ,

∂f(U)

∂Up

)
,

به نسبت مقدار حقیقی تابع مشتق مهم خواص است. p× ١ بردار ∂f(U)
∂U

ولی است ١× p برداری

است: زیر شرح به ماتریس

،|V | ̸= ٠ و باشد نامتقارن Vp×p اگر .١

∂

∂V
|V | = |V |

(
V −١

)t
.

باشد، متقارن Vp×p اگر .٢

∂

∂V
|V | = ٢|V |V −١ − diag

(
|V |V −١

)
.

،Vp×p مربع ماتریس برای .٣

∂

∂V
|V |α = α|V |α−١ d

dV
|V |.

،V ماتریس و g و f مقدار حقیقی توابع برای .۴

∂

∂V
[f(V )g(V )] = f(V )

∂g(V )

∂V
+ g(V )

∂f(V )

∂V
.

،Ap×p ماتریس و Up×١ بردار برای .۵

∂

∂U
(U tAU) = ٢AU.

١١



،ap×١ و Up×١ بردارهای برای .۶

∂

∂U
(atU) = a.

نمود. اشاره می�توان [۵۶] به اثبات�ها و بیشتر ملاحظات برای

بردار به نسبت بردار مشتق ٢.٣.١

،V = (V١, V٢, . . . , Vp)
t ستونی بردار به نسبت U t = (U١, U٢, . . . , Un) سطری بردار مشتق

دیگر عبارت به است.
(
∂Uj

∂Vi

)
i=١,...,p
j=١,...,n

آن jام ستون و iام سطر درایه که است p× n ماتریسی

∂U t

∂V
=

(
∂Uj
∂Vi

)
=


∂U١
∂V١

. . . ∂Un

∂V١

... ...
∂U١
∂Vp

. . . ∂Un

∂Vp

 =

(
∂U١
∂V

. . .
∂Un
∂V

)
.

است. ∂Ut

∂V
ماتریس jام ستون ∂Uj

∂V
که شود می� ملاحظه تعریف این با

نوشت: می�توان می�شود. تعریف مشابه طریق به نیز V ستونی بردار به نسبت U ستونی بردار مشتق

∂U t

∂V
=
∂U

∂V
=

(
∂Uj
∂Vi

)
.

است. ∂Uj

∂Vi
عمومی درایه با p×n ماتریسی ،V به نسبت U t همچون ،V به نسبت U مشتق بنابراین

ماتریس تبدیل�های ژاکوبی ٣.٣.١

مجزای درایه�های و باشند V ماتریس مجزای درایه�های با برابر U ماتریس مجزای درایه�های تعداد اگر

تبدیل ژاکوبی آن�گاه شوند، داده نشان V١, . . . , Vp با V مجزای درایه�های و U١, . . . , Up با را U

می�دهند، نشان j(U → V ) نماد با و می�نامند V به U تبدیل ژاکوبی �را آن که V = g(U )
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