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مقدّمه
کرد: مطرح زیر صورت به را تابعی معادلات پایداري مسئله 1940 سال در بار اولین اولام1
« نزدیککرد جمعی تابع یک به را جمعی تقریباً تابع یک توان می شرایطی چه تحت »

قضیه آوکی3 1950 سال در رسید. اثبات به باناخ فضاهاي براي هایرز2 توسط اولام مسئله بعد یکسال
قضیه کلی حالت 1978 سال در راسیاس4 دمیستوکلیس و داد تعمیم جمعی تقریباً توابع براي را هایرز
جایگزینی با راسیاس جان علاوه به معروفشد. هایرز-اولام-راسیاس پایداري به که کرد بیان را هایرز
مفهوم هایرز-اولام-راسیاسبه پایداري در ε(∥x∥p+∥y∥p) کنترل تابع جاي به ε(∥x∥p∥y∥p) کنترل تابع
به او و داد تعمیم را نتایج این گاورتا5 بعدها و کرد پیدا دست اولام-گاورتا-راسیاس پایداري جدید

کرد. جایگزین را ϕ(x, y) کنترل تابع هایرز-اولام-راسیاس کلی قضیه در کنترل تابع جاي
یکی شد. داده انجام متعددي توسطریاضیدانان معادلاتتابعی پایداري زمینه در کتبفراوانی مقالاتو
باشد می فیبوناچی معادلات است، شده مطرح تابعی معادلات پایداري زمینه در که تابعی معادلات از
توسط متعددي معادلات کار ادامه در است. شده بررسی 2009 سال در جونگ6 توسط بار اولین که
تحقیق موضوع این روي زیادي محققان نیز اکنون هم و اند شده مطرح دیگران و بردزك7 و جونگ

کنند. می
کرد ارایه را f(x) = f(x − ۱) + f(x − ۲) فیبوناچی تابعی معادله براي عمومی حل نخست جونگ

1Ulam
2Hyers
3Aoki
4Rassias
5Gavruta
6Jung
7Brdzek

پ



حقیقی باناخ یکفضاي X که f : R → X توابع از اي مجموعه در آنرا هایرز-اولام پایداري سپس و
پردازیم. می آن به اول فصل در که است کرده ثابت است

فضاي روي را دوم درجه تقریباً نگاشت و ینسن تقریباً نگاشت جمعی، تقریباً نگاشت اسحاقی دکتر
دهبم. می قرار مطالعه مورد را آن دوم فصل در ما که است کرده بررسی 2-باناخ

را ناارشمیدسی باناخ 2-جبرهاي روي اي حلقه هاي همریختی از هایرز-اولام پایداري سوم فصل در
کنیم. می بیان

پایداري اثبات و f(x) = f(x−۱)+f(x−۵)فیبوناچی شبه تابعی معادله بررسیحل به چهارم فصل در
خواهیم است ناارشمیدسی 2-نرم حقیقی فضاي یک X و تابع یک f : R → X که آن هایرز-اولام

پرداخت.
را ناارشمیدسی 2-باناخ فضاي روي دوم درجه تقریبی همریختی از هایرز-اولام پایداري پنجم فصل در

کنیم. می ثابت

مولف توسط و باشند می جدید پنجم و چهارم سوم، هاي فصل در موجود اصلی قضایاي و نتایج تمام
اند. شده اثبات

ت



1 فصل

تابعی معادله هایرز-اولام پایداري
فیبوناچی
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f(x) = f(x− ۱) + f(x− ۲) فیبوناچی تابعی معادله حل به [46] مقاله جونگدر 2009 سال در
باناخ یکفضاي X که f : R → X توابع از اي مجموعه در آنرا هایرز-اولام پایداري و است پرداخته

پردازیم. می آن به فصل این در که است کرده ثابت است حقیقی
مطرح زیر صورت به را تابعی معادلات پایداري مسئله بار نخستین براي [47] در اولام ،1940 سال در

کرد:
δ(ε) > ۰ آیا باشد. ε > ۰ و d(., .) متر با متریک یکگروه (G۲, ⋆, d) یکگروه، (G۱, ∗) فرضکنیم

رابطه در h : G۱ → G۲ نگاشت وقتی x, y ∈ G۱ هر ازاي به که طوري به است موجود

d
(
h(x ∗ y), h(x) ⋆ h(y)

)
< δ,

،x ∈ G۱ هر براي که طوري به است موجود H : G۱ → G۲ همریختی گاه آن کند، می صدق
,d(h(x)؟ H(x)

)
< ε

قضیه در را f : D۱ → D۲ جمعی تقریباً هاي نگاشت اولام مسئله به پاسخ در [9] در هایرز بعد یکسال
کرد: ارائه زیر صورت به اي

زیر نامساوي در x, y ∈ D۱ هر ازاي به f و باناخ فضاهاي D۲ و D۱ اگر

∥∥f(x+ y)− f(x)− f(y)
∥∥ ≤ ε,

حد گاه آن کند، صدق
T (x) = lim

n→∞

f(۲nx)

۲n

به دارد وجود T : D۱ → D۲ مانند فردي به منحصر جمعی نگاشت و است موجود x ∈ D۱ هر ازاي به
،x ∈ D۱ هر براي که طوري

∥f(x)− T (x)∥ ≤ ε.

،1978 سال در و داد تعمیم جمعی تقریباً توابع براي را هایرز قضیه [48] در آوکی ،1950 سال در
کرد: بیان زیر صورت به را هایرز قضیه کلی حالت [51] در راسیاس دمیستوکلیس
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در x, y ∈ X هر براي و باشد Y باناخ فضاي به X نرمدار فضاي از تابع یک f : X → Y فرضکنیم

∥∥f(x+ y)− f(x)− f(y)
∥∥ ≤ ε(∥x∥p + ∥y∥p)

حد x ∈ X هر براي صورت این در هستند. ثابتی اعداد ۰ ≤ p < ۱ و ε > ۰ آن در که کند صدق
در x ∈ X هر براي که باشد می بفرد منحصر جمعی یکتابع T و دارد وجود T (x) = limn→∞

f(۲nx)
۲n

∥f(x)− T (x)∥ ≤ kε∥x∥p

بعلاوه، پایداريهایرز-اولام-راسیاسمعروفاست. به جدید مفهوم این که .k = ۲
۲−۲p و صدقمیکند

ε(∥x∥p + یعنی هایرز-اولام-راسیاس پایداري در کنترل تابع جاي به [18 ،16 ،17] در راسیاس جان
شد. معروف اولام-گاورتا-راسیاس پایداري به که نمود جایگزین را ε(∥x∥p∥y∥p) کنترل تابع ،∥y∥p)
تابع هایرز-اولام-راسیاس کلی قضیه در کنترل تابع جاي به او داد تعمیم را نتایج این [33] در گاورتا

کرد. جایگزین را ϕ(x, y) کنترل
تابعی معادله

f(x+ y) + f(x− y) = ۲f(x) + ۲f(y), (1.1)

تابعی معادله را شکل این به معادله هر که ،[35 ،14] شود می داده ارتباط متقارن دو-جمعی یکتابع به
دوم درجه تابع یک ،(1.1) ي رابطه دوم درجه معادله از حل هر به خصوص به نامیم. می دوم درجه
براي [12] در اسکوف1 توسط دوم درجه تابعی معادله براي هایرز-اولام پایداري مساله شود. می گفته
است. باناخ D۲یکفضاي و نرمدار D۱یکفضاي آن در که اثباتشد f : D۱ → D۲ دوم درجه تابع
منحصر و متقارن دو-جمعی یکتابع فقطاگر و استاگر دوم درجه برداريحقیقی، فضاهاي بین f تابع
در B دو-جمعی تابع .f(x) = B(x, x) ،x ∈ X هر ازاي به که طوري به باشد داشته وجود B فرد به

کند صدق زیر ضابطه
1Skof
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B(x, y) =
۱

۴
[f(x+ y)− f(x− y)].

شود. می ثابت نیز باشد آبلی گروه یک D۱ که زمانی اسکوف، قضیه که داد نشان [36] در چولوا2

است. ثابتکرده را دوم درجه نوع از هایرز-اولام-راسیاس تابعی معادلات پایداري [40] در چرویک3
که خطی 2-نرم فضاي ي نظریه است. داده تعمیم را بالا در شده ذکر نتایج [2] در گرابیس4 علاوه به
2-باناخ فضاهاي که حالی در شد، داده توسعه [41 ،42] در گهلر5 توسط 1960 سال اواسط در بار اولین

است. گرفته قرار مطالعه مورد [4 ،5 ،43] در وایت6 و گهلر توسط بعداً
دهیم می قرار همچنین دهیم. می نمایش Fn با را فیبوناچی عدد امین n ،n ∈ N هر براي فصل، این در
تعریف را زیر تابعی معادله است، برقرار n ≥ ۲ هر براي Fn = Fn−۱ + Fn−۲ که آنجایی از .F۰ := ۰

کنیم می

f(x) = f(x− ۱) + f(x− ۲), (2.1)

f : R → X و بوده حقیقی برداري Xیکفضاي فرضکنیم شود. می نامیده فیبوناچی تابعی معادله که
ریشه نامیم. می فیبوناچی تابع یک را f صورت این در کند، صدق (2.1) ي رابطه در که باشد تابعی
می نمایش زیر صورت به β و α با ترتیب به را x۲ − x − ۱ = ۰ دوم درجه معادله منفی و مثبت هاي

دهیم

α = ۱+
√

۵
۲ و β = ۱−

√
۵

۲ .

است. x صحیح جزء همان [x] از ما منظور ،x ∈ R هر براي
2Cholewa
3Czerwik
4Grabiec
5Gahler
6White
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فیبوناچی معادله عمومی جواب 1.1

فیبوناچی تابعی معادله جوابعمومی و باشد حقیقی برداري Xیکفضاي کنیم بخشفرضمی این در
کنیم. می بررسی را

تابع اگر فقط و اگر است فیبوناچی تابع یک f : R → X تابع [46] .1.1.1 قضیه
که طوري به باشد داشته وجود g : [−۱,۱) → X

f(x) =


F[x]+۱g(x− [x]) + F[x]g(x− [x]− ۱) (x ≥ ۰),

(−۱)[x][F−[x]−۱g(x− [x])− F−[x]g(x− [x]− ۱)] (x < ۰).

(3.1)

شود می نتیجه x ∈ R هر براي (2.1) ي رابطه از پس ،αβ = −۱ و α + β = ۱ که آنجایی از اثبات.
که

f(x)− αf(x− ۱) = β[f(x− ۱)− αf(x− ۲)],

f(x)− βf(x− ۱) = α[f(x− ۱)− βf(x− ۲)].
(4.1)

داریم n ∈ {۰,۱,۲, ...} و x ∈ R هر براي ریاضی، استقراي از استفاده با


f(x)− αf(x− ۱) = βn[f(x− n)− αf(x− n− ۱)],

f(x)− βf(x− ۱) = αn[f(x− n)− βf(x− n− ۱)].
(5.1)

(به کنیم تقسیم βn بر را تساوي حاصل و دهیم قرار (5.1) ي رابطه اول تساوي در xجاي به را x+n اگر
دهیم، قرار n جاي به را −m آمده بدست نتیجه در اگر همچنین و ( دوم تساوي براي αn ترتیب همین
.m ∈ {۰,−۱,−۲, ...} که بدستمیآوریم را ي(5.1) رابطه اول جايmتساوي به nدادن قرار با آنگاه
ي رابطه از دوم و اول هاي تساوي است. برقرار (5.1) ي رابطه تساوي n ∈ Z و x ∈ R هر براي بنابراین
کم دوم تساوي از را اول تساوي از امده بدست نتیجه اگر کنیم. می ضرب α و β در ترتیب به را (5.1)
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داریم n ∈ Z و x ∈ R هر براي آنگاه کنیم،

f(x) =
αn+۱ − βn+۱

α− β
f(x− n) +

αn − βn

α− β
f(x− n− ۱). (6.1)

قضیه [49] بینتس( فرمول از استفاده با آنگاه ،n = [x] دهیم قرار (6.1) ي رابطه در اگر ،x ≥ ۰ هر براي
که گیریم می نتیجه (5.6

f(x) = F[x]+۱f(x− [x]) + F[x]f(x− [x]− ۱).

با ،αβ = −۱ که جایی آن از . n = [x] = −|[x]| دهیم می قرار (6.1) ي رابطه در آنگاه ،x < ۰ اگر
داریم، بینتس فرمول از استفاده

f(x) =
α−|[x]|+۱ − β−|[x]|+۱

α− β
f(x−[x])+

α−|[x]| − β−|[x]|

α− β
f(x−[x]−۱)

=
−۱

(αβ)|[x]|−۱

α|[x]|−۱ − β|[x]|−۱

α− β
f(x−[x])+

−۱

(αβ)|[x]|
α|[x]| − β|[x]|

α− β
f(x−[x]−۱)

= (−۱)[x]F|[x]|−۱f(x−[x])+(−۱)[x]+۱F|[x]|f(x−[x]−۱)

= (−۱)[x][F−[x]−۱f(x− [x]) +F−[x]f(x− [x]−۱)].

صورت به را g : [−۱,۱) → X تابع اگر ،−۱ ≤ x− [x]− ۱ < ۰ و ۰ ≤ x− [x] < ۱ که جایی آن از
فرض اکنون کند. می صدق (3.1) ي رابطه در f که ببینیم توانیم می آنگاه تعریفکنیم، g := f |[−۱,۱)

ابتدا است. فیبوناچی یکتابع f که دهیم می نشان صورت این در کند صدق (3.1) ي رابطه در f کنیم
،(x− ۱)− [x− ۱] = x− [x] و x > x− ۱ > x− ۲ ≥ ۰ که جایی آن از .x ≥ ۲ که کنیم فرضمی

که گیریم می نتیجه (3.1) ي رابطه از پس
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f(x) = F[x]+۱g(x− [x]) + F[x]g(x− [x]− ۱),

f(x− ۱) = F[x]g(x− [x]) + F[x]−۱g(x− [x]− ۱),

f(x− ۲) = F[x]−۱g(x− [x]) + F[x]−۲g(x− [x]− ۱).

داریم بنابراین

f(x−۱)+f(x−۲) = (F[x]+F[x]−۱)g(x−[x])+(F[x]−۱+F[x]−۲)g(x−[x]−۱)

= F[x]+۱g(x− [x])+F[x]g(x− [x]−۱) = f(x).

از .− ۱ ≤ x− ۲ < ۰ و ۰ ≤ x− ۱ < ۱ داریم حالت این در ٫ ۱ ≤ x < ۲ که کنیم فرضمی حال
که گیریم می نتیجه (3.1) ي رابطه از اینصورت در ،[x−۲] = −۱ و [x−۱] = ۰ ،[x] = ۱ که آنجایی


f(x) = F۲g(x− [x]) + F۱g(x− [x]− ۱),

f(x− ۱) = F۱g(x− [x]) + F۰g(x− [x]− ۱),

f(x− ۲) = −[F۰g(x− [x])− F۱g(x− [x]− ۱)].

داریم آنگاه ،F۱ = F۲ = ۱ و F۰ = ۰ چون طرفی از

f(x−۱)+f(x−۲) = F۲g(x−[x])+F۱g(x−[x]−۱) = f(x).

،[x] = ۰ چون حالت این در . − ۲ ≤ x − ۲ < −۱ و −۱ ≤ x − ۱ < ۰ آنگاه باشد، ۰ ≤ x < ۱ اگر
که گیریم می نتیجه (3.1) ي رابطه از آنگاه ،[x− ۲] = −۲ و [x− ۱] = −۱
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f(x) = F۱g(x− [x]),

f(x− ۱) = F۱g(x− [x]− ۱),

f(x− ۲) = F۱g(x− [x])− F۲g(x− [x]− ۱).

بنابراین

f(x− ۱) + f(x− ۲) = F۱g(x− [x]) = f(x).

داریم (3.1) ي رابطه به توجه با .x < ۰ که کنیم فرضمی پایان در
f(x) = (−۱)[x][F−[x]−۱g(x− [x])− F−[x]g(x− [x]− ۱)],

f(x− ۱) = (−۱)[x]−۱[F−[x]g(x− [x])− F−[x]+۱g(x− [x]− ۱)],

f(x− ۲) = (−۱)[x]−۲[F−[x]+۱g(x− [x])− F−[x]+۲g(x− [x]− ۱)].

شود می نتیجه زیر تساوي بنابراین

f(x−۱)+f(x−۲) = (−۱)[x][(F−[x]+۱−F−[x])g(x−[x])−(F−[x]+۲−F−[x]+۱)g(x−[x]−۱)]

= (−۱)[x][F−[x]−۱g(x−[x])−F−[x]g(x−[x]−۱)] = f(x),

� است. تمام اثبات و

فیبوناچی معادله هایرز-اولام پایداري 2.1

x۲ − x − ۱ = ۰ دوم درجه معادله منفی ریشه β و مثبت ریشه α شد بیان قبل بخش در که طور همان
پردازیم. می (2.1) فیبوناچی تابعی معادله هایرز-اولام پایداري اثبات به اکنون باشند. می

،ε > ۰ و x ∈ R هر براي اگر باشد. حقیقی باناخ فضاي یک (X, ∥.∥) کنیم فرض .1.2.1 قضیه
کند صدق زیر نامساوي در که باشد تابعی f : R → X

∥f(x)− f(x− ۱)− f(x− ۲)∥ ≤ ε, (7.1)
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که دارد وجود G : R → X فیبوناچی تابع x ∈ R هر براي آنگاه

∥f(x)−G(x)∥ ≤ (۱ +
۲√
۵
)ε. (8.1)

داریم x ∈ R هر براي (7.1) ي رابطه و (4.1) ي رابطه از اول معادله از استفاده با اثبات.

∥f(x)− αf(x− ۱)− β[f(x− ۱)− αf(x− ۲)]∥ ≤ ε.

داریم آنگاه دهیم، قرار x جاي به را x− k قبل نامساوي در اگر

∥f(x− k)− αf(x− k − ۱)− β[f(x− k − ۱)− αf(x− k − ۲)]∥ ≤ ε,

داریم k ∈ Z و x ∈ R هر براي بعلاوه و

∥βk[f(x− k)− αf(x− k − ۱)]− βk+۱[f(x− k − ۱)− αf(x− k − ۲)]∥

≤ |β|kε,
(9.1)

داریم n ∈ N و x ∈ R هر براي (9.1) ي رابطه از استفاده با

∥f(x)− αf(x− ۱)− βn[f(x− n)− αf(x− n− ۱)]∥

≤
n−۱∑
k=۰

∥βkf(x− k)− αf(x− k − ۱)− βk+۱[f(x− k − ۱)− αf(x− k − ۲)]∥

≤
n−۱∑
k=۰

|β|kε.

(10.1)
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یک {βn[f(x − n) − αf(x − n − ۱)]} که گیریم می نتیجه (9.1) ي رابطه از ،x ∈ R هر براي
تابع توانیم می پس است، کامل X که جایی آن از .(|β| < ۱ که این به توجه (با است کشی دنباله

کنیم تعریف زیر صورت به را G۱ : R → X

G۱(x) = limn→∞β
n[f(x− n)− αf(x− n− ۱)].

داریم x ∈ R هر براي ،G۱ تعریف از استفاده با

G۱(x−۱)+G۱(x−۲) = β−۱limn→∞β
n+۱[f(x−(n+۱))−αf(x−(n+۱)−۱)]

+β−۲limn→∞β
n+۲[f(x−(n+۲))−αf(x−(n+۲)−۱)] = β−۱G۱(x)+β

−۲G۱(x)

= G۱(x).

از x ∈ R هر براي آنگاه کند، میل نهایت بی سمت به n اگر است. فیبوناچی معادله یک G۱ بنابراین
که گیریم می نتیجه (10.1) ي رابطه

∥f(x)− αf(x− ۱)−G۱(x)∥ ≤ ۳ +
√

۵

۲
ε. (11.1)

داریم x ∈ R هر براي (7.1) ي رابطه و (4.1) ي رابطه دوم معادله از استفاده با طرفی از

∥f(x)− βf(x− ۱)− α[f(x− ۱)− βf(x− ۲)]∥ ≤ ε.

k ∈ Z و x ∈ R هر براي آنگاه ،x + k دهیم قرار ،x جاي به بالا نامساوي در اگر (9.1) ي رابطه مشابه
داریم


