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چکیده

همه اگر می�شود نامیده ماتریس −C مثبت، سطری درایه�های مجموع با حقیقی مربعی ماتریس یک

نامه، پایان این در باشند. کراندار متناظرش سطری میانگین توسط پایین از آن قطری غیر درایه�های

را ها ماتریس −C خانواده که ها، ماتریس −MC نام به نامنفرد، ماتریس�های از جدیدی خانواده ابتدا

ماتریس�ها، −MC از خانواده زیر یک ویژگی�های از استفاده با سپس می�شود. معرفی هستند، شامل

این ادامه در که می�دهیم ارائه حقیقی ماتریس�های حقیقی ویژه مقادیر برای جدیدی غیرشمول بازه�های

بازه یک همچنین می�روند. کار به تصادفی ماتریس�های یک غیر ویژه مقادیر موقعیت تعیین برای بازه�ها

و بالا کران�های انتها در می�شود. ارائه حقیقی ماتریس�های ویژه مقادیر حقیقی قسمت�های برای شمول

شرایطی و می�آیند دست به نامنفی، قطری غیر اعضای با حقیقی ماتریس�های ویژه مقادیر برای پایینی

از زیرمجموعه�هایی [٧] در آمده دست به حقیقی شمول بازه�های می�دهند نشان که می�شود ارائه کافی

هستند. کاسینی بیضی�های وسیله به شده تولید بازه�های
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١ فصل

اساسی مفاهیم و تعاریف

مقدمه ١.١

بعدی فصل�های در که می�پردازیم خطی جبر از اساسی مفاهیم و تعاریف برخی معرفی به فصل این در
آنها به مربوط قضایای و آنها مختلف خواص ماتریس�ها، انواع ابتدا در می�گیرند. قرار استفاده مورد
مربعی ماتریس یک ویژه بردار�های و ویژه مقادیر مورد در بحث به سوم بخش در می�کنیم. بیان را
ویژه مقادیر آن ریشه�های که مربعی، ماتریس یک مشخصه چندجمله�ای بخش این در می�پردازیم.
و می�کنیم بیان ویژه مقادیر با ارتباط در قضیه چند همچنین می�شود. معرفی هستند، مربوطه ماتریس

می�شود. ارایه گرشگورین قضیه از استفاده با ماتریس�ها ویژه مقادیر از تقریبی بخش انتهای در

آن مختلف انواع و ماتریس�ها ٢.١

باشیم داشته i ̸= j برای گاه هر می�شود گفته قطری A = (aij)1≤i,j≤n ماتریس .١.٢.١ تعریف
هرگاه می�شود گفته مثلثی بالا A می�شود. داده نشان A = diag(a11, a22, . . . , ann) با و aij = 0

می�شود. تعریف مشابه طور به مثلثی پایین ماتریس .aij = 0 ،i > j برای

زیر صورت به و می�شود داده نشان AT با A = (aij)1≤i≤m,1≤j≤n ماتریس ترانهاده .٢.٢.١ تعریف
می�شود: تعریف

(AT )ij = aji, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n.

٣



۴ اساسی مفاهیم و تعاریف .١ فصل

می�شود: تعریف زیر صورت وبه می�شود داده نشان A∗ با A مزدوج همچنین

(A∗)ij = �aji, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n.

.A∗ = AT آن�گاه باشد حقیقی درایه�های با ماتریسی A اگر است واضح

هرگاه می�شود نامیده یکانی و P TP = In هرگاه می�شود گفته متعامد Pn×n ماتریس .٣.٢.١ تعریف
است. n مرتبه از همانی ماتریس In آن در که P ∗P = In

هرگاه می�شود نامیده هرمیتی و AT = A هرگاه می�شود گفته متقارن A ماتریس .۴.٢.١ تعریف
.A∗ = A

از X غیرصفر بردار هر برای هرگاه گوییم مثبت معین را A حقیقی و متقارن ماتریس .۵.٢.١ تعریف
باشیم: داشته Rn

X tAX > 0.

از X بردار هر برای هرگاه گوییم ( مثبت معین نیمه یا ) نامنفی معین را A حقیقی و متقارن ماتریس
باشیم: داشته Rn

X tAX ≥ 0.

همگی آن ویژه مقادیر آن�گاه باشد نامنفی) (معین مثبت معین و متقارن ماتریسی A اگر .۶.٢.١ قضیه
هستند. (نامنفی) مثبت

لذا باشد. آن متناظر ویژه بردار یک X و A ماتریس دلخواه ویژه مقدار یک λ کنید فرض برهان.

AX = λX, X ̸= 0.

درنتیجه

XTAX = λXTX.

.λ > 0 می�بایست هستند، ( نامنفی ) مثبت XTAX و XTX = ∥X∥22 اینکه به توجه با

با و می�شود تعریف آن قطری عناصر مجموع A = (aij)1≤i,j≤n مربعی ماتریس اثر .٧.٢.١ تعریف

می�شود. داده نشان tr(A) =
n∑

i=1

aii



۵ اساسی مفاهیم و تعاریف .١ فصل

دو یا سطر دو جای تعویض با هرگاه می�شود نامیده n مرتبه از مقدماتی A ماتریس .٨.٢.١ تعریف
باشد. آمده دست به In در ستون

ماتریس�های از �ضربی حاصل P هرگاه می�شود گفته جایگشت ماتریس یک P ماتریس .٩.٢.١ تعریف
باشد. مقدماتی

باشیم، داشته i هر ازای به هرگاه گویند سطری اکید غالب قطر را A ماتریس .١٠.٢.١ تعریف
n∑

j=1

|aij| < |aii| , j ̸= i,

باشیم، داشته j هر ازای به هرگاه گویند ستونی اکید غالب قطر را آن و
n∑

i=1

|aij| < |ajj| , j ̸= i.

گویند. اکید غالب قطر را آن باشد ستونی و سطری اکید غالب قطر A اگر

است. نامنفرد A باشد اکید غالب قطر A اگر .١١.٢.١ قضیه

بنابراین خلف). (فرض |A| = 0 باشیم داشته و باشد سطری اکید غالب قطر A کنید فرض برهان.
صورت این در |xk| = max

i
|xi| کنید فرض .AX = 0 که قسمی به دارد وجود X صفر مخالف بردار

∑داریم:
j ̸=k

akjxj = 0.

∑لذا
j ̸=k

akjxj = −akkxk.

نتیجه در

|akk||xk| = |
∑
j ̸=k

akjxj| ≤
∑
j ̸=k

|akj||xj|.

پس

|akk| ≤
∑
j ̸=k

|akj||
xj

xk

| ≤
∑
j ̸=k

|akj|,



۶ اساسی مفاهیم و تعاریف .١ فصل

قطر A اگر حال است. نامنفرد A بنابراین دارد. تناقض A بودن سطری اکید غالب قطر با که
|A| = |AT | چون است. نامنفرد و سطری اکید غالب قطر AT صورت این در باشد ستونی اکید غالب

است. نامنفرد نیز A پس

،i ̸= j هر بازای هرگاه می�نامند ١ دوگان غالب قطر را A ماتریس .١٢.٢.١ تعریف

|aii||ajj| ≥ (
∑
k ̸=i

|aik|)(
∑
k ̸=j

|ajk|).

باشد. برقرار اکید طور به رابطه گاه هر می�نامند ٢ دوگان اکید غالب قطر را آن و

افزایشی دنباله�های همه مجموعه 1 ≤ k ≤ n و k, n ∈ N آن در Qk,nکه کنید فرض .١٣.٢.١ تعریف
دنباله α′ ∈ Qn−k,n یعنی α مکمل ،α ∈ Qk,n اگر باشد. n مساوی یا کوچکتر طبیعی عدد k شامل
باشد. m× n حقیقی ماتریس یک A کنید فرض است. شده مرتب دوباره که است N\α از افزایشی
از آن سطرهای که A از k × l زیرماتریس ،β ∈ Ql,n و α ∈ Qk,m برای و k ≤ m و l ≤ n برای
زیرماتریس�های می�دهیم. نشان A[α|β] با را است شده� انتخاب β دنباله از آن ستون�های و α دنباله

می�شوند. تعریف A[α] = A[α|α] صورت به A اصلی
(j = 1, 2, . . . , n)ij آن در که است k مرتبه از A ماتریس اصلی زیرماتریس یک ذیل ماتریس
A ماتریس از ig ستون با متناظر ام if سطر درایه aif ,igو A ماتریس ام ij (ستون) سطر نشان�دهنده

است.

Ai1i2...ik =


ai1i1 ai1i2 . . . ai1ik
ai2i1 ai2i2 . . . ai2ik
... ... ...

aiki1 aiki2 . . . aikik

, {i1, . . . , in} ∈ α.

مینورهای ، A پیشرو زیرماتریس�های دترمینان می�شود. نامیده k مرتبه از A پیشرو A12...kزیرماتریس

. می�شوند نامیده A اصلی

گویند. P−ماتریس یک را مثبت اصلی مینور�های با ماتریس یک .١۴.٢.١ تعریف
١Doubly diagonally dominant
٢Doubly strictly diagonally dominant



٧ اساسی مفاهیم و تعاریف .١ فصل

نامثبت همگی آن غیرقطری درایه�های هرگاه گویند Z−ماتریس را A حقیقی ماتریس .١۵.٢.١ تعریف
.i ̸= j برای ،aij ≤ 0 یعنی باشند

قابل هرگاه می�شود نامیده تحویل�پذیر (n ≥ 2) A مربعی −n و نامنفی ماتریس .١۶.٢.١ تعریف
صورت به ماتریسی به ]تبدیل

B C

O D

]

گفته تحویل�ناپذیر A این�صورت غیر در هستند. A از مربعی ماتریس�های زیر D و B آن در که باشد
می�شود.

که باشد A از زیرماتریسی A[i1, i2, . . . , is | js+1, js+2, . . . jn] اگر که است واضح تعریف بنابه
A از jn و . . . ،js+2 ،js+1 ستون�های و is و . . . ،i2 ،i1 سطر�های تقاطع نقاط در آن درایه�های
از (i1, i2, . . . , is, js+1, js+2, . . . jn) جایگشت اگر وتنها اگر است تحویل�ناپذیر A آن�گاه دارند قرار

که، طوری به باشد داشته وجود (1, 2, . . . , n)

A[i1, i2, . . . , is | js+1, js+2, . . . jn] = 0

آن غیرقطری درایه�های همه یا باشد مثبت A اگر باشد. n × n ماتریسی A کنید فرض .١٧.٢.١ لم
است. Aتحویل�ناپذیر آن�گاه باشند غیرصفر

A غیرقطری درایه�های همان P TAP غیرقطری درایه�های ،P جایگشت ماتریس هر ازای به برهان.
صورت به ماتریسی نمی�تواند P TAP لذا است، کرده تغییر آنها جای احتمالا که تفاوت این با هستند

تحویل�ناپذیر A بنابراین هستند. A از مربعی زیرماتریس�هایی Q و M آن در که باشد
[
M N

O Q

]
است.

ویژه بردارهای و ویژه مقادیر ٣.١

بردار هرگاه می�شود نامیده A ویژه مقدار یک λ اسکالر باشد مربعی ماتریس A اگر .١.٣.١ تعریف
داده نشان σ(A) با A ویژه مقادیر مجموعه .AX = λX که طوری به باشد داشته وجود X ̸= 0

A ماتریس پرون ریشه مطلق قدر لحاظ از ویژه مقدار بزرگترین می�گویند. A طیف را آن و می�شود
می�شود. گفته



٨ اساسی مفاهیم و تعاریف .١ فصل

p(λ) = det(λIn −A) ،n درجه از تکین چندجمله�ای باشد n× n ماتریسی A اگر .٢.٣.١ تعریف
می�شود. نامیده A مشخصه معادله p(λ) = 0 معادله و A مشخصه چندجمله�ای

نامنفی و حقیقی ویژه مقدار یک A آنگاه باشد n × n و نامنفی ماتریس یک A اگر .٣.٣.١ قضیه
که طوری به دارد r مانند

r ≥ |λi|,

برای r با متناظر نامنفی ویژه بردار یک همچنین هستند. A ویژه مقادیر λn ، . . . ،λ2 ،λ1 آن در که
ویژه بردار آن، با متناظر نامنفی ویژه بردار هر و ( پرون ریشه ) ماکسیمال ویژه مقدار r دارد. وجود A

می�شود. نامیده A برای ماکسیمال
شود. رجوع [١٨] از ٢.۴.٢ قضیه به اثبات:

معادلند: زیر گزاره�های باشد n× n ماتریسی A اگر .۴.٣.١ قضیه

است. A ویژه مقدار یک λ (i)

.p(λ) = 0 (ii)

است. آن ویژه مقادیر حاصلضرب مربعی ماتریس هر دترمینان .۵.٣.١ قضیه

: داریم برهان.

p(λ) = det(λIn − A) = (λ− λ1) . . . (λ− λn),

داریم: λ = 0 ازای به هستند. A ویژه مقادیر λn و . . . ،λ1 که

p(0) = det(−A) = (−1)nλ1 . . . λn.

لذا ،det(−A) = (−1)n det(A) طرفی از

(−1)n det(A) = (−1)nλ1 . . . λn,

نتیجه در

det(A) = λ1 . . . λn.

هستند. حقیقی همگی آن ویژه مقادیر باشد متقارن و حقیقی A اگر .۶.٣.١ قضیه



٩ اساسی مفاهیم و تعاریف .١ فصل

لذا باشد. آن متناظر ویژه بردار X و A ماتریس دلخواه ویژه مقدار یک λ کنید فرض برهان.

AX = λX, X ̸= 0.

نتیجه در

XTAT = λ̄XT ,

داشت: خواهیم بنابراین و AT = A پس است متقارن A چون و

XTA = λ̄XT ⇒ XTAX = λ̄XTX,

XT (λX) = λ̄XTX ⇒ λXTX = λ̄XTX.

است. حقیقی λ نتیجه در و λ = λ̄ پس

λ با متناظر A ویژه فضای λIn − A پوچ فضای باشد A از ویژه�ای مقدار λ اگر .٧.٣.١ تعریف
همچنین می�شود. داده نشان ρλ با و می�شود نامیده فضا این بعد λ هندسی بستایی می�شود. نامیده
نشان α(λ) با و می�شود تعریف مشخصه چندجمله�ای ریشه عنوان به آن چندگانگی λ جبری بستایی

می�شود. داده

CB و BC صفر غیر ویژه مقادیر باشند، ماتریس دو C ∈ Rm×n و B ∈ Rm×n اگر .٨.٣.١ لم
هستند. یکسان

داریم: آن�گاه باشد BC ویژه مقدار λ ̸= 0 اگر برهان.

∃X ̸= 0, (BC)X = λX.

بنابراین

B(CX) = λX.

داریم: بالا رابطه طرفین در چپ سمت از C ضرب با

CB(CX) = λ(CX).

یک CX و λ ∈ σ(CB) بنابراین .CX ̸= 0 داریم بالا رابطه طبق و λX ̸= 0 پس X ̸= 0 چون
است. آن با متناظر ویژه بردار



١٠ اساسی مفاهیم و تعاریف .١ فصل

ماتریس ویژه مقدار α+ λ آن�گاه باشد، ثابت عدد یک α و باشد A ویژه مقدار λ ̸= 0 اگر .٩.٣.١ لم
است. αI + A

صورت این در باشد. آن نظیر ویژه بردار Xو A ویژه مقدار λ کنید فرض برهان.

AX = λX,X ̸= 0.

: داریم بالا رابطه طرفین به αX افزودن با

AX + αX = λX + αX,

: داریم X از فاکتورگیری با و

(A+ αI)X = (λ+ α)X.

است. X ویژه بردار نظیر A+ αI ماتریس ویژه مقدار λ+ α لذا

آن�گاه u, v ∈ Rn×n و باشد n× n ماتریس یک A اگر .١٠.٣.١ لم

det(A+ αuvT ) = det(A).(1 + αvTA−1u).

داریم: برهان.

det(A+ αuvT ) = det[A(I + αA−1uvT )].

می�دهد: نتیجه ٩.٣.١ لم از استفاده

det(A+ αuvT ) = [det(A)][det(I + αA−1uvT )] = [det(A)].
n∏

i=1

λi(I + αA−1uvT )

= [det(A)].
n∏

i=1

[1 + αλi(A
−1uvT )].

BC = A−1uvT ویژه مقادیر ، ٨.٣.١ و ٩.٣.١ لم�های از استفاده و C = vT و B = A−1uفرض با
مقدار تنها پس است (1 × 1 ماتریس ) عدد یک vTA−1u چون هستند. یکی CB = vTA−1u و

بنابراین: .(1 + αvTA−1u) یعنی است جمله یک فقط
∏n

i=1 لذا می�شود، خودش آن ویژه

det(A+ αuvT ) = det(A).
∏n

i=1(1 + αλi(v
TA−1u)) = [det(A)].(1 + αvTA−1u).



١١ اساسی مفاهیم و تعاریف .١ فصل

متفاوت آن�ها ویژه بردار�های کلی حالت در ولی هستند یکسان AT و A ویژه مقادیر .١١.٣.١ قضیه
می�باشند.

داریم: آن ترانهاده دترمینان با ماتریس یک دترمینان تساوی به توجه با برهان.

det(λI − A) = det(λI − A)T = det(λI − AT ).

یکسان آن�ها ویژه مقادیر نتیجه در و هستند یکسان مشخصه چندجمله�ای ATدارای Aو ماتریس�های لذا
ویژه بردار�های زیرا ندارد. وجود AT و A ماتریس�های ویژه بردار�های بین ارتباطی کلی حالت در است.
(λI −AT )X = 0 دستگاه جواب AT ویژه بردار�های و (λI −A)X = 0 دستگاه جواب A

ندارد. وجود فوق دستگاه دو جواب�های بین ارتباطی کلی حالت در و می�باشند

مقدار جبری بستایی آن�گاه باشد نامنفی و تحویل�ناپذیر n × n ماتریس یک A اگر .١٢.٣.١ قضیه
است. یک آن ماکسیمال ویژه

شود. رجوع [١٧] از ٣.۴.٢ قضیه به اثبات:

آن در که λ ∈
n∪

i=1

Ci آن�گاه باشد، A از ویژه�ای مقدار λ و A = (aik)1≤i,k≤n اگر .١٣.٣.١ قضیه

است.
n∑

j=1,j ̸=i

|aij| شعاع و aii مرکز به گوی Ci

و باشد λ نظیر ویژه بردار یک X ̸= 0 و A دلخواه ویژه مقدار یک λ که کنید فرض برهان.

∥X∥∞ = max
j

|xj| = |xi|.

داریم: i−ام مولفه برای ،AX = λX اینکه به توجه با
n∑

k=1

aikxk = λxi,

نتیجه در

λxi − aiixi =
∑
k ̸=i

aikxk,

بنابراین



١٢ اساسی مفاهیم و تعاریف .١ فصل

|λ− aii||xi| = |
∑
k ̸=i

aikxk| ≤
∑
k ̸=i

|aik||xk|,

لذا و

|λ− aii| ≤
∑
k ̸=i

|aik|
|xk|
|xi|

≤
∑
k ̸=i

|aik|.

.λ ∈
n∪

i=1

Ci نتیجه در و λ ∈ Ci پس

ناحیه i−امین یا ، A ماتریس i−ام سطر با متناظر گرشگورین قرص است آمده فوق قضیه در که Ci

طور به A با متناظر گرشگورین ستونی نواحی می�شود. گفته ،A ماتریس برای گرشگورین سطری
می�شود. تعریف مشابه



٢ فصل

ویژه مقادیر موقعیت تعیین از بیشینه�ای
حقیقی ماتریس�های

١٣



١۴ حقیقی ماتریس�های ویژه مقادیر موقعیت تعیین از بیشینه�ای .٢ فصل

مقدمه ١.٢

قرص�های است: شده گرفته نظر در ماتریس یک ویژه مقادیر برای مختلط صفحه در شمول ناحیه چندین
مجموعه�های و ١[۴] برالدی لمنیسکات مجموعه�های ،[١٠ ،٢] برائر کاسینی بیضی�های ،[٩] گرشگورین
شمول نواحی [١۶] در و شده�اند مقایسه هم با [١] در مجموعه�ها این اخیرا . [٧]٢ گرشگورین مینیمال
حقیقی، ماتریس یک ویژه مقادیر حقیقی قسمت�های کردن مشخص منظور به شده�اند. ارایه دیگری
شده�اند. ارایه [۶ ،۵] در ترتیب به برائر کاسینی بیضی�های و گرشگورین قرص�های با متفاوت روش�هایی
با حقیقی ماتریس�های از رده یک از استفاده هم، از متفاوت روش�های این ارایه در کلیدی ابزار یک

می�شوند. نامیده B−ماتریس�ها که است مثبت دترمینان
تعیین در آن کاربرد اولین و هستند مثبت دترمینان دارای ماتریس�ها این که است شده ثابت [١۴] در
این ویژگی�های [١٧ ،۵] در است. شده عنوان حقیقی ماتریس یک حقیقی ویژه مقادیر محدوده
حقیقی ماتریس�های ویژه مقادیر محدوده تعیین برای ویژگی�ها این از و شده�اند بررسی ماتریس�ها
یک حقیقی ویژه مقادیر محدوده تعیین برای کابردها این از برخی دوم بخش در است. شده استفاده

می�گردد. مطرح حقیقی ماتریس
،۴.٢.٢ قضیه در و می�شود معرفی ٣.٢.٢ قضیه در آن�ها از خاصیتی و B̄−ماتریس�ها رده بخش این در
حقیقی ویژه مقادیر محدوده تعیین برای نتیجه�ای آوردن دست به برای نامنفرد ماتریس�های از رده این
این می�روند. کار به سطری، B̄−بازه�های نام به بازه�ها از مجموعه�ای وسیله به حقیقی، ماتریس یک
حقیقی قسمت محدوده ۶.٢.٢ قضیه در است. گرشگورین قرص�های قضیه شبیه طبیعتی دارای نتیجه
قضیه دوم قسمت برخلاف آن دوم قسمت که است شده تعیین حقیقی ماتریس�های مختلط ویژه مقادیر

شود. اعمال حقیقی ماتریس هر روی می�تواند ،۴.٢.٢
معرفی می�شوند، نامیده C−ماتریس�ها که نامنفرد، حقیقی ماتریس�های از دیگری رده سوم، بخش در
بازه یک حقیقی ماتریس�های برای تا است شده استفاده ماتریس�ها این از ۴.٣.٢ قضیه در شده�اند.
این حقیقی ویژه مقدار هیچ که طوری به شود معرفی می�شود) نامیده سطری غیرشمول بازه باز(که

باشد. نداشته قرار آن در ماتریس�ها
حقیقی ویژه مقادیر برای بالا کران یک تا است شده استفاده سطری غیرشمول بازه از چهارم، بخش در

شود. ارایه آن�ها غیرقطری درایه کوچکترین حسب بر تصادفی، ماتریس�های از یک غیر
به دارند. محدود پراکندگی آن�ها غیرقطری درایه�های که شده�اند بررسی ماتریس�هایی پنجم، بخش در

١Brualdi lemniskata sets
٢Minimal Gerschgorin sets



١۵ حقیقی ماتریس�های ویژه مقادیر موقعیت تعیین از بیشینه�ای .٢ فصل

ماتریسی J و s > 0 آن در و sJ ≤ A ≤ 2sJ که A ماتریس�های برای می�تواند نتایج این ویژه
برای که است شده داده نشان ١.۵.٢ قضیه در رود. کار به هستند یک آن درایه�های همه که است
حقیقی، ویژه مقادیر برای شمول بازه�های و است ناتهی سطری غیرشمول بازه ماتریس�هایی، چنین
بازه�های به نسبت بیشتری اطلاعات می�شوند، نامیده B̄−بازه�ها و آمده�اند، دست به [١٧ ،۵] در که
برای پایین کران یک همچنین می�کنند. فراهم آمده�اند دست به گرشگورین قرص�های توسط که حقیقی
ماتریس غیرقطری درایه�های پراکندگی که هنگامی می�شود. پیدا ویژه مقادیر همه حقیقی قسمت�های
دقیقا می�دهند، ارایه را دقیقتری اطلاعات سطری غیرشمول بازه و شمول بازه�های −B̄ می�یابد، کاهش
آن�گاه باشد داشته شباهت غالب قطر ماتریس یک به بحث مورد ماتریس اگر که حالتی با مشابه

می�دهند. ویژه مقادیر موقعیت مورد در دقیقتری اطلاعات گرشگورین قرص�های

حقیقی ویژه مقادیر موقعیت تعیین در ماتریس�ها −B کاربرد ٢.٢
حقیقی ماتریس�های

یک را مثبت سطری مجموع�های با A = (aik)1≤i,k≤n مربعی و حقیقی ماتریس .١.٢.٢ تعریف
شده محدود متناظر سطری میانگین به بالا از آن غیرقطری درایه�های تمام هرگاه گوییم ماتریس −B

باشیم: داشته i = 1, . . . , n ازای به یعنی باشند،
n∑

k=1

aik > 0,
1

n
(

n∑
k=1

aik) > aij, ∀j ̸= i.

بگیرید: نظر در را زیر ماتریس

A =

[
2 1

−1 3

]
.

داریم:

2∑
k=1

a1k = 3 > 0, (
2∑

k=1

a2k) = 2 > 0

همچنین و


