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พ়ࢁඟوदدردای

بود ممͺن غیر برایم تدریس سنگین کار کنار در تحصیل کار او بی�عنایت که متشͺرم خداوند از

همچنین: و

در را او خوشحالͬ که نماند پدر چند هر بود من راه مشعل آن�ها خیر دعای که مادرم و پدر از

ببینم. لحظه این

در او تسلط و سواد و من برای الͽویی او خوی و خلق و منش که عزیزم راهنمای استاد از

بود. من حیرت باعث همیشه ریاضͬ موضوعات

همراه راه این در که کسانͬ همه�ی از و داشته�ام را ایشان شاگردی افتخار که اساتیدی همه�ی از

سپاسͽزارم. بوده�اند من

سه



چͺیده

این بر سعͬ و کرد خواهیم معرفͬ را EP عملͽرهای به�نام خاصͬ عملͽرهای پایان�نامه، این در

عملͽرها نوع این برای مختلفͬ تجزیه�های همچنین شوند. بیان آن ویژگͬ�های که است شده

مͬ�سازیم.

است. شده اقتباس [٢۴] و [٢٠] ،[١٩] مراجع از پایان�نامه این
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پیش�گفتار

ارائه [٢٢] مرجع در ١٩۵٠ سال در Schwerdtfeger توسط EP مربعͬ ماتریس�های ایده�ی

توسط هیلبرت فضاهای روی EP عملͽرهای به EP ماتریس�های نمادگذاری و توسیع شد.

گرفت. صورت ١٩٧۵ سال در [۴] مرجع Mayerدر و Campbell

که شد ثابت ١٩۶۶ سال در Pearl توسط که است این EP عملͽرهای مطالعه�ی اصلͬ دلیل

است. آمده [٢١] مرجع در اثبات این خودتعویض�پذیرند. مور-پنروس وارون با عملͽرها این

در حلقه عناصر روی و ∗C-جبر عناصر روی EP ماتریس�های [١١] و [١۶] ،[١٧] مراجع در

بیان [٢] مرجع در باناخ فضاهای روی توسیع این و شده�اند داده توسیع [١٣] و [١۴] مراجع

است. شده

است. شده مطرح EP عملͽرهای تجزیه�ی مختلفͬ مقالات در

خواهیم ثابت را U(A ⊕ O)U∗ فرم به را EP عملͽرهای تجزیه�ی پایان�نامه این دوم فصل در

است. شده برگرفته [٢٠] و [١٩] مراجع از که کرد

[١٩] مرجع از قسمت این بود. خواهیم شاهد را T ∗ = ST فرم به تجزیه�هایی سوم، فصل در

است. شده برگرفته

[٢۴] مراجع از مبحث این که مͬ�کنیم ارائه را T = BC فرم به تجزیه�هایی چهارم، فصل در

است. شده اقتباس

هفت



اول فصل

نمادها و تعاریف مقدمات،

هیلبرت و داخلͬ ضرب فضای ١.١

ͷی باشد. C روی برداری فضای ͷی X کنید فرض داخلͬ). ضرب (فضای .١.١.١ تعریف

مختلط عدد X از y و x بردارهای از مرتب زوج هر به که است تابعͬ X روی داخلͬ ضرب

باشند: برقرار زیر قواعد که مͬ�دهد نسبت را C در ⟨x, y⟩

,x⟩؛ x⟩ ≥ ٠ ،x ∈ X هر به�ازای (١)

است)؛ مختلط مزدوج نشانگر بار (علامت ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ ،x, y ∈ X اگر (٢)

,x⟩؛ y + z⟩ = ⟨x, y⟩+ ⟨x, z⟩ ،x, y, z ∈ X اگر (٣)

,αx⟩؛ y⟩ = α⟨x, y⟩ باشد، اسͺالر α و x, y ∈ X اگر (۴)

.x = ٠ اگر فقط و اگر ⟨x, x⟩ = ٠ (۵)

مͬ�شوند: نتیجه تعریف از بلافاصله زیر نکات

١



.⟨x, αy⟩ = α⟨x, y⟩ .١ نکته

⟨z, x+ y⟩ = ⟨z, x⟩+ ⟨z, y⟩. .٢ نکته

از است تابعͬ V روی نرم ͷی باشد C روی برداری فضای ͷی V اگر (نرم). .٢.١.١ تعریف

باشد: داشته را زیر شرایط که مͬ�دهیم.) نشان ∥ x ∥ با را x ∈ V (نرم [٠,∞) به V

∥؛ x+ y ∥≤∥ x ∥ + ∥ y ∥ ،x, y ∈ X هر به�ازای (١)

∥؛ αx ∥= |α| ∥ x ∥ ،α ∈ C و x ∈ X اگر (٢)

.( ∥ x ∥= ٠ ⇔ x = ٠ ) .∥ x ∥≥ ٠ ،x ∈ X هر برای (٣)

تعریف نرم ͷی آن روی که باشد حقیقͬ یا مختلط برداری فضای ͷی X اگر .٣.١.١ تعریف

مͬ�نامیم. نرم�دار فضای ͷی را X آن�گاه باشد، شده

فضای ͷی از است عبارت داخلͬ ضرب فضای ͷی داخلͬ). ضرب (فضای .۴.١.١ تعریف

فضا. آن روی مشخص داخلͬ ضرب ͷی با همراه مختلط یا حقیقͬ برداری

را x بردار نرم است کافͬ هست. نیز نرم�دار فضای ͷی داخلͬ ضرب فضای هر .۵.١.١ نکته

کنیم: تعریف زیر به�صورت

⟨x, x⟩ := ∥x∥٢.

گوییم. هیلبرت را تام داخلͬ ضرب فضای ͷی هیلبرت). (فضای .۶.١.١ تعریف

نمایش ker(T ) یا N(T ) با را T پوچͬ فضای این�صورت در T ∈ B(H) اگر نماد(١).

و مͬ�گوییم نیز T هسته�ی آن به و مͬ�دهیم

N(T ) = {x ∈ H;T (x) = ٠}

و داده نمایش R(T ) نماد با را T برد این�صورت در T ∈ B(H) اگر نماد(٢).

R(T ) = {y ∈ H | ∃x ∈ H;T (x) = y}

٢



مستقیم جمع و زیرفضا ٢.١

به Mنسبت اگر Xنامیم زیرفضای ͷی Xرا برداری فضای Mاز زیرمجموعۀ تعریف١.٢.١.

باشد. برداری فضای ͷی خود X در شده تعریف اسͺالر ضرب و جمع

که: است این باشد زیرفضا ͷیM ⊂ X مجموعه آن�که برای کافͬ و لازم شرط نکته.

∀x, y ∈ M,α ∈ F ⇒ αx ∈ M ,x+ y ∈ M

باشد بسته متر، توسط شده القا توپولوژی با هیلبرت فضای زیرفضای ͷی اگر .٢.٢.١ تعریف

گوییم. بسته زیرفضا آن به

باشند. متناهͬ بعد با V برداری فضای از زیرفضاهایی ω١, · · · , ωk فرضکنید تعریف٣.٢.١.

شرایط از ͬͺی هرگاه گوییم ω١, · · · , ωk مستقیم مجموع را ω = ω١+ · · ·+ωk این�صورت در

باشد: برقرار زیر

آن�گاه α١ + · · ·+ αk = ٠ ،αi ∈ ωi هر به�ازای اگر (یعنͬ باشند. مستقل ω١, · · · , ωk (١)

αi.)؛ = ٠ ،i هر به�ازای

ωj؛ ∩ (ω١ + · · ·+ ωj−١) = {٠} باشیم داشته ٢ ≤ j ≤ k که j هر به�ازای (٢)

پایه�ی β = (β١, · · · , βk) دنباله�ی آن�گاه باشد ١ ≤ i ≤ k برای مرتبی پایه�ی βi اگر (٣)

باشد. ω برای مرتبی

است. آمده [۶] مرجع در فوق شرایط بودن معادل اثبات

مͬ�دهیم. نشان ω = ω١ ⊕ · · · ⊕ ωk نماد با را ω١, · · · , ωk مستقیم مجموع

معادل�اند. زیر شرایط آن�گاه باشند V برداری فضای زیرفضای دو L Mو اگر .۴.٢.١ نکته

V؛ = L⊕M (الف)

.x = y + z به�طوری�که دارند وجود y ∈ L و z ∈ M یͺتای اعضای x ∈ V هر برای (ب)

٣



الحاق ٣.١

کران�دار عملͽر ͷی T : X → Y و هیلبرت فضاهای Y و X کنید فرض .١.٣.١ تعریف

اگر، گوییم T الحاق را T ∗ عملͽر باشد.

T ∗ : Y −→ X

⟨Tx, y⟩ = ⟨x, T ∗y⟩ ∀x ∈ X, ∀y ∈ Y

باشند، کران�دار عملͽر دو S, T : X → Y و هیلبرت فضای دو Y و X اگر .٢.٣.١ قضیه

آن�گاه:

(T ∗)∗ = T (١)

.(S, T : X → Y ) (T ⊕ S)∗ = T ∗ ⊕ S∗ (٢)

.(X S−→ Y
T−→ Z, هستند هیلبرت فضاهای Z و Y ،X ) (TS)∗ = S∗T ∗ (٣)

.( است اسͺالر λ ) (λT )∗ = λT ∗ (۴)

داریم: (١) اثبات.

⟨T ∗x, y⟩ = ⟨x, T ∗∗y⟩ (١)

⟨T ∗x, y⟩ = ⟨y, T ∗x⟩

= ⟨Tx, y⟩

= ⟨y, Tx⟩ (٢)

(١), (٢) ⇒ ⟨x, T ∗∗y⟩ = ⟨x, Ty⟩

⇒ T = T ∗∗

۴



.(T ⊕U)∗ = T ∗⊕U∗ این�صورت در .U ∈ B(A′, B′) و T ∈ B(A,B) فرضکنید (٢)

داریم: (b, b′) ∈ B ⊕B′) و (a, a′) ∈ A⊕ A′ به�ازای واقع در

⟨(T ⊕ U)(a, a′), (b, b′)⟩ = ⟨(a, a′), (T ⊕ U)∗(b, b′)⟩

= ⟨(a, a′), (T ∗ ⊕ U∗)(b, b′)⟩

مͬ�آید: به�دست زیر تساوی�های از اخیر تساوی

⟨(a, a′), (T ∗ ⊕ U∗)(b, b′)⟩ = ⟨(a, a′), (T ∗(b), U∗(b′))⟩

= ⟨a, T ∗(b)⟩+ ⟨a′, U∗(b′)⟩

= ⟨T (a), b⟩+ ⟨U(a′), b′⟩

= ⟨(Ta, Ua′), (b, b′)⟩

= ⟨(T ⊕ U)(a, a′), (b, b′)⟩

= ⟨(a, a′), (T + U)∗(b, b′)⟩

و T ∗ : Z −→ Y نیز و (TS)∗ : Z −→ X پس TS : X −→ Z چون فرض طبق (٣)

.z ∈ Z و y ∈ Y ،x ∈ X کنیم فرض .S∗T ∗ : Z −→ X پس S∗ : Y −→ X

داریم:

⟨(TS)x, z⟩ = ⟨x, (TS)∗z⟩ (I)

داریم: طرفͬ از

⟨(TS)x, z⟩ = ⟨(T (S(x)), z⟩

= ⟨Sx, T ∗z⟩

= ⟨x, S∗T ∗z⟩ (II)

(I), (II) ⇒ ⟨x, (TS)∗z⟩ = ⟨x, (S∗T ∗)z⟩

۵



⇒ (TS)∗z = (S∗T ∗)z ∀z ∈ Z

⇒ (TS)∗ = S∗T ∗

داریم: ،y ∈ Y و x ∈ X کنیم فرض (۴)

⟨λTx, y⟩ = ⟨x, (λT )∗y⟩

طرفͬ: از

⟨λTx, y⟩ = ⟨λ(Tx), y⟩

= λ⟨Tx, y⟩

= λ⟨x, T ∗y⟩

= ⟨x, λ̄T ∗y⟩

داشت: خواهیم بنابراین

⟨x, (λT )∗y⟩ = ⟨x, λ̄T ∗y⟩

⇒ (λT )∗y = λ̄T ∗y ∀y ∈ Y

⇒ (λT )∗ = λ̄T ∗.

این�صورت در باشد H روی خطͬ عملͽر ͷی T اگر .٣.٣.١ نکته

(ImT )⊥ = kerT ∗ (الف)

(ImT ∗)⊥ = kerT (ب)

اثبات.(الف)

x ∈ (ImT )⊥ ⇐⇒ ∀x′ ⟨T (x′), x⟩ = ٠

۶



⇐⇒ ⟨x′, T ∗(x)⟩ = ٠ ∀x′

⇐⇒ T ∗(x) = ٠

=⇒ x ∈ kerT ∗.

دهیم. قرار را T ∗ یعنͬ آن الحاق T به�جای الف در کافیست (ب)

تعامد ۴.١

باشیم داشته اگر .x, y ∈ X و باشد هیلبرت فضای ͷی X کنید فرض .١.۴.١ تعریف

.x⊥y مͬ�نویسیم و است y به عمود x گوییم ،⟨x, y⟩ = ٠

تمام مجموعۀ را x⊥ .x ∈ X و باشد هیلبرت فضای ͷی X کنیم فرض .٢.۴.١ تعریف

تمام مجموعۀ ⊥Mرا Xباشد، از Mزیرفضایی اگر و عمودند؛ x به که Xمͬ�گیریم از اعضایی

است. Mعمود عضو هر به که مͬ�گیریم X از اعضایی

x⊥ := {y ∈ X; y⊥x}

M⊥ := {y ∈ X; y⊥m, ∀m ∈ M}.

x⊥αy و x⊥(y + y′) آن�گاه x⊥y′ و x⊥y اگر زیرا است X زیرفضای ͷی x⊥ .٣.۴.١ نکته

y 7→ ⟨x, y⟩ پیوستۀ تابع که است نقاطͬ مجموعه دقیقاً x⊥ همچنین است. اسͺالر ͷی α که

داریم: f(y) = ⟨x, y⟩ کنیم فرض اگر زیرا است، صفر آنها در

|f(y١)− f(y٢)| = |⟨x, y١⟩ − ⟨x, y٢⟩|

= |⟨x, y١ − y٢⟩|

≤ ∥x∥∥y١ − y٢∥

٧



زیرا است. X بستۀ زیرفضای ͷی x⊥ لذا

x⊥ = f−({٠})١

طرفͬ: از

M⊥ =
∩
x∈M

x⊥

است. X بستۀ زیرفضای ͷیM⊥ لذا است، بسته زیرفضاهای ⊥Mاشتراک پس

این�صورت: در باشد. X هیلبرت فضای از بسته�ای زیرفضای M کنیم فرض .۴.۴.١ قضیه

مانند: منحصربه�فردی تجزیۀ x ∈ X هر (١)

x = Px +Qx

Qx؛ ∈ M⊥ و Px ∈ M که دارد

⊥Mاند؛ و M در x به نقاط نزدیͺترین به�ترتیب Qx و Px (٢)

خطͬ�اند؛ Q : X → M⊥ و P : X → M نگاشت�های (٣)

.∥x∥٢ = ∥Px∥٢ + ∥Qx∥٢ (۴)

شود. مراجعه ،[٢۶] مرجع از ١١.۴ به اثبات.

X متعامد تصاویر را شدند معرفͬ (۴.۴.١) قضیه�ی در که Q و P نگاشت�های تعریف١.۵.۴.

⊥Mمͬ�نامند. Mو روی

با را M مانند زیرفضایی روی متعامد تصویر نگاشت پایان�نامه این فصل�های تمام در نماد.

مͬ�دهیم. نمایش PM⊥ با ⊥Mرا روی و PM

آن�گاه باشد آن از بسته زیرفضای ͷی M و هیلبرت فضای ͷی X اگر .۶.۴.١ نتیجه

نتیجه در و H = M ⊕M⊥

∀f ∈ H f = g + h ; g ∈ M ,h ∈ M⊥

٨



است: زیر به�صورت PM⊥ و PM ضابطه�ی و

PM : H −→ M

f 7−→ g

PM⊥ : H −→ M⊥

f 7−→ h

گوییم. متعامد تصویر نگاشت PM به

و بوده خطͬ PM⊥ و PM .٧.۴.١ نتیجه

PM(f) = f ⇔ f ∈ M (١)

PM(f) = ٠ ⇔ f ∈ M⊥ (٢)

.P ٢
M = PM نکته.

حال .PM(f) = g همچنین و h ∈ M⊥ و g ∈ M که f = g + hپس f ∈ H اگر زیرا

P ٢
M(f) = PM(PM(f))

قبل نتیجه
= PM(f)

باشد. هیلبرت فضای ͷی X کنید فرض .٨.۴.١ قضیه

Xاست از بسته�ای زیرفضای p برد آن�گاه Xباشد، روی متعامد تصویر نگاشت ͷی p اگر (١)

یعنͬ: است. p هستۀ و p برد مستقیم متعامد جمع حاصل X و

X = N(P )
⊥
⊕R(P )

وجود X روی p متعامد تصویر نگاشت ͷی آن�گاه باشد، X از بسته�ای Mزیرفضای اگر (٢)

.N(P ) = M⊥ و R(P ) = M که دارد

٩



واضح x = P (x) اگر .x = P (x) اگر تنها و اگر x ∈ R(P ) مͬ�دهیم نشان ابتدا (١) اثبات.

،P ٢ = P چون و x = P (y) که دارد وجود y ∈ X پس x ∈ R(P ) اگر .x ∈ R(P ) که است

بنابراین:

P (x) = P ٢(x)

= P (y)

= P (x).

x = P (x) لذا x ∈ R(P ) ∩N(P ) کنید فرض ،R(P ) ∩N(P ) = {٠} مͬ�دهیم نشان حال

نوشت: مͬ�توان x ∈ X اگر حال .P (x) = ٠ و

x = P (x) + x− P (x)

زیرا: (x− P (x)) ∈ N(P ) و P (x) ∈ R(P ) که

P (x− P (x)) = P (x)− P ٢(x)

= P (x)− P (x)

= ٠

.X = R(P )⊕N(P ) بنابراین

و x = P (y) ∈ R(P ) کنید فرض عمودند. برهم P هسته�ی و P برد مͬ�دهیم نشان اکنون

آن�گاه: z ∈ N(P )

⟨x, z⟩ = ⟨Py, z⟩

= ⟨y, Pz⟩

= ٠

١٠



.R(P ) ⊥ N(P ) نتیجه در

پس: است P هسته�ی و P برد مستقیم حاصل�جمع X هیلبرت فضای چون

R(P ) = N(P )⊥

است. بسته R(P ) بنابراین

هر Xلذا = M ⊕M⊥ بنابراین Xباشد، هیلبرت فضای از بسته Mزیرفضای فرضکنید (٢)

،m٢ ∈ M⊥ و m١ ∈ M که دارد x = m١ +m٢ مانند به�فرد منحصر تجزیه�ی ͷی x ∈ X

مͬ�کنیم: تعریف زیر به�صورت را P تصویر نگاشت

P : X −→ X

x 7−→ m١

.N(P ) = M⊥ و R(P ) = M ترتیب این به

بر M⊥ و M بودن عمود m′
٢ ∈ M⊥ و m′

١ ∈ M که x′ = m′
١ +m′

٢ و x′ ∈ X کنید فرض

که: مͬ�کند ایجاب یͺدیͽر

⟨Px, x′⟩ = ⟨m١,m
′
١ +m′

٢⟩

= ⟨m١,m
′
١⟩+ ⟨m١,m

′
٢⟩

= ⟨m١,m
′
١⟩

طرفͬ از

⟨x, Px′⟩ = ⟨m١ +m٢,m
′
١⟩

= ⟨m١,m
′
١⟩+ ⟨m٢,m

′
١⟩

= ⟨m١,m
′
١⟩

بنابراین

١١



⟨Px, x′⟩ = ⟨x, Px′⟩

است. متعامد تصویر نگاشت ͷی P پس

ͷی PM : H −→ H و باشد H هیلبرت فضای از بسته زیرفضای ͷی M اگر .٩.۴.١ نتیجه

آن�گاه باشد متعامد تصویر

kerPM؛ = M⊥ و ranPM = M (١)

.H = ranPM ⊕ kerPM و بوده بسته P (٢)

برداری زیرفضای ͷی M ⊂ X اگر باشد. باناخ فضای ͷی X کنید فرض .١٠.۴.١ تعریف

مͬ�دهیم: قرار باشد،

M⊥ = {f ∈ X ′; ⟨f, x⟩ = ٠ ∀x ∈ M}

یعنͬ است X دوگان همان X ′ که

X ′ = {f : X −→ Cکران�دار و {خطͬ

مͬ�دهیم: قرار باشد، برداری زیرفضای ͷی N ⊂ X ′ اگر

N⊥ = {x ∈ X; ⟨f, x⟩ = ٠ ∀f ∈ N}

هستند. N Mو بر عمود فضاهای به�ترتیب N⊥ ⊥Mو مͬ�گوییم

هستند. X و X ′ در بسته برداری زیرفضاهای به�ترتیب N⊥ ⊥Mو تذکر.

این�صورت: در Xباشد. باناخ برداریفضای Mیͷزیرفضای ⊂ X فرضکنید .١١.۴.١ گزاره

(M⊥)⊥ = M.

این�صورت: در باشد. برداری زیرفضای ͷی N ⊂ X∗ کنید فرض

N ⊂ (N⊥)⊥

شود. مراجعه ،[١۶] مرجع در II.١٢ گزاره به اثبات.
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و S⊥
٢ ⊆ S⊥

١ آن�گاه ،S١ ⊆ S٢ ⊆ X و باناخ فضای ͷی X اگر الف) .١٢.۴.١ گزاره

.P⊥
٢ ⊆ P⊥

١ آن�گاه ،P١ ⊆ P٢ ⊆ X∗ اگر ب)

پس: f ∈ S⊥
٢ اگر الف) اثبات.

∀x ∈ S٢ ⟨f, x⟩ = ٠

پس: S١ ⊆ S٢ چون

∀x ∈ S١ ⟨f, x⟩ = ٠ ⇒ f ∈ S⊥
١

تعریف: طبق x ∈ P⊥
٢ اگر ب)

∀f ∈ P٢ ⟨f, x⟩ = ٠

پس: P١ ⊆ P٢ چون

∀f ∈ P١ ⟨f, x⟩ = ٠ ⇒ x ∈ P⊥
١ .

آن�گاه: باشند، X باناخ فضای بستۀ و خطͬ زیرفضاهای L و M کنید فرض .١٣.۴.١ قضیه

M ∩ L = (M⊥ + L⊥)⊥ الف)

M⊥ ∩ L⊥ = (M + L)⊥ ب)

داریم: این�صورت در .g ∈ L⊥ و f ∈ M⊥ و x ∈ M ∩ L کنید فرض الف) اثبات.

⟨g, x⟩ = ٠ , ⟨f, x⟩ = ٠ ⇒ ⟨f + g, x⟩ = ٠

پس: f + g ∈ M⊥ + L⊥ چون

x ∈ (M⊥ + L⊥)⊥ ⇒ M ∩ L ⊆ (M⊥ + L⊥)⊥

که: است واضح برعکس،

M⊥ ⊆ M⊥ + L⊥
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