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چͺیده
٨٩٢۵٠٠۶ دانشجویی: شماره الʓه فتح نام: نظری خانوادگͬ: نام

باناخ جبر چند ضعیف پذیری میانگین تعمیم پایان�نامه: عنوان

پور امین عبدالمحمد دکتر مشاور: استاد فروزانفر عبدالمحمد دکتر راهنما: استاد

ریاضͬ گروه: آنالیز گرایش: ارشد کارشناسͬ تحصیلͬ: درجه

کامپیوتر و ریاضͬ علوم دانشͺده: اهواز چمران شهید دانشͽاه تحصیل: محل

١٠٣ صفحه: تعداد ١٣٩١ /١٢ /٢٠ فارغ�التحصیلͬ: تاریخ

،ͬͺتوپولوژی مرکز دوخطͬ، نگاشت ضعیف، پذیری میانگین آرنزی، منظم کلیدی: واژه�های

دوم. دوگان

شرایط برخͬ تحت باشد. آن دوم دوگان A∗∗ و باناخ جبر ͷی A که کنیم فرض چͺیده:

پذیرضعیف میانگین A آنگاه باشد، ضعیف پذیر میانگین A∗∗اگر که دهیم مͬ رویAنشان

میانگین A(n+٢) ،A ام (n + ٢) دوگان اگر یعنͬ داد، خواهیم تعمیم را مسئله این است.ما

n ≥ ٠ و A(n) به A(n) از ای پیوسته خطͬ نگاشت S و T آن در که باشد ضعیف T − S پذیر

است. ضعیف T − S ،A(n) آنگاه است زوج عددی

آوریم. مͬ رابدست هستندنتایجͬ آرنزی منظم که باناخͬ جبرهای برای همچنین



مطالب فهرست



پیشͽفتار

آخر و اول به�نام رهنمای، روزی�ده خداوند به�نام خرد، و جان خداوند به�نام

همͽرایی قضیه زمینه�ی در ،١لب وسیله�ی به میلادی ١٩٠۴ سال در نخسین�بار میانگین�پذیری مفهوم

گردید: مطرح� زیر سوال با و یͺنوا

دارد؟ وجود �باشد، پایا خاصͬ گروه عمل تحت که جمعͬ متناهͬ طور به و مجموعه�ای تابع آیا

از رده�ای فون�نویمان٢ ١٩٢٩ درسال شد. منجر گروه�ها میانگین�پذیری مفهوم به آن از بعد سوال این

ͬͺی به �بعد به میلادی ١٩۴٠ سال از میانگین�پذیری مفهوم ولͬ کرد معرفͬ� را میانگین�پذیر گروه�های

توپولوژی، گروه�های زمینه�ی در میانگین�پذیری مفهوم �گردید. تبدیل ͷهارمونی آنالیز مهم مفاهیم از

او یافت. دست مهمͬ بسیار نتیجه به جانسون٣ ١٩٧٢ سال شد.در تعریف� دی وسیله�ی به بار اولین

-L١(G) هر برای اگر، فقط و اگر است، میانگین�پذیر G فشرده موضعͬ طور به گروه که داد نشان�

عبارتدیͽر به گردد. ∗Eبدیهͬ� در ضرایب کوهمولوژی(G)L١با گروه اولین ،E مانند باناخ مدول

H١(L١(G), E∗) = {o}.

میانگین�پذیر باناخAرا جبر جانسون بود. باناخ تعریفمیانگین�پذیریجبرهای برای سرآغازی نتیجه این

جانسون از بعد .H١(A,E∗) = {o} باشیم داشته E مانند باناخ A-مدول �هر برای هرگاه نامید،

١Lebesgue

٢V.Nuoman

٣B.E.Johnson



مطالب ۴فهرست

�شد. ۵معرفͬ دیلز و کرتیس۴ وسیله�ی به باناخ جبرهای ضعیف میانگین�پذیری وی، از الهام با و

باناخ جبر هر روشنͬ به� .H١(A,A∗) = o هرگاه گوییم، ضعیف میانگین�پذیر را A باناخ جبر

در که ℓ١(F٢) زیرا نیست، برقرار مطلب این برعکس ولͬ است. ضعیف میانگین�پذیر میانگین�پذیر،

میانگین�پذیر ولͬ هست ضعیف میانگین�پذیر است، مولد دو وسیله�ی به تولید�شده آزاد گروه F٢ آن

نیست.

سه در و است باناخ جبر چند ضعیف میانگین�پذیری تعمیم و بررسͬ و تحقیق حاصل رساله این

قضایای و مفاهیم تعاریف، دربردارنده که است بخش دو دارای اول فصل است. شده تنظیم فصل

مدولͬ ضرب همچون باناخ، جبر یك روی مختلف اعمال دوم فصل در است. تابعͬ آنالیز از ابتدایی

اثبات در و دارند زیادی اهمیت فصل این قضایای و مفاهیم كرد. خواهیم بررسͬ را آرنز ضرب و

داشت. خواهند زیادی کاربرد سوم فصل قضایای از بسیاری

مفاهیم ادامه در کنیم. مͬ آغاز کوهمولوژی گروه اولین و تعریفاشتقاق بر ای مقدمه با را سوم فصل

A(n+٢) اگر که دهیم مͬ نشان و کرده تعریف را ضعیف پذیر میانگین T-S و پذیر میانگین T-S

که جایی است. ضعیف پذیر میانگین T-S ،A(n) گاه آن باشد ضعیف پذیر میانگین T ′′ − S ′′ ،

باشند. مͬ A(n) به A(n) از ای پیوسته خطͬ های نگاشت S و T

نظری الʓه فتح

٩١ اسفند

۴P.G.Curtis

۵H.G.Dales



١ فصل

مقدماتͬ تعاریف و كلیات

مقدمه

اغلب شده، مطالبگفته و اثباتقضایا کنیم. مͬ بیان اصلͬ و اساسͬ مفاهیم بیان با را فصل این

اصطلاحات و علائم معرفͬ منظور به تعاریف، است. شده داده ارجاع مربوط مقالات یا کتب به

شوند. مͬ بیان مختلف منابع به مراجعه از نیاز رفع برای قضایا وصورت

دوم، بخش و تابعͬ آنالیز نیاز مورد مقدماتͬ مفاهیم نخست، است: ٢بخش بر مشتمل فصل این

گردد. مͬ بیان وسوم دوم های فصل برای ضروری قضایای و اساسͬ تعاریف

میدان و R رابا حقیقͬ اعداد ، N با را طبیعͬ اعداد مجموعه رساله این در که سازیم مͬ خاطرنشان

دهیم. مͬ Kنشان با را مختلط و حقیقͬ اعداد



تابعͬ آنالیز ١.١۶

تابعͬ آنالیز ١.١

متری فضای ١.١.١ تعریف

تابع X×Xباشد. روی نامنفͬ و حقیقͬ-مقدار تابع ͷی d و تهͬ غیر مجموعه ͷیX فرضکنیم

باشند: برقرار زیر خواص X از x, y, z هر ازای به گاه هر مͬ�نامیم X روی متر را d

١. d(x, y) = ٠ ⇐⇒ x = y,

٢. d(x, y) = d(y, x) ( تقارن ),

٣. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) ( مثلثͬ نامساوی ).

مͬ�نامیم. متری فضای باشد، X روی متر ͷی d و مجموعه ͷی X که صورتͬ در را، (X, d) زوج

خطͬ(برداری) فضای ٢.١.١ تعریف

نگاشت هرگاه مͬ�نامیم K میدان روی خطͬ فضای را X باشد، آبلͬ گروه (X,+) كنیم فرض

باشد: زیر خواص دارای (α, x) −→ αx ضابطه Kبا ×X −→ X

α)؛ + β)x = αx+ βx (α, β ∈ K, x ∈ X) (ı

α(x١؛ + x٢) = αx١ + αx٢ (α ∈ K,x١, x٢ ∈ X) (ıı

α(βx)؛ = (αβ)x (α, β ∈ K, x ∈ X) (ııı

.١x = x (x ∈ X) (ıv

نرم�دار فضاهای ٣.١.١ تعریف

X روی نرم ͷی را ∥ · ∥ : X −→ R تابع باشد. K میدان روی برداری فضای X كنیم فرض

α اسͺالر هر و x, y ∈ X هر ازای به� هرگاه خوانیم

∥x∥؛ ≥ ٠ .١

؛ x = ٠ اگر تنها و اگر ∥x∥ = ٠ .٢



تابعͬ آنالیز ١.١٧

∥αx∥؛ = |α| ∥x∥ .٣

.∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ .۴

تابع آن�گاه نباشد برقرار (٢) شرط اگر مͬ�نامیم. نرم�دار فضای ͷی را (X, ∥.∥) زوج صورت این در

گوییم. X روی نرم شبه ͷی ∥.∥را

نرم توسط شده القاء ͷمتری ۴.١.١ تعریف

مͬ�کند القاء را زیر صورت به� شده تعریف d متر ،X نرم�دار فضای روی نرم تابع هر

d : X ×X −→ R

d(x, y) = ∥x− y∥.

گوییم. نرم بوسیله القایی متر را d متر و است ͷمتری فضای ͷی (X, d)صورت این در

كش�ͬ دنباله ۵.١.١ تعریف

طبیعͬ عدد ε > ٠ هر ازای به هرگاه مͬ�نامیم، كشͬ را (X, d) متری فضای در (xn) دنباله

باشیم، داشته n,m > N و m,n ∈ N هر برای كه طوری به باشد داشته وجود Nی = N(ε)

. d(xm, xn) < ε

( تام كامل( فضای ۶.١.١ تعریف

. باشد X در ای نقطه به همͽرا X در كشͬ دنباله هر گاه هر گوییم، كامل را (X, d) متری فضای

باناخ فضای ٧.١.١ تعریف

یعنͬ باشد، كامل نرم توسط القایی متر تحت هرگاه گوییم، باناخ فضای را (X, ∥.∥) نرم�دار فضای

همراه Rn ،n ∈ N هر برای مثال عنوان به باشد. همͽرا آن در كشͬ هردنباله

∥x∥ = (
∑n

j=١ |xj|٢)
١/٢

=
√
|x٢|١ + . . .+ |xn|٢.



تابعͬ آنالیز ١.١٨

است. باناخ فضای

�صورت به و مͬ�دهیم نمایش X[١] با را X یͺه گوی باشد باناخ فضای ͷیX اگر ٨.١.١ تعریف

X[١] = {x ∈ X : ∥x∥ ≤ ١},

مͬ�کنیم. تعریف

مͬ�کنیم تعریف زیر �صورت به را ℓp مجموعه ١ ≤ p <∞ کنیم فرض ٩.١.١ تعریف

است) مختلط اعداد مجموعه C این�جا .(در

ℓp = {x = (xn)
∞
١ ⊆ C :

∑∞
n=١ |xn|p <∞}.

زیر �صورت به حال است. برداری فضای ͷی معمولͬ جمع عمل تحت ℓpکه مͬ�شود ثابت به�سادگͬ

مͬ�کنیم تعریف نرم ℓp روی

∥x∥p = (
∑∞

n=١ |xn|p)
١
p , (x = (xn) ∈ ℓp).

مͬ�کنیم تعریف زیر �صورت به را ℓ∞ همچنین

ℓ∞ = {x = (xn) ⊆ C : ∃M ∈ N s.t ∀n ∈ N ; |xn| ≤M}.

کراندار دنباله�های همه�ی فضای ℓ∞ واقع در است. برداری فضای ͷی ℓ∞که مͬ�شود ثابت به�سادگͬ

است نرم�دار فضای ͷی زیر شده تعریف نرم با فضا این و است مختلط اعداد از

∥x∥∞ = sup{|xn|;n ∈ N} , (x = (xn) ∈ ℓ∞).

است. باناخ فضایی ℓp ،١ ≤ p ≤ ∞ برای ١٠.١.١ قضیه

شود. مراجعه [٨] برهان:به

خطͬ نگاشت ١١.١.١ تعریف

نگاشت ͷی Tرا : X −→ Y نگاشت آن�گاه باشند، K میدان روی برداری فضاهای Y و X اگر

α, β ∈ K هر و x, y ∈ X هر برای هرگاه گوییم خطͬ



تابعͬ آنالیز ١.١٩

T (αx+ βy) = αT (x) + βT (y).

مͬ�دهیم. نمایش L(X,Y ) نماد با را Y توی به X از خطͬ نگاشت�های تمام مجموعه

خطͬ دو نگاشت ١٢.١.١ تعریف

را T : X × Y −→ Z نگاشت آن�گاه باشند، K میدان روی برداری فضاهای Z و Y و X اگر

α, β ∈ K هر برای هرگاه گویند دوخطͬ ͷی

T (αx١ + βx٢, y) = αT (x١, y) + βT (x٢, y) , (x١, x٢ ∈ X, y ∈ Y ).

T (x, αy١ + βy٢) = αT (x, y١) + βT (x, y٢) , (x ∈ X, y١, y٢ ∈ Y ).

مͬ�دهیم. تعمیم n-خطͬ برای را تعریف این صورت همین به

كراندار خطͬ نگاشت ١٣.١.١ تعریف

آن�گاه باشد، خطͬ نگاشت ͷی T : X −→ Y و باشند نرم�داری فضاهای Y و X کنیم فرض

x ∈ X هر برای که به�طوری باشد داشته وجود Mی > ٠ هرگاه گوییم کراندار Tرا خطͬ نگاشت

∥T (x)∥ ≤M∥x∥.

فضای مͬ�گوییم. نیز Y به X از كراندار خطͬ عملͽر را Y به X از كراندار خطͬ نگاشت توجه:

عمل با فضا این مͬ�دهیم. نمایش B(X, Y ) نماد با را Y به X از كراندار و خطͬ عملͽرهای تمام

است برداری فضای زیر در شده تعریف اسͺالر ضرب و جمع

(T١ + T٢)(x) = T١(x) + T٢(x),

(αT )(x) = α(T (x)).

مͬ�كنیم تعریف زیر صورت به� و مͬ���دهیم نشان ∥T∥ با را T نرم آن�گاه T ∈ B(X, Y ) اگر همچنین

∥T∥ = sup { ∥T (x)∥ : x ∈ X, ∥x∥ = ١}.

است معادل زیر نرم�های با فوق نرم آن���گاه T ∈ B(X, Y ) اگر همچنین



تابعͬ آنالیز ١.١١٠

sup {∥T (x)∥ : x ∈ X : ∥x∥ ≤ ١} = sup {∥T (x)∥
∥x∥ : x ∈ X , x ̸= ٠}.

مͬ�نویسیم B(X,X) جای Xبه = Y كه صورتͬ در است. نرم�����دار یͷفضای بالا نرم� با B(X, Y )

.B(X)

باشد، Y Xبه از کراندار خطͬ نگاشت ͷی T و باشند نرم�دار فضای دو Y Xو کنیم فرض نکته:

گفت مͬ�توان ε > ٠ هر برای سوپریمم، تعریف و ∥T∥تعریف به توجه با صورت این در

∃ x ∈ X s.t ∥x∥ = ١, ∥T (x)∥ > ∥T∥ − ε.

تعریف در شده تعریف نرم سوپریمم با B(X,Y ) آن�گاه باشد، باناخ فضای Y اگر ١۴.١.١ قضیه

مͬ���دهد. باناخ فضای ͷی [١-١-١٣]تشͺیل

شود. مراجعه قضیه٢-١٠-٢] ٨] به برهان:

ͷی I(x) = x ضابطه با ،X نرم�دار فضای روی I : X −→ X همانͬ عملͽر ١۵.١.١ مثال

.∥I∥ = sup {∥Ix∥ : x ∈ X, ∥x∥ = ١} = ١ و است كراندار خطͬ عملͽر

باشد، خطͬ عملͽر T : X −→ Y و باشند نرم�دار فضاهای Y و X كنیم فرض ١۶.١.١ قضیه

معادلند زیر احͺام آن�گاه

است. پیوسته T .١

است. كراندار T .٢

است. پیوسته نقطه یك در T .٣

کنید. مراجعه قضیه٢-٧-٩] ٨] به برهان:

طولپا نگاشت ١٧.١.١ تعریف

طولپا نگاشت ͷی را T : X −→ Y خطͬ عملͽر باشند. ���برداری فضاهای Y و X كنیم فرض

x ∈ X هر برای و باشد ی�ͷریختͬ ͷی T هرگاه مͬ�نامیم

∥T (x)∥ = ∥x∥.



تابعͬ آنالیز ١.١١١

هسته ١٨.١.١ تعریف

هسته آن�گاه باشد، خطͬ عملͽر T ∈ B(X, Y ) اگر باشند. برداری فضاهای Y و X كنیم فرض

مͬ�کنیم تعریف چنین را آن و مͬ�دهیم Ker(Tنشان ) با را T

Ker(T ) = {x ∈ X : T (x) = ٠}.

باشد کراندار و خطͬ T اگر علاوه به و Xاست برداری فضای زیر ͷی T هسته ،[٨] منبع به توجه با

Xاست. بسته فضای زیر T هسته آن�گاه

خطͬ تابعك ١٩.١.١ تعریف

را f : X −→ K خطͬ عملͽر آن�������گاه Kباشد، مختلط یا حقیقͬ میدان روی نرم�دار Xفضای اگر

داشته وجود λی ≥ ٠ گاه هر نامیم كراندار خطͬ تابعك را f همچنین مͬ�نامیم. خطͬ تابعك ͷی

.|f(x)| ≤ λ∥x∥ ، x ∈ X هر برای كه طوری به باشد

نرم�دار فضای دوگان ٢٠.١.١ تعریف

خطͬ تابعك�های تمام مجموعه آن�گاه Kباشد مختلط یا حقیقͬ میدان روی نرم�دار فضای Xیك اگر

مͬ�نامیم. X دوگان فضای را آن و مͬ�دهیم ∗Xنمایش با را B(X,K) یعنͬ X روی كراندار و

است: برداری فضای یك زیر در شده تعریف اسͺالر ضرب و جمع با ∗Xهمراه

(f١ + f٢)(x) = f١(x) + f٢(x),

(af)(x) = af(x).

است. دار نرم فضای ͷی زیر نرم ∗Xبا علاوه به

∥f∥ = sup{ |f(x)|
∥x∥ , x ∈ X, x ̸= ٠} = sup{|f(x)|, x ∈ X, ∥x∥ ≤ ١}.

نشان X∗∗ با را آن كه كرد تعریف را (X∗)∗ یعنͬ X∗ دوگان فضای توان مͬ ترتیب همین به

مͬ�كنیم قرارداد همچنین مͬ�دهیم. نشان X(n) با را n-ام مرتبه دوگان ،n ≥ ٣ هر برای مͬ�دهیم.

.X(٠) = X
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∗Xیͷفضای آن�گاه Xباشد، دوگان برداری ∗Xفضای و نرم�دار Xیͷفضای اگر ٢١.١.١ قضیه

است. باناخ

X∗ قضیه[١-١-١۴] ∗Xپسطبق = B(X,K) طرفͬ از و است باناخ Kفضایی برهان:مͬ�دانیم

است. باناخ فضای ͷی

باناخ هان ٢٢.١.١ قضیه

تابعکخطͬ سپس Xباشد. نرم�دار فضای Zاز زیرفضای روی کراندار و تابعکخطͬ f فرضکنیم

و (F (z) = f(z) (z ∈ Z) Xاست(یعنͬ روی f از توسیعͬ که دارد Xوجود روی F کراندار و

∥F∥X = ∥f∥Z .

شود. قضیه٢-١٠-۴]مراجعه ٨] برهان:به

تابعكخطͬ آن�گاه Xباشد، در دلخواهͬ عضو x٠ ̸= ٠ و نرم�دار فضای ͷیX اگر ٢٣.١.١ قضیه

كه طوری به دارد رویXوجود f ∗ كراندار

∥f ∗∥ = ١ f ∗(x٠) = ∥x٠∥.

برهان:

تابعك است. X خطͬ فضای زیر ͷی Z که است واضح .Z = {αx٠;α ∈ C} کنیم فرض

مͬ�كنیم: تعریف زیر صورت به Z روی را f خطͬ

f(x) = f(αx٠) = α∥x٠∥ (x ∈ X) (∗).

داریم: نرم خواص و f تابعك تعریف به توجه با

|f(x)| = |f(αx٠)| = |α|∥x٠∥ = ∥αx٠∥ = ∥x∥.

به Z از f ∗ توسیع دارای� f هان-باناخ قضیه به توجه با حال است. ∥f∥ = ١ و كراندار f بنابراین

كه مͬ�كنیم مشاهده (*) به توجه با و ∥f∥ = ∥f ∗∥ = ١ كه طوری به است X

f ∗(x٠) = f(x٠) = ∥x٠∥

.
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Xداریم نرم�دار فضای در x هر برای ٢۴.١.١ نتیجه

∥x∥ = sup
f∈X∗f ̸=٠

|f(x)|
∥f∥

.

.x٠ = ٠ آن�گاه ، f(x٠) = ٠ (f ∈ X∗) ، که باشد گونه�ای به x٠ ∈ X اگر بنابراین

برهان:

داریم: x٠ جای به x نوشتن با [١-١-٢٣] قضیه از

sup
f∈X∗f ̸=٠

|f(x)|
∥f∥

≥ |f ∗(x)|
∥f ∗∥

=
∥x∥
١

= ∥x∥ (١).

نتیجه در .|f(x)| ≤ ∥f∥ ∥x∥ (x ∈ A) f؛ ∈ A∗ هر ازای به طرفͬ از

sup
f∈X∗f ̸=٠

|f(x)|
∥f∥

≤ ∥x∥ (٢).

مͬ�شود. نتیجه حͺم (٢) و (١) روابط از

x٠ ∈ X − Y اگر باشد. X نرم�دار فضای از سره و بسته زیرفضایی Y کنیم فرض ٢۵.١.١ لم

و دلخواه عنصر ͷی

δ = inf{∥y∗ − x٠∥, y∗ ∈ Y }

که طوری به دارد وجود fی ∗ ∈ X∗ ͷی باشد،آن�گاه Y از x٠ فاصله�ی

∥f ∗∥ = ١, f ∗(x٠) = δ, f ∗(y) = ٠ ∀y ∈ Y.

. شود. مراجعه [ ٧-۶-۴ لم ٨ ] به برهان:

قرارداد:

باشد. نرم�دار فضای ͷیX کنیم فرض

را x ∈ X در f مقدار آن�گاه ،f ∈ X∗ یعنͬ باشد، X روی کراندار و خطͬ تابعك f اگر .١

مͬ�دهیم. نشان < f, x > با
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آن�گاه ،F ∈ X∗∗ یعنͬ ∗Xباشد، نرم�دار فضای روی کراندار و تابعکخطͬ F اگر همچنین .٢

مͬ�دهیم. F)نشان (f) (یا < F, f > با را f ∈ X∗ در F مقدار

تابعك یك f 7−→< f, x >: X∗ −→ K نگاشت ثابت، x ∈ X برای كه است بدیهͬ

تابعك بالا فرایند f ∈ X∗ و نرم�دار فضای X اگر پس است. X∗ روی کراندار و خطͬ

و خطͬ تابعک x ∈ X ثابت انتخاب با مͬ�توانیم ما یعنͬ مͬ�دهد. نتیجه X∗ روی خطͬ

کنیم: تعریف زیر صورت به را kx ∈ X∗∗ کراندار

kx : X∗ −→ K

x ∈ X ثابت به وابسته k که مͬ�دهد نشان� ،x ،یعنͬ k (اندیس kx(f) =< f, x > .

داریم: α, β ∈ K و f١, f٢ ∈ X∗ برای حقیقت در است).

kx(αf١ + βf٢) =< αf١ + βf٢, x >=< αf١, x > + < βf٢, x >= α <

f١, x > +β < f٢, x >= αkx(f١) + βkx(f٢)

و

|kx(f)| = |f(x)| ≤ ∥f∥ ∥x∥ (f ∈ X∗).

وجود x با متناظر kx ∈ X∗∗ ͷی ،x ∈ X هر برای است. X∗∗ از عنصری kx بنابراین

k : X −→ X∗∗ مͬ�کنیم: تعریف را زیر نگاشت مطلب این از استفاده با دارد.

x 7−→ kx.

X∗∗ در x ∈ X كانونͬ تصویر را kx و X∗∗ توی به X از كانونͬ (نشاننده) نگاشت را k

صورت به و است X∗ روی کراندار و خطͬ تابعک kx گفتیم بالا در که همانطور مͬ�نامیم.

مͬ�شود: تعریف زیر

kx(f) =< kx, f >=< f, x >= f(x) (f ∈ X∗).
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و مͬ�دهیم (ˆ)نشان با را k نگاشت گاهͬ

< kx, f >=< x̂, f >=< f, x > (f ∈ X∗).

k : X −→ X∗∗ اینصورتنگاشتكانونͬ در باشد. نرم�دار Xفضای فرضكنیم ٢۶.١.١ قضیه

نگاشتͬ < k(x), f >=< kx, f >=< f, x > ، f ∈ X∗ هر برای آن در كه k(x) = kx ،

∗∗Xاست. به X از طولپا و خطͬ

برهان:

هر برای است. خطͬ k مͬ�دهیم نشان ابتدا .kx ∈ X∗∗ ، x ∈ X هر برای که دادیم نشان بالا در

: α ∈ K و x, y ∈ X

< k(αx+ y), f >=< k(αx+y), f >= f(αx+ y)

= αf(x) + f(y) = α < kx, f > + < ky, f >

= α < k(x), f > + < k(y), f >=< αk(x) + k(y), f > (f ∈ X∗)

−→ k(αx+ y) = αk(x) + k(y).

داریم: x ∈ X هر برای است. طولپا k دهیم مͬ نشان حال است. خطͬ k بنابراین

| < k(x), f > | = |kx(f)| = |f(x)| ≤ ∥f∥ ∥x∥

برای ،[١-١-٢٣] قضیه به بنا دیͽر طرف از −→ ∥k(x)∥ ≤ ∥x∥ (∀f ∈ X∗) (١)

.∥f ∗∥ = ١ ، f ∗(x) = ∥x∥ كه طوری به است موجود fی ∗ ∈ X∗ ،x ̸= ٠ که x ∈ X هر

بنابراین: و

∥k(x)∥ = ∥kx∥ = sup{|kx(f)| : ∥f∥ = ١}

≥ |kx(f ∗)| = ∥x∥

−→ ∥k(x)∥ ≥ ∥x∥ (٢)

X و ∗∗Xاست Xبه از طولپا و خطͬ نگاشتͬ k بنابراین شود. مͬ ثابت تساوی (٢)� و (١) از حال

بͽیریم. نظر ∗∗Xدر از فضایی زیر عنوان به Xرا مͬ�توانیم ما و است ∗∗Xیك�ریخت از زیرفضایی با
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نیست. پوشا الزاما k زیرا یك�ریخت�اند X∗∗ و X فضاهای بͽوییم نمͬ�توانیم

باشد. پوشا k : X −→ X∗∗ نگاشت اگر گوییم بازتابی را X نرم�دار فضای ٢٧.١.١ تعریف

قوی و ضعیف همͽرایی ٢٨.١.١ تعریف

کرد تعریف مͬ�توان همͽرایی نوع دو فضا این در آن�گاه باشد، نرم�دار فضای ͷیX کنیم فرض

قوی همͽرایی .١

باشد داشته وجود xی ∈ X هرگاه گوییم، (همͽرا) یا قوی همͽرای را X در (xn) دنباله

که به�طوری

lim
n−→∞

∥xn − x∥ = ٠

limn−→∞ xn = x مͬ�نویسیم و نامیده (xn) ( حد یا ) قوی حد را x صورت این در

x به ساده به�طور یا همͽراست( x به قوی طور به (xn) دنباله مͬ�گوییم و xn
s−→ x یا

همͽراست).

ضعیف همͽرایی .٢

،xn
w−→ x مͬ�نویسیم ضعیفهمͽراستو به�طور x Xبه نرم�دار فضای در (xn) دنباله گوییم

.|f(xn)− f(x)| −→ ٠ یا f(xn) −→ f(x) ،f ∈ X∗ هر برای هرگاه

تابعك�ها دنباله�ی ضعیف-ستاره و قوی همͽرایی ٢٩.١.١ تعریف

،([(fn) ⊆ X∗]) Xباشد نرم�دار فضای روی كراندار خطͬ تابعك�های از دنباله�ای (fn) فرضكنیم

�كنیم تعریف همͽرایی نوع دو مͬ�توانیم آن�گاه

تابعك�ها قوی همͽرایی .١

در ،fn
s−→ f مͬ�نویسیم و گوییم f ∈ X∗ نقطه�ی به همͽرا قوی طور به را (fn) دنباله�ی

که صورتͬ

∥fn − f∥ −→ ٠

.(∥fn − f∥ = sup{|fn(x)− f(x)|, x ∈ X, ∥x∥ ≤ ١} که کنید توجه )
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ضعیف-ستاره همͽرایی .٢

مͬ�نویسیم و گوییم f ∈ X∗ نقطه�ی به همͽرا ضعیف-ستاره به�طور را (fn) ⊆ X∗ دنباله�ی

كه این با است معادل این .fn(x) −→ f(x) ،x ∈ X هر برای که صورتͬ در fn
w∗
−→ f

است. كانونͬ نگاشت π : X −→ X∗∗ كه πx(fn) −→ πx(f) ،x ∈ X هر ازاء به

جهت�دار مجموعه ٣٠.١.١ تعریف

صدق زیر شرایط در كه شود یافت Λ روی ≤ رابطه اگر تنها و اگر خوانیم جهت�دار را Λ مجموعه

كند،

.λ ≤ λ ، λ ∈ Λ هر ازای به .١

. λ١ ≤ λ٣ گاه آن λ٢ ≤ λ٣ و �λ١ ≤ λ٢ اگر .٢

.λ٢ ≤ λ٣ و λ١ ≤ λ٣ كه طوری به شود یافت λ٣ ∈ Λ گاه آن λ١, λ٢ ∈ Λ اگر .٣

مͬ�نامیم. Λ روی جهت ͷی را ≤ رابطه معمولا

٣١.١.١ مثال

است. جهت�دار مجموعه�ی شمول رابطه با همراه P (A) یعنͬ A مجموعه توانͬ ١)مجموعه

جهت�دار مجموعه معمولͬ مساوی) یا ترتیبنابیشتری(کوچͺتر با Nهمراه طبیعͬ اعداد مجموعه (٢

مͬ�باشد.

تور١ ٣٢.١.١ تعریف

نقطه است. جهت�دار مجموعه Λ آن در كه x : Λ −→ X تابع از است Xعبارت مجموعه در تور

مͬ�دهیم. نمایش (xλ)λ∈Λ با را x تور اغلب و مͬ�دهیم نمایش xλ با معمولا را x(λ)

٣٣.١.١ مثال

تابع دنباله این Xباشد در دنباله�ای (xn) فرضكنیم زیرا Xاست در Xتوری مجموعه در دنباله هر

١net
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،N طبیعͬ اعداد مجموعه روی معمولͬ ترتیب گرفتن نظر در با مͬ�دهد. نمایش را x : N −→ X

در تور ͷی (xn) دنباله یعنͬ x : N −→ X تابع بنابراین شد. خواهد جهت�داری مجموعه�ی N

Xاست.

تور زیر ٣۴.١.١ تعریف

فراپایانͬ تابع φ :M −→ Λ آن در كه x◦φتركیب از است عبارت x : Λ −→ X تور از تور زیر

كه: معنا بدین مͬ�باشد Λ Mبه�توی جهت�دار مجموعه از صعودی

است). صعودی φ ) φ(µ١) ≤ φ(µ٢) آن�گاه µ١ ≤ µ٢ اگر .١

فرا φ ) λ ≤ φ(µ) كه طوری به باشد داشته وجود µ ∈M مانند عضوی ،λ ∈ Λ هر برای .٢

است). Λ در پایانͬ

تور زیر از صحبت اغلب و داده نمایش xλµ با معمولا را x ◦ φ(µ) نقطه�ی µ ∈ M هر برای

مͬ�شود. (xλ)λ∈Λ تور از (xλµ)µ∈M

تورها همͽرایی ٣۵.١.١ تعریف

مͬ�نویسیم استو x ∈ X به همͽرا (xλ) گوییم Xباشد. نرم�دار فضای در تور (xλ)λ∈Λ فرضكنیم

طوری به باشد داشته وجود �λ٠ی ∈ Λ ، x شامل U باز مجموعه هر ازای به گاه هر xλ −→ x

اگر است X در (xλ) تور بستاری نقطه یك y گوییم علاوه به . xλ ∈ U دهد نتیجه λ ≥ λ٠ كه

به باشد داشته وجود λی ≥ λ٠ ،λ٠ ∈ Λ وهر X در y شامل U باز مجموعه هر برای اگر تنها و

.xλ ∈ U كه قسمͬ

یͺتاست. x گاه آن xλ −→ x و باشد R نرم�دار فضای در تور (xλ)λ∈Λ اگر ٣۶.١.١ گزاره

شود. مراجعه [٨] به برهان:

x ∈ X به (xλ)λ∈Λ اگر باشد. X نرم�دار فضای در تور (xλ)λ∈Λ كنیم فرض ٣٧.١.١ قضیه

. همͽراست x به نیز آن تور زیر هر آن�گاه باشد همͽرا

شود. مراجعه [٨] به برهان:
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پیوسته x٠ ∈ X در f : X −→ Y تابع و نرم�دار فضاهای Y و �X كنیم فرض ٣٨.١.١ قضیه

. Y در f(xλ) −→ f(x٠) Xآن�گاه در xλ −→ x٠ اگر باشد.

برهان:

U باز مجموعه لذا است پیوسته x٠ در f چون باشد. f(x٠) شامل باز مجموعه یك V كنیم فرض

به هست λ٠ی لذا xλ −→ x٠ كه این به توجه با . f(U) ⊆ V كه قسمͬ به است موجود x٠ شامل

f(xλ) ∈ f(U) كه مͬ�دهد نتیجه λ ≥ λ٠ بنابراین .xλ ∈ U كه مͬ�دهد نتیجه λ ≥ λ٠ كه قسمͬ

است. تمام اثبات و Y در f(xλ) −→ f(x٠) یعنͬ f(xλ) ∈ V كه مͬ�دهد نتیجه λ ≥ λ٠ لذا و

اگر Xاست در (xλ)λ∈Λ تور بستار نقطه یك y باشد. نرم�دار Xفضای فرضكنیم ٣٩.١.١ قضیه

باشد. X در y به همͽرا توری زیر دارای (xλ)λ∈Λ اگر تنها و

A اعضا از تور (xλ)λ∈Λ علاوه به و فشرده X در A ⊆ X و نرم�دار فضای X اگر ۴٠.١.١ لم

است. A از عضوی به X در همͽرا توری زیر دارای (xλ)λ∈Λ آن�گاه باشد،

ضعیف توپولوژی ۴١.١.١ تعریف

ترین ضعیف باشد. X روی خطͬ تابعك�های از خانواده�ای F و توپولوژی فضای X كنیم فرض

را باشد پیوسته آن به نسبت f ∈ F هر كه قسمͬ به X روی توپولوژی) كوچͺترین یا ) توپولوژی

نامیم. F توسط شده تولید ضعیف توپولوژی

دارد. كمتری باز مجموعه�های تر ضعیف توپولوژی توجه:

X∗ توسط شده تولید ضعیف توپولوژی آن�گاه باشد، آن دوگان X∗ و نرم�دار فضای ͷی X اگر

كه قسمͬ به X روی توپولوژی كوچͺترین یعنͬ مͬ�نامیم،� X روی ضعیف توپولوژی را X روی

همچنین مͬ�دهیم. نشان σ(X,X∗) به را توپولوژی این است. پیوسته آن به نسبت f ∈ X∗ هر

هستند زیر �صورت به توپولوژی این در همسایͽͬ�ها

مͬ�دهیم قرار x ∈ X و ε > ٠ هر برای

V (x,G, ε) = {y ∈ X : |f(x)− f(y)| < ε , ∀f ∈ G}.

و مͬ�نامیم توپولوژی این در x ͬͽهمسای ͷی را V (x,G, ε) است. متناهͬ و G ⊆ X∗ آن در كه

εی > ٠ Gو ⊆ X∗ متناهͬ مجموعه�ی x ∈ U هر برای اگر تنها و اگر است Uباز ⊆ X مͬ�گوییم
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باشد فشرده توپولوژی این به Aنسبت ⊆ X اگر .V (x,G, ε) ⊆ U كه به�طوری باشد داشته وجود

دنباله اگر مͬ�نامیم. ضعیف بستار توپولوژی این در Aرا بستار به�علاوه مͬ�نامیم. ضعیف فشرده را آن

.xn
w−→ x مͬ�نویسیم باشد همͽرا x به X روی ضعیف توپولوژی به نسبت (xn)

ضعیف-ستاره توپولوژی ۴٢.١.١ تعریف

[٢۶-١-١] قضیه�ی در که همان�طور Xباشد. مضاعف ∗∗Xدوگان و نرم�دار Xفضای فرضكنیم

تابعك kx : X∗ −→ K آن در كه k(x) = kx ضابطه�ی با k : X −→ X∗∗ͬخط عملͽر شد بیان

k(X) ⊆ X∗∗ Xبه فضای از نرم حافظ یͷیك�ریختͬ که kx(f) = f(x)ضابطه�ی با است خطͬ

مͬ�باشد.

مͬ�نامیم ضعیف-ستاره توپولوژی را k(X) خانواده�ی توسط شده ∗Xتولید روی ضعیف توپولوژی

x ∈ X هر برای كه ∗Xبه�طوری روی توپولوژی كوچͺترین یعنͬ مͬ�دهیم نشان σ(X∗, (X)) با و

مͬ�شوند تعریف زیر �صورت به توپولوژی این در مͬ�شود.همسایͽͬ�ها پیوسته kx به�عبارتͬ یا k(x) ،

آن�گاه باشد متناهͬ مجموعه�ی G = {kx١ , . . . , kxn} ⊆ k(X) = X و f٠ ∈ X∗ و ε > ٠ اگر

V (f٠, G, ε) = {f ∈ X∗ : |kxi
(f)− kxi

(f٠)| < ε, ١ ≤ i ≤ n}.

آن�گاه ،G = {x١, x٢, .....xn} ⊆ X اگر دیͽر به�عبارت

V (f٠, G, ε) = {f ∈ X∗ : |f(xi)− f٠(xi)| < ٠, xi ∈ G}.

fn
w∗
−→ مͬ�نویسیم آن�گاه همͽراست، f به توپولوژیضعیف-ستاره در ∗Xكه در دنباله�ای (fn) اگر

(fλ)λ∈Λ تور توپولوژی این در .fn(x) −→ f(x)، x ∈ X هر برای اگر وتنها اگر fn
w∗
−→ f و f

.fλ(x) −→ f(x) ، x ∈ X هر برای اگر تنها و اگر همͽراست f به

نگاشت ͷی آن�گاه باشد. T ∈ B(E,F ) و نرم�دار فضاهای F و E کنیم فرض ۴٣.١.١ قضیه

که طوری به دارد وجود B(F ∗, E∗) در T ∗ یͺتای

< λ, Tx >=< T ∗λ, x > (x ∈ E, λ ∈ F ∗).

پیوسته T ∗ : (F ∗, σ(F ∗, F )) −→ (E∗, σ(E∗, E))نگاشت و ،∥T∥ = ∥T ∗∥ ، این بر علاوه

است.

شود. مراجعه [ ۴۶.٣.A قضیه ۶ ] به برهان:


