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چͺیده

خطͬ غیر فردهلم انتگرو-دیفرانسیل معادله�ی حل برای کسینوسͬ و سینوسͬ ͷموج روش پایان�نامه، این در

کاپوتو کسری مشتق نوع از معادله این مشتق که است شده ارائه اولیه شرایط با کسری مرتبه از دوم نوع

نظر در جواب تقریب برای پایه�هایی عنوان به کسینوسͬ و سینوسͬ موج�ͷهای از مجموعه ͷی مͬ�باشد.

سپس مͬ�شود، آورده به�دست کسینوسͬ و سینوسͬ ͷموج و بلاک-پالس توابع بین رابطه است. شده گرفته

گرفته نظر در کسینوسͬ و سینوسͬ ͷموج پایه�ای توابع از خطͬ ترکیب به�صورت معادله در موجود توابع

مͬ�شود. حل نیوتن تکراری روش با که شد خواهد حاصل غیر�خطͬ معادلات دستگاه ͷی نهایت در مͬ�شود.

مͬ�باشد. معادله در انتگرال حذفعملͽر به�منظور انتگرال ماتریسعملیاتͬ از روشاستفاده این اصلͬ مشخصه

است. شده ارائه روش این از حاصل عددی نتایج پایان در

معادلاتغیر�خطͬ، دستگاه بلاک-پالس، توابع کسینوسͬ، و موجͷسینوسͬ کسری، مشتق کلماتکلیدی:

عددی نتایج انتگرال، عملیاتͬ ماتریس
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مقدمه

مͬ�شود. کسری دیفرانسیل حساب قضیه شروع موجب صحیح غیر مقادیر به مشتق مرتبه مفهوم تعمیم

از مشتق پیرامون اما است، شتاب معنͬ به دوم مشتق و سرعت معنͬ به ͬͺفیزی نظر از اول مشتق مͬ�دانیم

گفت؟ مͬ�توان چه کسری یا صحیح غیر مرتبه

مرتبه از کسری مشتق�های و انتگرال�ها کاربرد و بررسͬ به که است ریاضͬ آنالیز در حوزه�ای ١ کسری حسابان

شود. گرفته نظر در جدید موضوع ͷی عنوان به است ممͺن که مͬ�پردازد مختلط حتͬ یا و گنگ گویا،

آن�گاه باشد n =
١
٢ اگر که ٣ لایبنیتس با مساله این کردن مطرح با ٢ هوپیتال ١۶٩۵ سال در بار نخستین

حسابان کاربرد اولین تاریخͬ لحاظ به .[١] شد مطرح محاسباتکسری بود، خواهد Dnf(x)چͽونه مفهوم

.[٢ ،٣] است شده ارائه زمان کوتاهترین مساله مطالعه در ۴ آبل توسط احتمالا˟ کسری

،٧ لیوویل آبل، ،۶ فوریه ،۵ لاپلاس جمله از ریاضیدانان از بسیاری نظر کسری محاسبات کنون تا زمان آن از

.[۴] است نموده جلب خود به را غیره و ١١ لتنیͺوف ،١٠ گرونوالد ،٩ هولمͽران ،٨ ریمان

مفهوم روی بیشتر شد تشͺیل زمینه این در ١٩٨٩ و ١٩٨۴ ،١٩٧۴ سال�های در که المللͬ بین کنفرانس�های

برگزار شیͺاگو در ٢٠٠٣ سال در که ١٢ FDTAکنفرانس اولین اما است، بوده متمرکز کسری مشتق ریاضͬ

١Fractional calculus
٢Hopital
٣Leibniz
۴Abel
۵Laplace
۶Fourier
٧Liouville
٨Riemann
٩Holmgren
١٠Grünwald
١١Letnikov
١٢Fractional and Derivatives with Their Applications

١



چین در ٢٠١٢ مͬ ماه در FDTAکنفرانس آخرین شد. متمرکز کسری مشتق کاربردی مفاهیم روی شد

تشͺیل فرانسه در ٢٠٠۴ سال در ١ IFAC کنفرانس در آن کاربرد و کسری مشتق کارگاه اولین شد. برگزار

شدند برگزار ترکیه در ٢٠٠٨ سال در و پرتغال در ٢٠٠۶ سال در ترتیب به نیز کارگاه�ها سومین و دومین شد.

.[۵]

.[۶ ،٧] است شده داده نسبت آبل و لیوویل اویلر، به کسری مشتق�های و انتگرال�ها قضایای رشد

بسیاری در مفهوم این حقیقت در است. بوده افزایش حال در سرعت به کسری حسابان واژه ٢١ قرن ابتدای از

سیستم�های در کاربرد�ها از برخͬ در واقعیت، ͷی عنوان به است. شده ظاهر علمͬ متفاوت رشته�های از

را عالͬ�تری مدل�های معمولͬ، مشتق بر مبتنͬ ایده�های به نسبت کسری مشتق بر مبتنͬ ایده�های مهندسͬ،

و کشسانͬ خاصیت دیͽر، مواد خلاف بر ͷوالاستیͺویس مواد و پلیمر�ها نمونه، عنوان به مͬ�کنند. ارائه

به و مͬ�گردند باز تعادل حالت به آرامͬ به شدن کشیده از پس آن واسطه به و دارند هم با توام را چسبناکͬ

معادلات نتیجه در مͬ�باشند، حافظه اثر توصیف به قادر صحیح غیر مشتق�های هستند. حافظه دارای عبارتͬ

مͬ�توان بنابراین دارند. را موادی چنین رفتار مدل�بندی و بیان در بیشتری توانایی کسری مرتبه دیفرانسیل

مͬ�کند ارائه گوناگون فرآیند�های و مواد در خواصحافظه توصیف برای عالͬ ابزارهای کسری حسابان گفت

خواص این آن�ها در که است صحیح مرتبه مدل�های با مقایسه در کسری حسابان عمده برتری ͷی این و

مͬ�شود. گرفته نادیده

:[۵] مͬ�باشد زیر زمینه�های در کسری حسابان به مربوط کاربرد�های حاضر حال در

مهندسͬ سیستم�های کسری کنترل •

تحلیلͬ و عددی تکنی�ͷهای و ابزارها •

پلیمر�ها، مانند مواد مهندسͬ مختلف خواص سایر و ͬͺتریͺال ،ͬͺانیͺم از اساسͬ اکتشافات •

مهندسͬ و علمͬ کاربردهای سایر و ژل کف، ،ͷوالاستیͺویس

پلاسما ͷفیزی در کاربرد مانند آن�ها، گیری اندازه و پخش پدیده موج، اساسͬ درک •

بیو�مهندسͬ کاربرد�های •

ماشین عایق، ابزار مانند مهندسͬ سیستم�های گرمایی مدل�بندی •

١International Federation of Automatic Control

٢



وغیره. علائم تصویر، پردازش •

انتگرو-دیفرانسیل معادلات معرفͬ

در کاربرد بر علاوه معادلات این مͬ�باشد. ١ انتگرو-دیفرانسیل معادلات معادلات، خاص انواع از ͬͺی

در مثال عنوان به مͬ�باشد. غیره و اقتصاد ،ͷفیزی مهندسͬ، در گسترده�ای کاربرد�های دارای ریاضیات،

استفاده انتگرو-دیفرانسیل معادلات از ... و شیمیایی جنبش�های ،ͬͺبیولوژی مدل�های حرکت، ͷدینامی

تابع مشتق چند یا ͷی و مستقل متغیر ͷی از مجهول تابع ͷی شامل انتگرو-دیفرانسیل معادله ͷی مͬ�شود.

مͬ�شوند: تقسیم دسته دو به انتگرو-دیفرانسیل معادلات کلͬ به�طور مͬ�باشد. انتگرال و مجهول

خطͬ انتگرو-دیفرانسیل معادلات •

خطͬ غیر انتگرو-دیفرانسیل معادلات •

این غیر در و شوند ظاهر خطͬ انتگرال و مشتق�ها توابع، به�صورت مجهول تابع هرگاه است خطͬ معادله این

است. خطͬ غیر صورت

مͬ�پردازیم. ٢ فردهلم انتگرو-دیفرانسیل معادلات معرفͬ به مختصر به�طور بخش این در

به�صورت معادلات این کلͬ شͺل که مͬ�باشند kام مرتبه معادلات شامل فردهلم انتگرو-دیفرانسیل معادلات

است: زیر

اولیه: شرایط با kام مرتبه خطͬ فردهلم انتگرو-دیفرانسیل معادله (١

k∑
i=٠

ϕi(x)y(i)(x) = g(x) +
∫ b

a
K(x, t)y(t)dt, a ≤ x ≤ b,

اولیه: شرایط با kام مرتبه خطͬ غیر فردهلم انتگرو-دیفرانسیل معادله (٢

k∑
i=٠

ϕi(x)y(i)(x) = f

(
x, y(x),

∫ b

a
K(x, t)y(t)dt

)
, a ≤ x ≤ b,

مͬ�باشد: زیر به�صورت (٢) و (١) معادلات برای اولیه شرایط

y(a) = ya, y
′(a) = y′a, · · · , y(k−١)(a) = y(k−١)

a ,

١Integro-differential equation
٢Fredholm

٣



،· · · ،y′a ،ya مͬ�باشند، L٢ ([a, b]) در معلوم توابعͬ g(x) و f(x) ،i = ٠,١, · · · , k ،ϕi(x) توابع

است. معادله مجهول تابع نیز y(x) و حقیقͬ اعدادی y(k−١)
a

انتگرو-دیفرانسیل معادلات حل روش�های

انتگرو-دیفرانسیل معادله حل کسری، مرتبه انتگرو-دیفرانسیل معادله ͷی با پدیده ͷی مدل�بندی از بعد

این از نمͬ�باشند تحلیلͬ جواب دارای کسری مرتبه انتگرو-دیفرانسیل معادلات بیشتر مͬ�گیرد. قرار مدنظر

معادلات گونه این حل برای عددی روش�های بͺارگیری صحیح مرتبه انتگرو-دیفرانسیل معادلات مشابه رو

روش�های طرح کسری، مشتق عملͽر�های بودن موضعͬ غیر دلیل به است. ناپذیر اجتناب انتگرو-دیفرانسیل

است. همراه ملاحظاتͬ با مسائل این برای عددی

تقریب�های از است عبارت اول گام انتگرال، یا و دیفرانسیل معادلات حل برای عددی روش�های طرح در

عملͽر�های است. برقرار رویه�ای چنین نیز کسری حسابان در انتگرال. و مشتق عملͽر�های برای گسسته

آن�ها محاسبه برای که است آن معنͬ به این مͬ�باشند، فراگیر یا سراسری عملͽر�هایی کسری انتگرال و مشتق

از تابع از کاملͬ پیشینه به بلͺه نیست، کافͬ t از ͷکوچ ͬͽهمسای ͷی در فقط تابع اطلاعات از استفاده

است. حافظه دارای کسری عملͽر ͷی که مͬ�شود گفته گاهͬ خاصیت این به توجه با است. نیاز t تا ٠ نقطه

از زیادی حجم بایستͬ نقطه، ͷی در کسری انتگرال و مشتق عملͽر�های از تقریبی تعیین برای ترتیب این به

تعمیم از مانع کسری عملͽر�های از خاصیت این شود. گرفته به�کار و دسترس در نقطه آن ماقبل اطلاعات

ترتیب این به مͬ�شود. کسری مرتبه مشتق�های به صحیح مرتبه مشتق�های در موجود روش�های و ابزار�ها آسان

محاسباتͬ پیچیدگͬ از کسری انتگرو-دیفرانسیل معادلات حل برای عددی روش ͷی محاسباتͬ پیچیدگͬ

.[١۶] است بالاتر صحیح، مرتبه انتگرو-دیفرانسیل معادلات برای روش این

که دارند وجود کسری مرتبه انتگرو-دیفرانسیل معادلات حل برای ͷکلاسی عددی و تحلیلͬ روش چندین

، ٢ هم�محلͬ روش ، (ADM) ١ آدومیان تجزیه روش شامل روش�ها این است. یافته گسترش نیز امروز به تا

١Adomian decomposition method
٢Collocation method

۴



متناهͬ تفاضلات روش ،(V IM) ٣ متغیر تکرار روش ، ٢ گالرکین روش ، ١ دیفرانسیلͬ تبدیل روش

غیره و ٧ دیفرانسیل تبدیلات یافته تعمیم روش ،۶ هوموتوپی اختلال روش ،۵ هوموتوپی تحلیلͬ روش ،۴

غیر مسائل برای آن�ها از کمͬ تعداد و مͬ�شوند استفاده خطͬ مسائل برای روش�ها این بیشتر که مͬ�باشند

است شده ثابت همͽرایی محدودی شرایط تحت روش�ها این از تعدادی برای مͬ�شوند. برده به�کار خطͬ

.[١١]

داشته�اند. پیشرفتچشمͽیری کسری مرتبه انتگرو-دیفرانسیل معادلات عددی حل روش�های اخیر دهه دو در

،[١٨] ٩ لوبیش پسرو تفاضلات روش ،[۴] ٨ گرونوالد-لتنیͺوف تقریب اساس بر پسرو تفاضلات روش

انتگرال مبنای بر ١١ دیتهلم روش ،[٢٠] ضرب حاصل انتگرال�گیری قاعده ،[١٩] ١٠ پودلوبنͬ ماتریسͬ ایده

و [٢۴] ١٣ کننده پیشͽو-تصحیح روش ،[٢٣] ١٢ کسری آدامز روش ،[٢٢] گام به گام روش ،[٢١] گیری

کسری مرتبه انتگرو-دیفرانسیل معادلات عددی حل در مرسوم روش�های جمله از [٢۵] کارا موازی الͽوریتم

مͬ�باشند.

گرونوالد- تقریب با متناهͬ تفاضلات روش به منجر کسری مسائل برای متناهͬ تفاضلات روش تعمیم

به�طور کسری مرتبه انتگرو-دیفرانسیل معادلات عددی حل در اخیر دهه دو در روش این گردید. لتنیͺوف

است بوده پودلوبنͬ و ١۴ گرنفلو جمله از زیادی افراد تلاش مرهون آن گسترش و شده گرفته به�کار وسیعͬ

در و سازی ذخیره به پودلوبنͬ و گرنفلو روش�های کسری، مشتق ساختار بودن موضعͬ غیر دلیل به اما .[٨]

پیچیدگͬ هم�چنین و روش�ها این پایین دقت مرتبه و محدود پایداری علاوه به دارند، نیاز زیادی حافظه نتیجه

مرتبه انتگرو-دیفرانسیل معادلات عددی حل در را آن�ها کارایی خطͬ، غیر مسائل برای آن�ها سازی پیاده در

١Differential transform method
٢Galerkin method
٣Variational iteration method
۴Finite difference method
۵Homotopy analysis method
۶Homotopy perturbation method
٧Generalized differential transform method
٨Grünwald-Letnikov approximation
٩Lubich backward difference
١٠Podlubny matrix idea
١١Dithelm
١٢Fractional Adams method
١٣Predictor-corrector method
١۴Gorenflo

۵



کننده پیشͽو-تصحیح روش�های گرونوالد-لتنیͺوف روش بر علاوه .[٢۶] است آورده پایین کسری

جمله از [١٨] کسری گامͬ چند روش�های یا و [٢٧] ١ کسری رانگ-کوتای روش ،[٢٣ ،٢۴] کسری

آمده�اند. دست به صحیح مرتبه معادلات حل روش�های تعمیم از که مͬ�باشند روش�هایی

پایین�تر همواری درجه با توابع وجود هم�چنین و کسری مشتق عملͽر بودن موضعͬ غیر دلیل به روش�ها این اما

غیر روش�های طرح برای تلاش�ها این دیͽر سوی از نمͬ�باشند. مناسب کارایی دارای کسری، مدل�های در

نمود اشاره دیتهلم روش به مͬ�توان نمونه عنوان به نگردید. توجهͬ قابل نتایج به منجر عددی ͷکلاسی

جواب که مͬ�شود تبدیل تابع ͷی نامتعارف انتگرال به کسری مشتق عملͽر ابتدا روش این در .[٢٨ ،٢٩]

مناسب گاوس-لاگر گیری انتگرال با نامتعارف انتگرال این سپس است، معمولͬ دیفرانسیل معادله ͷی

مͬ�شود. زده تقریب

ͷموج

کاربرد و نظریه لحاظ از را مهندسین و ریاضیدانان از بسیاری توجه اخیر سال�های در که مباحثͬ از ͬͺی

تجزیه برای که است ریاضͬ توابع از دسته�ای ͷموج مͬ�باشد. ٢ ͷموج آنالیز است نموده جلب خود به

ارتباط و مͬ�شوند بررسͬ موضعͬ به�صورت توابع این مͬ�رود. به�کار آن فرکانسͬ مولفه�های به پیوسته سیͽنال

محمل اساس بر موج�ͷها تقسیم�بندی مͬ�گردد. پذیر امͺان آن�ها ضرایب و توابع از بعضͬ بین نزدی�ͷتری

متناهͬ بازه ͷی روی ͷموج که است معنͬ این به بودن فشرده محمل مͬ�گیرد، صورت آن�ها بودن ٣ فشرده

محمل با موج�ͷهای انواع از (CAS)۶ کسینوسͬ و سینوسͬ و ۵ دابیشز ،۴ هار موج�ͷهای است. صفر غیر

مͬ�گیرد. قرار بررسͬ مورد کسینوسͬ و سینوسͬ ͷموج پایان�نامه این در که مͬ�باشند فشرده

کسری حسابان در خاص توابع از برخͬ سپس مͬ�شود، پرداخته کسری حسابان ارائه به ابتدا پایان�نامه این در

پس مͬ�شود. بیان عملͽر�ها خواصاین از بعضͬ کسری، مشتق�های و انتگرال معرفͬ از پس و شده داده شرح

١Fractional runge-kutta method
٢Wavelet analysis
٣Compact support
۴Haar
۵Daubechies
۶Sine and cosine

۶



عملیاتͬ ماتریس و شده معرفͬ کسینوسͬ و سینوسͬ ͷموج ،ͷموج معرفͬ و چند�ریزه�سازی آنالیز ارائه از

بلاک- تابع کسینوسͬ، و سینوسͬ ͷموج از استفاده با ادامه در مͬ�شود. آورده به�دست ͷموج این انتگرال

مͬ�شود. حل کسری مرتبه از غیر�خطͬ انتگرو-دیفرانسیل معادله توابع، این به مربوط ماتریسعملیاتͬ و پالس

مͬ�شود. برده به�کار مثال چندین حل برای شده ارائه روش پایان در

برخͬ و مͬ�شود بیان مختصر به�طور کسری حسابان اول فصل در است. فصل چهار بر مشتمل پایان�نامه این

مͬ�شود. داده شرح دارند کسری حسابان در کلیدی نقش که انتگرال و مشتق عملͽر�های و خاص توابع از

ͷموج ،ͷموج معرفͬ از پس و مͬ�شود پرداخته چند�ریزه�سازی آنالیز بیان به اجمالͬ به�طور دوم فصل در

مͬ�شود. بیان عملیاتͬ ماتریس ساخت نحوه آن�ها، ͷکم به تابع تقریب چͽونگͬ و کسینوسͬ و سینوسͬ

شرایط با کسری مرتبه از غیر�خطͬ انتگرو-دیفرانسیل معادله حل برای کسینوسͬ و سینوسͬ ͷموج روش

برای روش این از حاصل عددی نتایج مثال، چند ارائه�ی با چهارم فصل در مͬ�شود. ارائه سوم فصل در اولیه

مͬ�شود. بررسͬ اولیه شرایط با کسری مرتبه�ی از غیر�خطͬ انتگرو-دیفرانسیل معادلات حل

٧



١ فصل

کسری حسابان بر مختصر مروری

بتا ، ٢ گاما توابع جمله از خاص توابع از برخͬ سپس مͬ�کنیم، بیان را ١ لاپلاس تبدیل ابتدا فصل این در

دارند، کسری حسابان در مهمͬ نقش که را توابع این خواص از بعضͬ و کرده معرفͬ را ۴ میتاگ-لفلر و ٣

مͬ�کنیم. بیان را آن�ها ریاضͬ خاصیت�های کسری، عملͽر�های معرفͬ از پس ادامه در مͬ�کنیم. یادآوری

لاپلاس تبدیل ١.١

است. خطͬ دیفرانسیل معادلات حل ابزارهای از ͬͺی لاپلاس تبدیل

تبدیل صورت این در باشد، شده تعریف t مثبت مقادیر همه برای f(t) تابع کنیم فرض .١.١.١ تعریف

شود: مͬ تعریف زیر به�صورت f(t) تابع لاپلاس

L
{
f(t)

}
=
∫ ∞

٠
e−stf(t)dt,

.[١٠] باشد نمایی مرتبه از است لازم f(t) تابع انتگرال، این وجود برای

باشد داشته وجود M و a مانند مثبتͬ اعداد هرگاه است نمایی مرتبه از f تابع گوییم .٢.١.١ تعریف

به�طوری�که:

|f(t)| ≤Meat, ∀ t ≥ ٠.

١Laplace transform
٢Gamma
٣Beta
۴Mittag -Leffler

٨



به�صورت و کرده عمل g(z) و f(z) تابع دو روی به که است ریاضͬ عملͽر ͷی ١ پیچش .٣.١.١ تعریف

مͬ�شود: تعریف زیر

f(z) ∗ g(z) =
∫ z

٠
f(z − τ)g(τ)dτ.

است: زیر به�صورت g(t) و f(t) توابع پیچش لاپلاس تبدیل .١.١.١ قضیه

L
{
f(t) ∗ g(t)

}
= L

{∫ t

٠
f(t− τ)g(τ)dτ

}
= L

{
f(t)

}
L
{
g(t)

}
.

خاص توابع ٢.١

که مͬ�باشند پرکاربرد بسیار ͬͺفیزی و ریاضͬ لحاظ از که مͬ�شود گفته توابعͬ از دسته ͷی به خاص توابع

از ͬͺی و مͬ�شوند ظاهر غیره و ٣ جزئͬ دیفرانسیل معادلات ، ٢ معمولͬ دیفرانسیل معادلات جواب در

مͬ�باشند. ریاضیات در قدیمͬ موضوع�های

گاما تابع ١.٢.١

و صحیح عدد n اگر که مͬ�دانیم است. برخوردار ویژه�ای اهمیت از گاما تابع خاصریاضͬ، توابع مطالعه در

فاکتوریل تابع تعمیم گاما تابع نمایشمͬ�دهیم. n! با را آغازین مثبت صحیح عدد nحاصلضرب باشد مثبت

مͬ�شود: تعریف زیر به�صورت که مختلط و حقیقͬ اعداد مجموعه به طبیعͬ اعداد مجموعه از است

Γ(z) =
∫ ∞

٠
tz−١e−tdt,

نیز کامل گاما تابع یا اویلر گامای تابع را آن و است شده ارائه دوم نوع اویلر انتگرال ͷکم به تعریف این

نیمه در گاما تابع که داد نشان مͬ�توان سادگͬ به و است شده محدود Re(z) > ٠ مقادیر به که مͬ�نامند

.[٨] همͽراست (Re(z) > ٠) مختلط صفحه راست

مͬ�پردازیم: مختصر به�طور گاما تابع خواص از برخͬ بررسͬ به ادامه در

مͬ�باشد: گاما تابع خاصیت مهم�ترین که است برقرار زیر بازگشتͬ فرمول گاما تابع برای .١

Γ(z + ١) = zΓ(z). (١.١)
١Convolution
٢Ordinary differential equations
٣Partial differential equations

٩



داریم: n طبیعͬ عدد هر برای .٢

Γ(n+ ١) = n!

مͬ�باشد: زیر شͺل به حد به�وسیله گاما تابع از جامع تعریف ͷی .٣

Γ(z) = lim
n→∞

n!nz

z(z + ١) · · · (z + n)
,

مͬ�باشد. z = ٢−,١−,٠, · · · نقاط در ١ ساده قطب دارای که

داریم: z ناصحیح عدد هر برای .۴

Γ(z)Γ(١− z) =
π

sin(πz)
.

است: برقرار z ̸= ٠, −١
٢ ,−١, · · · برای است معروف ٢ لژاندر فرمول به که زیر رابطه .۵

Γ(z)Γ(z +
١
٢) =

√
π٢−٢١zΓ(٢z). (٢.١)

مͬ�کند: صدق زیر مجانبی خاصیت در گاما تابع دلخواه a و b هر برای .۶

zb−a Γ(z + a)
Γ(z + b)

= ١ +O(z−١).

است: تعریف قابل نیز زیر به�صورت گاما تابع .٧

Γ(z) =
∫ ١

٠

(
ln
(١
t

))z−١
dt .

است. شده ارائه [٨] مرجع در فوق خواص اثبات

مͬ�آید: به�دست زیر مفید خاصیت (٢.١) رابطه در z = n+
١
٢ دادن قرار با

Γ(n+
١
٢) =

√
π (٢n)!
٢٢nn!

, (٣.١)

١Simple pole
٢Legendre formula

١٠



داریم: (٣.١) رابطه در n = ٠ دادن قرار با علاوه به

Γ(
١
٢) =

√
π.

داشت: خواهیم (١.١) رابطه در z =
−١
٢ ازای به همچنین

Γ(
−١
٢ ) = −٢Γ(

١
٢) = −٢

√
π.

با تعمیم این دارند. کسری حسابان در مهمͬ نقش حقیقͬ، مقادیر ازای به
(
α
k

)
دو�جمله�ای بسط ضرایب

زیر به�صورت k ∈ Z+ و α ∈ R به�طوری�که دو�جمله�ای بسط ضرایب مͬ�شود. بیان گاما تابع از استفاده

مͬ�شود: تعریف

(
α

k

)
=

(−١)kΓ (k − α)
Γ(−α)Γ(k + ١)

=
α(α− ١)(α− ٢) · · · (α− k + ١)

k!
.

بتا تابع ٢.٢.١

ظاهر ریاضͬ توابع از برخͬ کسری مرتبه انتگرال و مشتق در که است خاصریاضͬ توابع از دیͽر ͬͺی بتا تابع

تعریف زیر شͺل به اول نوع اویلر انتگرال ͷکم به و دارد گاما تابع با مستقیمͬ ارتباط تابع این مͬ�شود.

مͬ�شود:

B(p, q) =
∫ ١

٠
tp−١)١− t)q−١dt, Re(p) > ٠, Re(q) > ٠,

مͬ�نامند. نیز کامل بتای تابع را B(p, q) تابع

است: گاما تابع با آن رابطه بیان�گر که مͬ�شود بیان نیز زیر لم صورت به� تابع این

.١.٢.١ لم

B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)
Γ(p+ q)

اثبات.

Γ(p)Γ(q) =
∫ ∞

٠
e−uup−١du

∫ ∞

٠
e−ννq−١dν

=
∫ ∞

٠

∫ ∞

٠
e−u−νup−١νq−١dudν,

١١



داریم: v = z(١− t) و u = zt متغیر تغییر اعمال با

J(u, v) =

∣∣∣∣∣∣∣
∂u

∂t

∂u

∂z
∂v

∂t

∂v

∂z

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣ z t

−z ١− t

∣∣∣∣∣∣ = z,

نوشت: مͬ�توان ∫بنابراین ∞

z=٠

∫ ١

t=٠
e−z(zt)p−١(z(١− t))q−١zdtdz =

∫ ∞

z=٠
e−zzp+q−١dz

∫ ١

t=٠
tp−١)١− t)q−١dt

= Γ(p+ q)B(p, q),

نتیجه: در

B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)
Γ(p+ q)

.

مͬ�پردازیم: بتا تابع خواص از برخͬ بیان به ادامه در

نوشت: نیز زیر به�صورت مͬ�توان را بتا تابع .١

B(p, q) =
∫ ١

٠
tp−١)١− t)q−١dt =

∫ ∞

٠

tp−١

(١ + t)p+q
dt.

است: زیر به�صورت بتا تابع از دیͽری نمایش .٢

B(p, q) = ٢
∫ π

٢
٠

(sin t)٢p−١(cos t)٢q−١dt.

است: برقرار بتا تابع مورد در زیر برابری�های .٣

B(p, q) = B(q, p),

B(p, q) = B(p+ ١, q) +B(p, q + ١),

B(p, q + ١) =
q

p
B(p+ ١, q) =

q

p+ q
B(p, q).

میتاگ-لفلر تابع ٣.٢.١

میتاگ-لفلر نام به تابعͬ حسب بر اغلب کسری، مشتق�های با دیفرانسیل معادلات برای تحلیلͬ جواب�های

و مͬ�شود معرفͬ نیز کسری مرتبه دیفرانسیل معادله ͷی ویژه تابع عنوان به میتاگ-لفلر تابع مͬ�شوند. بیان

١٢


