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مقدمه

غیرخطͬ ولترای انتگرال معادلات حل به است، شده تنظیم [١۶ ،١۵ ،٩] مقاله�های اساس بر که پایان�نامه این
است. فصل چهار شامل که مͬ�پردازد

مͬ�باشد. انتگرال معادلات به مربوط مقدماتͬ تعاریف و مفاهیم شامل اول فصل
ظریف همͽرایی و ظریف همͽرایی همͽرایی، به مربوط قضایای و گردیده معرفͬ والش توابع دوم، فصل در

است. شده آورده توابع این مزیت�های و خصوصیات همچنین است. شده بیان والش-فوریه سری موثر
عددی مثال چند همراه به والش سری از استفاده با خطͬ غیر ولترای انتگرال معادلات حل روش سوم، فصل در

است. شده بیان
انتگرال معادله و کسری دیفرانسیل انتگرال معادلات حل به آن در که مͬ�باشد جدیدی کار شامل چهارم فصل
پیاده مثال چند روی مذکور روش روش، کارایی مشاهده برای است. شده پرداخته والش سری از استفاده با آبل

شده�اند. بیان فصل این در دیͽر علوم در والش توابع کاربرد همچنین است. گردیده

ث



١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم

انتگرال معادلات معرفͬ ١.١

مͬ�شود. گفته n مرتبه از دیفرانسیل معادله ͷی f(x, y(x), y
′
(x), ..., y(n)) = 0 معادله به تعريف.

مͬ�شود گفته انتگرال معادله مͬ�شود ظاهر انتگرال زیر در مجهول تابع که معادله�ای به تعريف.

F (x, y(x),
∫ β(x)

α(x)
G(x, t, y(t))dt) = 0

مͬ�شوند. تقسیم خطͬ غیر و خطͬ دسته دو به انتگرال معادلات

از است عبارت خطͬ انتگرال معادلات عمومͬ شͺل خطͬ:

h(x)y(x) +
∫ β(x)

α(x)
k(x, t)y(t)dt = f(x)

y(x)و باشند متغیر یا ثابت مͬ�توانند که انتگرال�اند حدود β(x)و α(x)و است معادله هسته k(x, t) آن در که

است. معادله مجهول

مͬ�شوند ظاهر زیر شͺل�های به اغلب غیر�خطͬ انتگرال معادلات خطͬ: غیر

y(x) +
∫ β(x)

α(x)
k(x, t, y(t))dt = f(x)

y(x) +
∫ β(x)

α(x)
k(x, t)F (y(t))dt = f(x)

١



٢ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

مͬ�باشند. انتگرال هسته k(x, t, y(t)) ،k(x, t) و انتگرال حدود β(x) و α(x) خطͬ حالت مانند که

آن�گاه h(x) ≡ 0 باشیم داشته اگر

∫ β(x)

α(x)
k(x, t)y(t)dt = f(x)

داریم h(x) ̸≡ 0 اگر و مͬ�گویند. اول نوع خطͬ انتگرال معادله ͷی آن�را و

y(x) +
∫ β(x)

α(x)

k(x, t)
h(x)

y(t)dt =
f(x)
h(x)

= g(x)

y(x) +
∫ β(x)

α(x)
H(x, t)y(t)dt = g(x)

مͬ�گویند. دوم نوع خطͬ انتگرال معادله را معادله این�صورت در

مͬ�شوند تقسیم مهم دسته دو به دوم و اول نوع خطͬ معادلات

است. متغیر β(x) و α(x) یعنͬ انتگرال حدود از ͬͺی حداقل آن در که ولترا خطͬ معادلات .١

هستند. ثابت β(x) و α(x) یعنͬ حدود دو هر معادلات این در که فردهلم خطͬ معادلات .٢

انتگرال معادلات انواع از مثال�هایی

y(x) +
∫ x

0
ex−ty(t)dt = x خطͬ دوم نوع ∫ولترای x

0
ex−ty(t)dt = x خطͬ اول نوع ولترای

y(x) +
∫ 1

0
sin(x+ t)y(t)dt = cos(t) خطͬ دوم نوع ∫فردهلم 1

0
ex−ty(t)dt = x خطͬ اول نوع فردهلم

y(x) +
∫ π

0
sin(x+ t)y2(t)dt = x دوم نوع خطͬ غیر هامرشتاین،

y(x) +
∫ π

0
ex+ty(t)dt = x دوم نوع خطͬ غیر اوریسون،



٣ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

انتگرال-دیفرانسیل معادلات

مͬ�شوند ظاهر معادله در هم�زمان به�طور مجهول تابع انتگرال و مشتق آنها در که هستند معادلاتͬ

F (x,Dy(x),
∫ β(x)

α(x)
k(x, t, y(t))dt) = 0

مͬ�شود بیان زیر به�صورت کلͬ حالت در D آن در که

D =
n∑

i=0

pi(x)
di

dxi

مثال:

y
′′
(x) + xy

′
(x) −

∫ 1

0
y(t)dt = x2 + 1 خطͬ فردهلم دیفرانسیل انتگرال

y
′′
(x) + xy

′
(x) −

∫ x

0
ex−ty(t)dt = x2 + 1 دوم نوع ولترای دیفرانسیل انتگرال

شود ظاهر انتگرال زیر در است ممͺن مشتق

y(x) +
∫ β(x)

α(x)
k(x, t)F (y,Dy(t))dt = g(x)

معادله مثال عنوان به�

y(x) +
∫ 2

0
sin (xt)(y

′
(t) + y(t))dt = cos x

مͬ�شود. محسوب انتگرال-دیفرانسیل معادله ͷی

منفرد انتگرال معادلات

انتگرال�گیری بازه از نقاطͬ یا نقطه در معادله هسته یا نامتناهͬ انتگرال حدود از ͬͺی حداقل انتگرال معادله در اگر

مͬ�گویند. منفرد نوع از را انتگرال معادله گردد نامتناهͬ

انتگرال باشد، شده تعریف [0,∞) بر f کنید فرض

∫ ∞

0
e−stf(t)dt



۴ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

یͷمجموعه به متعلق به�ازایsهای انتگرال این که فرضکنید است. حقیقͬ یͷعدد s آن در که بͽیرید نظر در را

تابع این�صورت در باشد. همͽرا S مانند

F (s) =
∫ ∞

0
e−stf(t)dt

مͬ�گیریم، معکوس تبدیل آوریم بدست را f بخواهیم و باشد دست در F وقتͬ حال مͬ�گویند، f لاپلاس تبدیل را

مͬ�کنیم. حل را منفرد انتگرال معادله ͷی دیͽر عبارت به

F (α) =
∫ +∞

−∞
e−iαxf(x)dx فوریه تبدیل

معادله ͷی آوریم، بدست را f(x) بخواهیم و باشیم داشته را F (α) اگر لاپلاس، تبدیل مانند نیز فوریه تبدیل در

مͬ�کنیم. حل را منفرد انتگرال

مͬ�شود تعریف ذیل به�صورت که مͬ�باشد اول نوع خطͬ انتگرال معادلات مهم�ترین از ͬͺی آبل انتگرال معادله

∫ x

a

f(t)
(x− t)α

dt = g(x), 0 ≤ α < 1.

به�صورت وینر-هوف انتگرال معادله کلͬ حالت

λx(t) −
∫ ∞

0
k(t− s)x(s)ds = y(t), 0 ≤ t <∞ (٢.١)

آن�ها از امروزه ولͬ مͬ�گرفته، قرار استفاده مورد تابشͬ حرارت انتقال مسائل با ارتباط در گذشته در که مͬ�باشد

مͬ�شود. استفاده مرزی انتگرال معادلات جواب�های آوردن بدست جهت

انتگرال معادلات و دیفرانسیل معادلات بین ارتباط

است ولترا نوع از انتگرال معادله به تبدیل قابل اولیه مقدار مسئله نوع از دیفرانسیل معادله
Dy(x) = f(x), 0 ≤ x

y(i)(0) = αi, D =
∑n

i=0 pi(x) di

dxi , i = 0, 1, ..., n− 1



۵ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

بود خواهد فردهلم نوع از انتگرال معادله به تبديل قابل مرزی مقدار مسئله نوع از دیفرانسیل معادله
Dy(x) = f(x), a ≤ x ≤ b∑n−1

j=0 [cijy(i)(a) + dijy
(i)(b)] = αi, i = 0, 1, ..., n− 1

داریم. ذیل لم به نیاز انتگرال معادله به دیفرانسیل معادله تبدیل برای

.١.١.١ لم

(∫ x

a

)n

f(t)dt =
∫ x

0

∫ x1

0
...

∫ xn−1

0
f(xn)dxn...dx1 =

1
(n− 1)!

∫ x

a
(x− t)n−1f(t)dt

n+ 1 برای آن�را اکنون باشد. برقرار n برای حͺم کنیم فرض است. بدیهͬ n = 1 برای استقراء: به اثبات

مͬ�کنیم بررسͬ

چپ طرف =
∫ x

0

∫ x1

0
...

∫ xn

0
f(xn+1)dxn+1...dx1

درمͬ�آید ذیل به�صورت بالا عبارت این�صورت در G(xn) =
∫ xn

0 f(xn+1)dxn+1 کنیم فرض

∫ x

0

∫ x1

0
...

∫ xn−1

0
G(xn)dxn...dx1

=
1

(n− 1)!

∫ x

0
(x− t)n−1G(t)dt

=
1

(n− 1)!

∫ x

0
(x− t)n−1

∫ t

0
f(y)dydt

=
1

(n− 1)!

∫ x

0

∫ t

0
(x− t)n−1f(y)dydt

داشت خواهیم انتگرا�گیری ناحیه تعویض با

∫ x

0

∫ x1

0
...

∫ xn

0
f(xn+1)dxn+1...dx1

=
1

(n− 1)!

∫ x

0

∫ x

y
(x− t)n−1f(y)dtdy

=
1
n!

∫ x

0
−(x− t)n

∣∣x
yf(y)dy

=
1
n!

∫ x

0
(x− y)nf(y)dy

=
1
n!

∫ x

0
(x− t)nf(t)dt.



۶ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

نمایید تبدیل انتگرال معادله ͷی به را ذیل دیفرانسیل معادله مثال.

{
y
′′
(x) − 4y(x) + y(x) = x

y(0) = y(π
2 ) = 0

داشت خواهیم رابطه طرفین از انتگرال�گیری با g(x) = y
′′
(x) مͬ�کنیم فرض حل.

∫ x

0
y
′′
(t)dt =

∫ x

0
g(t)dt

داشت خواهیم آن�گاه y′
(0) = α کنیم فرض

y
′
(x) − y

′
(0) =

∫ x

0
g(t)dt

y
′
(x) = α+

∫ x

0
g(t)dt

داریم ١.١.١ لم از استفاده و مجدد انتگرالͽیری با

y(x) − y(0) = αx+
∫ x

0
(x− t)g(t)dt

y(x) = αx+
∫ x

0
(x− t)g(t)dt

مͬ�کنیم استفاده y(π
2 ) = 0 شرط از α تعیین برای حال

y(
π

2
) = 0 → α(

π

2
) +

∫ π
2

0
(
π

2
− t)g(t)dt = 0

α = − 2
π

∫ π
2

0
(
π

2
− t)g(t)dt

y
′
(x) = − 2

π

∫ π
2

0
(
π

2
− t)g(t)dt+

∫ x

0
g(t)dt

g(x) +
8x
π

∫ π
2

0
(
π

2
− t)g(t)dt− 4

∫ x

0
(x− t)g(t)dt = x

نوشت مͬ�توان

g(x) +
8x
π

∫ x

0
(
π

2
− t)g(t)dt+

8x
π

∫ π
2

0
(
π

2
− t)g(t)dt− 4

∫ x

0
(x− t)g(t)dt = x



٧ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

داشت خواهيم كردن ساده از پس

g(x) +
∫ π

2

0
k(x, t)g(t)dt = x

آن در که

k(x, t) =

{
4t(π−2x)

π , 0 ≤ t ≤ x
4x(π−2t)

π , x ≤ t ≤ π
2 .

تباهیده هسته با انتگرال معادلات حل ٢.١

صورت به آنرا بتوان هرگاه مͬ�نامیم تباهیده هسته ͷی را k(t, s) تعريف.

k(t, s) =
n∑

i=1

αi(t)βi(s) (٣.١)

هستند. c[a, b] به متعلق βiها و αiها که

انتگرال معادله

λx(t) −
∫

D
k(t, s)x(s)ds = y(t), t ∈ D (۴.١)

فضای باشد. کران�دار و بسته مجموعه D مͬ�کنیم فرض مͬ�گیریم. نظر در را m ≥ 1 که D ⊂ Rm و λ ̸= 0 با

عملͽر مͬ�گیریم. نظر در ∥.∥2 مربوطه نرم با X = L2(D) گاهͬ و ∥.∥∞ نرم با X = C(D) معمولا˟ را توابع

مͬ�گیریم. نظر در X توی به X از را (۴.١) معادله به وابسته K انتگرال

کنید فرض

Kx(t) =
∫

D
k(t, s)x(s)ds

مͬ�شود نوشته ذیل عملͽری شͺل به معادله صورت این در

(λ−K)x = y (۵.١)



٨ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

تباهیده هسته�های از دنباله�ای با k(t, s) هسته تابع

kn(t, s) =
n∑

i=1

αi,n(t)βi,n(s) (۶.١)

کند صدق زیر رابطه در kn(t, s) هسته�ی به وابسته Kn انتگرال عملͽر به�طوری�که مͬ�شود تقریب

lim
n→∞

∥K −Kn∥ = 0 (٧.١)

کند. میل K به Kn یعنͬ

مͬ�شود تبدیل زیر معادله به (λ−Kn)xn = y انتگرال معادله آن�گاه باشد، (۶.١) به�صورت kn(t, s) فرضکنید

λxn(t) −
n∑

j=1

αj(t)
∫

D
βj(s)xn(s)ds = y(t), t ∈ D (٨.١)

دادن قرار با آن�گاه

cj =
∫

D
βj(s)xn(s)ds

مͬ�آید به�دست ذیل رابطه از xn جواب

xn(t) =
1
λ

y(t) +
n∑

j=1

cjαj(t)

 (٩.١)

ذیل معادلات دستگاه بنابراین مͬ�گیریم. انتگرال D روی و ضرب βi(t) در را (٨.١) طرفین {cj} تعیین برای

مͬ�آید به�دست

λci −
n∑

j=1

cj(αj , βi) = (y, βi), i = 1, 2, ..., n (١٠.١)

آن در که

(αj , βi) =
∫

D
βi(t)αj(t)dt, (y, βi) =

∫
D
βi(t)y(t)dt (١١.١)



٩ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

شرط ذیل قضیه مͬ�آید. به�دست (٩.١) رابطه�ی از انتگرال معادله جواب (١٠.١) معادلات دستگاه حل از پس

مͬ�کند. بیان را دستگاه بودن نامنفرد جهت لازم

X = L2(D) یا X = C(D) و λ ̸= 0 باشد، پوشا و ͷبه�ی�ͷی λ−Kn : X → X کنید فرض .١.٢.١ قضيه

است. نامنفرد (١٠.١) معادلات دستگاه دراین�صورت باشد. (۶.١) تباهیده هسته دارای Kn کنید فرض و

اثبات:(ر.ک.[٢])

تابع میانگین مقدار محاسبه ٣.١

محاسبه ذیل به�صورت بازه آن در f(x) تابع میانگین مقدار آن�گاه باشد، پیوسته [a, b] بازه در f(x) تابع هرگاه

مͬ�شود

f(x) =

∫ b
a f(x)dx
b− a

ذیل رابطه ͷبه�کم D ⊂ R2 کران�دار و بسته ناحیه در f(x, y) متغیره دو پیوسته تابع میانگین مقدار همچنین

مͬ�آید به�دست

f(x, y) =

∫∫
D f(x, y)dA
S(D)

مͬ�باشد. D ناحیه مساحت S(D) آن در که

باقیمانده تصحیح روش ۴.١

دستگاه واقعͬ جواب xt اگر آورده�ایم. به�دست را x(0) تقریبی جواب و نموده حل را Ax = b دستگاه فرضکنید

مͬ�کنیم تعریف ذیل به�صورت را باقیمانده بردار این�صورت در باشد،

r(0) = b−Ax(0) = Axt −Ax(0) = A(xt − x(0)) (١٢.١)

مͬ�شود نتیجه A بودن معکوس�پذیر صورت در بنابراین

xt − x(0) = A−1r(0)



١٠ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

مͬ�کنیم تعریف ذیل به�صورت را خطا بردار حال

e(0) = xt − x(0) (١٣.١)

این�صورت در

xt = x(0) + e(0) (١۴.١)

مͬ�گیریم نتیجه (١٣.١) و (١٢.١) رابطه دو از و

Ae(0) = r(0)

ͷی xt واقعͬ جواب به�جای است، توام خطا با آن محاسبه آن�جایی�که از و مͬ�شود محاسبه e(0) بدین�صورت و

نوشت مͬ�توان (١۴.١) رابطه ͷبه�کم لذا مͬ�آید. بدست x(1) مانند تقریبی جواب

x(1) = x(0) + e(0)

داریم ترتیب همین به� و است دقیق�تر x(0) از که است xt از تقریبی x(1)

x(2) = x(1) + e(1)

رابطه از e(1) مقدار

Ae(1) = r(1) = Axt −Ax(1) = b−Ax(1)

شده تعیین پیش از دقت ͷی ϵ آن در که ∥e∥ < ϵ که مͬ�یابد ادامه وقتͬ تا معمولا˟ عملیات این مͬ�شود. محاسبه

است.

پيͺارد روش ۵.١

مسئله حل با همراه مͬ�تواند ثابت نقطه�ی اين كردن پيدا است. g(x) تابع ثابت نقطه كردن پيدا برای روشͬ پيͺارد

باشد انتگرال معادله يا و ODE

y
′
= F (t, y(t)), y(t0) = y0



١١ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

انتگرال معادله با معادل كه

y(t) = y0 +
∫ t

t0

F (s, y(s))ds

عمل ذيل به�صورت پيͺارد روش با انتگرال معادله يك حل برای مͬ�باشد. پيوسته تابع يك F آن�ها در كه مͬ�باشد

مͬ�كنيم

p1(t) = y0

p2(t) = y0 +
∫ t

t0

F (s, p1(s))ds = y0 +
∫ t

t0

F (s, y0)ds

p3(t) = y0 +
∫ t

t0

F (s, p2(s))ds

...

pk+1 = y0 +
∫ t

t0

F (s, pk(s))ds

مͬ�کند. تضمین را پیͺارد روش همͽرایی زیر است.قضیه انتگرال معادله جواب از تقريبی pk(t) كه

نامنفͬ حقیقͬ عدد یعنͬ باشد، انقباضͬ نگاشت F : X −→ X و کامل متری فضای X اگر .١.۵.١ قضيه

داریم y1, y2 ∈ X هر ازای به که طوری به دارد وجود A < 1

|F (y1) − F (y2)| ≤ A|y1 − y2|

دارد. X در ثابت نقطه�ی ͷی فقط و فقط F نگاشت آنگاه

معادله برای را پيͺارد روش مثال.

y
′
= y, y(0) = 1

انتگرال معادله برای معادل به�طور یا

y(t) = 1 +
∫ t

0
y(s)ds



١٢ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

داريم مͬ�بريم. به�كار y(t) = et واقعͬ جواب با

p1(t) = 1

p2(t) = 1 +
∫ t

0
p1(s)ds = 1 +

∫ t

0
ds = 1 + t

p2(t) = 1 +
∫ t

0
p2(s)ds = 1 +

∫ t

0
(1 + s)ds = 1 + t+

t2

2

...

pk(t) = 1 + t+
t2

2
+ ...+

tk

k!

مͬ�باشد. نمايی تابع تيلور بسط همان كه

پيشرو اويلر روش ۶.١

رابطه با معمولͬ ديفرانسيل معادله حل برای روشͬ پيشرو اويلر

yn+1 = yn + hf(xn, yn)

O(h2) اويلر روش از گام هر خطای مͬ�باشد. yn = y(xn) و xn+1 = xn + h گام، طول h آن در كه است

زیرا مͬ�باشد،

y(xn + h) = yn+1 + h
dy

dx

∣∣
xn +O(h2)

= yn + hf(xn, yn) +O(h2)

کرد. مراجعه [١] به بیشتر جزئیات برای مͬ�توان



٢ فصل

والش سری

مقدمه ١.٢

يافته گسترش بسيار خطͬ غير و خطͬ فردهلم و ولترا انتگرال معادلات حل برای والش تابع روش�های اخيرا

توابع به�نام مشهور و ناپيوسته موجك�های دسته از استفاده با ديفرانسيل انتگرال معادلات عددی حل در است.

از: عبارتند آن�ها اساسͬ�ترين كه دارد وجود زيادی مزيت�های والش

هستند. ساده بسيار ساختار دارای والش توابع -١

شود. داده بسط والش توابع از سری يك به�صورت مͬ�تواند f ∈ L2[0, 1) تابع هر -٢

توابع نظير توابع انواع ساير فوريه تبديلات آوردن به�دست از راحت�تر بسيار آن�ها فوريه تبديلات آوردن به�دست -٣

است. مثلثاتͬ

مͬ�شوند(ر.ک. والش سری�های همͽرايی مرتبه افزايش باعث كه دارند وجود آسان�تری و ساده تكنيك�های -۴

.([۶]

١٣



١۴ والش سری .٢ فصل

رادماچر توابع ٢.٢

١به�صورت رادماچر توابع

r0(x) =
{

1, x ∈ [0, 1
2)

−1, x ∈ [12 1)

r0(x+ 1) = r0(x)

rk(x) = r0(2kx), k = 0, 1, 2, ...

به�صورت آن�را مͬ�توان يا ([۶] (ر.ک. مͬ�شوند تعريف

rk(x) = sign sin(π2kx) =
{

1, x ∈ ( i−1
2k ,

i
2k ) زوج i

−1, x ∈ ( i−1
2k ,

i
2k ) فرد i

rk(x)ها: اساسͬ خصوصيات . ([٧] نمود(ر.ک. تعريف

هستند. 1
2k تناوب دوره دارای -١

مͬ�گيرند. -١ و ١ ثابت مقادير -٢

.m = 0, ..., 2k − 1 آن در كه مͬ�شوند تعريف [ m
2k ,

m+1
2k ) به�صورت بازه�هايی در -٣

و هستند ثابت مقدار يك دارای بازه�ها اين از يك هر در -۴

∫ m+1

2k

m

2k

rk(x)dx = 0, m, k ≥ 0 (١.٢)

را همديͽر كه است برابر -١ مقدار با يͺبار و ١ مقدار با يͺبار دوره هر در و است 1
2k ،rk(x) تناوب دوره زيرا

داریم m = 0 به�ازای مثلا مͬ�كنند. حذف

∫ 1

2k

0
rk(x)dx =

∫ 1

2k

0
r0(2kx)dx =

1
2k

∫ 1

0
r0(t)dt

=
1
2k

(∫ 1
2

0
r0(t)dt+

∫ 1

1
2

r0(t)dt

)
=

1
2k

(∫ 1
2

0
r0(t)dt+

∫ 1
2

0
−r0(t)dt

)
= 0

١Rademacher



١۵ والش سری .٢ فصل

داريم x = 1
4 به�ازای مثلا r1(x) = r0(2x) چون است، [0, 1

2) بازه در r0 با معادل [0, 1
4) بازه در r1 نكته.

.r1(1
2) = r0(1

4)

زیرا مͬ�آيد. به�دست رادماچر تابع تعريف از آسانͬ به رابطه اين rk+m(x) = rk(2mx) -۵

rk(x) = r0(2kx), rk+m(x) = r0(2k+mx) = r0(2k2mx) = rk(2mx)

نتيجه در

rk+m(x) = rk(2mx).

والش تابع ٣.٢

شده معرفͬ تابع نوع دو آن در كه كرد تعریف Xی مجموعه�ی كرد، منتشر بار اولين برای والش كه مقاله�ای در

است.(ر.ک.[١۶])

f0(x) = 1, 0 ≤ x ≤ 1

f
(1)
1 (x) =

{
1 0 ≤ x ≤ 1

2 ,
0 1

2 ≤ x ≤ 1,
f

(2)
1 (x) =

{
1 1

2 < x ≤ 1
0 0 ≤ x < 1

2

f
(i)
k =

{
1 i−1

2k < x < i
2k i = 1, 2, ..., 2k

0 0 ≤ x < i−1
2k < i−1

2k يا i
2k < x ≤ 1 k = 1, 2, ...,∞

و

X0(x) = 1 0 ≤ x ≤ 1, X1(x) =
{

1 0 ≤ x < 1
2 ,

−1 1
2 < x ≤ 1,

X
(1)
2 (x) =

√
2 X

(2)
2 = 0 0 ≤ x < 1

4

= −
√

2 = 0 1
4 < x < 1

2

= 0 =
√

2 1
2 < x < 3

4

= 0 = −
√

2 3
4 < x ≤ 1

X
(i)
k =

√
2k−1 i−1

2k−1 < x < 2i−1
2k i = 1, 2, ..., 2k−1

= −
√

2k−1 2i−1
2k < x < i

2k−1 k = 1, 2, 3, ...
= 0 0 < x < i−1

2k−1 يا i
2k−1 < x < 1


