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  چکیده

و چه بسا اگر توزیع )  1996، اگرستی(شوند می هاي شمارشی تحت مدل پواسن تحلیل اغلب داده   

 نامه  ما در این پایان).  1983کاکس،(نادرست است استنباط استخراج شده عموما  مفروض پواسن نباشد، 

مدل رگرسیون . ایم هاي شمارشی در نظر گرفته استوار را براي تحلیل دادهپواسن رهیافت رگرسیون 

شود؛ حتی اگر فرض پواسن  به مقدار استنباط پارامترهاي رگرسیونی مطابق می پواسن بطور مجانبی 

هاي  روش استوار سازي مطرح شده در این پایان نامه یک تابع درستنمایی معقول در نمونه. برقرار نباشد

گشتاورهاي مرتبه دوم متناهی داشته   ،بزرگ براي پارامترهاي رگرسیونی با این فرض که توزیع واقعی

سازند، به ترتیب تحت توابع پیوند   می1هایی که رگرسیون پواسن را استوار تعدیل. دهد باشد، ارائه می

همچنین مطالعات شبیه سازي شده به منظور بررسی کارایی .  داده خواهند شد3 و پیوند همانی2لگاریتم

اند، ارائه  هاي غیر پواسن تولید شده یی که بطور واقعی از توزیعها مدل رگرسیون پواسن استوار براي داده

  . گردد می

  

 رگرسیون پواسن   رگرسیون پواسن، شبه درستنمایی، درستنمایی نیمرخی استوار،:هاي کلیدي واژه

   آزمون نسبت درستنمایی استوار،

 
 
 

                                                
1 Robust 
2 Log link 
3 Identity link 
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   و هدف شرح مسئله- 1-1

ترخیص روزانه  ،گیرند یمهاي شمارشی در بسیاري از کاربردهاي آماري مورد استفاده قرار  داده

هایی از این قبیل  مثال. . .   ،هاي ثبت شده تعداد زلزله ،هاي ماشین تعداد دزدي  ن از بیمارستان،بیمارا

هاي شمارشی  گیري براي داده توزیع پواسن اکثر اوقات بعنوان مدل نمونه .باشند میهاي شمارشی  داده

فرام، (باشد نمیواسن پ  هاي شمارشی،  در برخی موارد توزیع واقعی دادهعلیرغم این که، شود میفرض 

منطبق ر به مقدار واقعی پارامتبطور مجانبی باید برآورد پارامتر بدست آمده را در این حالت ). 1983

رگرسیون از  براي این منظورگردد که  می این برآورد مطرح 1 مفهوم استوارسازي،ین علتهم به .نمود

  .کنیم  میاستفادهراي برآورد پارامترهاي رگرسیونی ب 2پواسن استوار

با ها  انگین شمارشیماست که درآن  3افتهی مبطور کلی رگرسیون پواسن یک مدل خطی تعمی

 که باشد بطوري پواسن  پاسخ با توزیعمتغیر تصادفیYفرض کنید .باشد میدر ارتباط  متغیرهاي تبیینی

µ=)(YEو X 0  داریمبنابراین  باشد؛یمدل پواسن خط متغیر تبیینی xµ β β= ها ضرایب βآن ر دکه+

0log فرم  پواسنی مدل لگ خطبراي. اند رگرسیونی xµ β β=  م بسیاري از نر وشود مینظر گرفته  در +

ا هاي شمارشی ب هاي رگرسیون پواسن را براي تحلیل داده ، مدلSAS مانند GLM مرتبط با افزارهاي

چه بسا سهولت محاسبات مدل  و کنند میاجرا   انتخاب توابع پیوند که پیوندهاي لگ یا همانی هستند؛

در این پایان نامه استنباط استوار براي هدف ما  .کند ضمین نمیت آن را ، اعتبار نتایجلگ خطی پواسن

امترهاي رگرسیونی در مدل رگرسیون پواسن استوار براي استنباط در مورد پار. است هاي شمارشی داده

بنابراین در مورد صحیح بودن فرض پواسن و  است هاي شمارشی مورد استفاده قرار گرفته اغلب داده

تابع درستنمایی معقول براي  یک مجانبی   رگرسیون پواسن استوار بطورمدل. وجود ندارد نگرانی

                                                
1 Robustness 
2 Robust Poisson Regression(RPR) 
3 General linear model(GLM) 
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سازي و تعیین کامل تابع   به مشخصبنابراین ابزارهاي آماري که. گیرد پارامترهاي رگرسیونی در نظر می

  .شوند استخراج می  بر پایه تابع درستنمایی استوار ارائه شده  درستنمایی نیازمندند،
  

   تاریخچه - 1-2

اي براي  هاي رگرسیون دوجمله اي از مدل ژه   انواع وی1987در سال  2 و لاولس1984در سال  1انگل

واریانس -تصحیح روابط میانگیناختند و نشان دادند که هایی که بیش پراکنش دارند را مطرح س شمارش

هاي دیگري که به مدل وابستگی کمتري دارند  روش. براي اعتبار این دیدگاه پارامتري ضروري است

 ی معرف1989 در سال 5 و مک کولاق و نلدر1974 در سال 4 توسط ودربرن3مانند روش شبه درستنمایی

  .اند شده

دسترسی به برآورد پارامترهاي مورد علاقه  ابع درستنمایی مناسب، ت بعلت نداشتن یک"عمدتا

 نتیجه در این پایان نامه استنباط درستنمایی کامل مورد در؛ باشد  امکان پذیر نمیماکزیممدرستنمایی 

 1988گولد و لاولس در سال . کنیم  و شبه درستنمایی استفاده می6 و از درستنمایی نیمرخییستن توجه

حتی اگر توزیع خطا    با پارامتر مکانی،یهاي خط که برآوردهاي ضرایب رگرسیونی در مدلنشان دادند 

بوسیله برآوردگر واریانس  برآوردهاي واریانس معتبر. مانند یسازگار باقی م شده باشد، ن به درستی تعیین

  . بدست آید1986 در سال 7ارائه شده توسط رویال

  

                                                
1 Engel , 1984 
2 Lawless , 1987. 
3 Quasi likelihood 
4 Wedderburn , 1974 
5 Mc Cullagh & Nelder , 1989 
6 Profile likelihood 
7 Royall , 1986. 
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    ساختار- 1-3

 لذا آشنایی با این خانواده ؛باشد  یافته می تعمیم یهاي خط انواده مدلچون توزیع پواسن عضو خ

 یهاي خط در فصل دوم به بررسی خانواده مدل . پایان نامه است این یار مرتبط و پیش نیاز موضوعبس

 1972سال  در 1نلدر و ودربرن. پردازیم یکنیم م ی یاد مGLMتعمیم یافته که به اختصار از آن به عنوان 

باشند و  یه نمایی مد عمومی هستند که متعلق به خانوایهاي خط ها، مدلGLM کردند که مطرح

 و مولفه هاي تشکیل دهنده آن بررسی شده GLM در این فصل ساختار. خطاهایی با توزیع نرمال دارند

   . است گردیده ارائه2 کانونیاست و معادلات درستنمایی نیز تحت توابع پیوند همانی و پیوند

 متغیر Y کهکنیم ی فرض م.شویم یافته آشنا می تعمیم یصل سوم با رگرسیون پواسن خطدر ف

0تصادفی پواسن است و 1, ,.,.,., KX X X ) 0که در آن 1X اي از متغیرهاي پیشگو یا  مجموعه ،)=

kβββ ،رگرسورها ,...,, داراي توزیع نرمال  ε ي تصادفی خطا مجموعه پارامترهاي نامعلوم و متغیر10

0از مدل. باشدبا میانگین صفر و واریانس ثابت 
1

ln
k

t t t
t

X Xµ β β β
=

′= = +  یبعنوان مدل لگ خط ∑

0کنیم و چون داریم  یپواسن یاد م
1

( ) exp( )
k

t t
t

E Y Xµ β β
=

= = +  تابعی که میانگین را ؛ بنابراین∑

در نتیجه گوییم تابع پیوند در رگرسیون  .تابع لگاریتم است، دهد یباط م ارتها پیشگو  بهیبصورت خط

تغیر پاسخ توسط رگرسیون مها براي  هاي شمارشی یا نرخ مدل سازي داده. باشد یلگاریتم متابع پواسن 

هاي شمارشی را نیز   دادههتوان نیکویی برازش این مدل ب ی و مگیرد یافته صورت می تعمیم یپواسن خط

  . ایم  بررسی کرده،دنکن یهمچنین در این فصل سه مثال که در درك مطلب کمک شایانی م . نمودآزمون

ردازیم و تکنیک پ میدر فصل چهارم به مبحث اصلی این پایان نامه یعنی رگرسیون پواسن استوار 

کنیم و از ضریب ی میتابع درستنمایی نیمرخی را معرف
B
A  خواهیم داد برايتن توضیح ن را در مآکه 

                                                
1 Nelder & Wedderburn , 1972. 
2 Canonical link 
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همچنین با مفاهیمی چون شواهد گمراه کننده  .کنیم یدرستنمایی نیمرخی استفاده م تابع 1 کردنتعدیل

 ؛باشد یاستوار م   که تحت آن تابع درستنمایی نیمرخی، راشویم و شرایطی می آشنا 3 و ضعیف2قوي

توسط  ایم، اي را که به مدل برازش داده هافتی تعمیم یپواسن خطدر حقیقت رگرسیون . کنیم یبررسی م

سازیم و به این صورت برآورد پارامترها را تحت مدل  ی استوار م،تابع درستنمایی نیمرخی تعدیل شده

 برآورد این پارامترها بطور مجانبی به مقدار  بدین ترتیببخشیم و ی بهبود م٤"بد مشخص سازي شده"

هاي  از توزیعسازي شده  هاي شبیه ر این فصل نتایج برنامههمچنین د. گردد یمنطبق ممورد استنباط 

  . دهیم میئه اار  N=100و  N=50 را براي حجم نمونه هاي دوجمله اي منفی و وایبل

         رافسون –افته و الگوریتم نیوتنی تعمیم یهاي خط پیوست الف شامل جزئیات محاسباتی براي مدل

هاي مربوط به   در پیوست ج، دادهو است براي شبیه سازي Matlabدستورات برنامهپیوست ب . باشد می

نامه فارسی به انگلیسی  واژه  در انتها.ایم، آمده است که در فصل سوم به آن پرداخته) 1996(مثال بروکمن 

، رویال و )2005(رویال و تسوهاي  مقاله. ایم و سپس مراجع مورد استفاده در این پایان نامه را قرار داده

ي  هاي خطی تعمیم یافته و کتاب مدل) 2007(، بلوم و همکاران )2000(، رویال و تسو)2003(تسو

 اساس تالیف ،)1996سال(اي اگرستی هاي رسته اي بر تحلیل داده  و کتاب مقدمه)1937سال(مونتگمري 

 مفاهیم این کار بسته است تا بتوانده اند و گردآورنده تمام تلاش خود را ب این پایان نامه را تشکیل داده

  .ها را به بهترین صورت ممکن مورد بررسی قرار دهد مقاله

  

  

  

  

                                                
1 Adjusting 
2 Strong misleading evidence 
3 Weak misleading evidence 
4 Misspecified 
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  فصـــل دوم  
  

 خانواده مدل هاي خطی تعمیم یافته
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  مقدمه - 2-1

سازي و بررسی رابطه بین  هاي آماري است که براي مدل اي از تکنیک تحلیل رگرسیون مجموعه

1)مستقل(اي از متغیرهاي پیشگو  مجموعه وYیک متغیر پاسخ مورد علاقه 2, ,..., KX X Xباشد  می .

کاربردهاي رگرسیون گسترده بوده و تقریبا در هر زمینه کاربردي چون مهندسی و علوم مربوط به شیمی، 

ن خطی بطور گسترده هاي رگرسیو مدل. شود استفاده می. . .  فیزیک، علوم زیستی، مدیریت، اقتصاد و 

هاي تجربی براي تقریب یک رابطه تابعی پیچیده و معمولا نامعلوم بین متغیرهاي پاسخ و  بعنوان مدل

  .رود کار میه پیشگو ب

هاي خطی تعمیم یافته توسعه  هاي خطی عمومی را به مدل ، مدل1972نلدر و ودربرن در سال 

ل خطی تعمیم یافته با تابع پیوند همانی، در نظر هاي خطی عمومی بعنوان یک مورد از مد  مدل.دادند

هاي خطی عمومی هستند که متعلق به  هاي خطی تعمیم یافته، مدل  در حقیقت مدل.شود گرفته می

 1ها به فرض مشخص بودن توزیع کامل GLM. باشند و خطاهایی با توزیع نرمال دارند خانواده نمایی می

گاهی اوقات فرض توزیع کامل  هاي گسسته،  خصوصا در مسایل دادهها م نیاز دارند، اما در برخی موقعیت

 تابعی به نام تابع شبه 1974براي رفع نیاز به وجود توزیع کامل ودربرن در سال . شود محدود می

 معرفی نمود که فقط بر پایه فرض وجود گشتاور مرتبه دوم متناهی متغیر پاسخ برقرار 2درستنمایی

از روش تابع شبه درستنمایی فقط در برآورد کردن میانگین یا ضرایب . 3)1996استفورد،(باشد می

سازد تا یک  هاي خطی تعمیم یافته این امکان را فراهم می  خانواده مدل.کنیم  رگرسیونی استفاده می

  .ها به کار ببریم الگوریتم عمومی براي برآورد درستنمایی ماکزیمم در تمام این مدل

باشد  لازم می  خطی تعمیم یافته است، هاي واسن یک حالت خاص از مدلاز آنجایی که رگرسیون پ

 براي این منظور با خانواده. هاي خطی تعمیم یافته بپردازیم ي فصل به معرفی خانواده مدلتا در ابتدا
                                                
1 Full Distribution 
2 Quasi Likelihood(QL) 
3 Srafford,1996. 
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 و معادلات درستنمایی در این  هاي خطی تعمیم یافته شویم و سپس به معرفی خانواده مدل مینمایی آشنا 

  . پردازیم ده میخانوا

  هاي خطی  مدل-2-2

در . بندي کرد هاي احتمالی رده هاي قطعی و مدل ها را به دو دسته مدل توان مدل بطور کلی می

ها  شوند که این نوع مدل تعریف می اي از معادلات دقیق  ها اغلب بوسیله مجموعه هاي قطعی پاسخ مدل

)ن اهمقانو. روند بطور گسترده در علوم مهندسی بکار می )E IR=هایی از   یا انرژي پتانسیل مثال

دهند؛ زیرا مدل یا  ها تغییرپذیري را نشان می هاي احتمالی پاسخ در مدل. روند هاي قطعی به شمار می مدل

  .شوند یا این که به نوعی با خطاهاي تصادفی سر و کار دارند عناصر تصادفی را شامل می

  :شوند باشد که بصورت زیر بیان می هاي خطی می هاي احتمالی مدل دلمهمترین رده از م

)2-1(                                                  0 1 1 2 2 ... k kY X X Xβ β β β ε= + + + + +  

0یشگو،هاي رگرسور یا پ اي از متغیر ها مجموعهX متغیر پاسخ،Yکه در آن 1, ,..., kβ β β مجموعه 

,0)2با توزیعεپارامترهاي نامعلوم و )N σ را اغلب )1-2(معادله شماره . جمله خطاي تصادفی است 

دل جمله خطا داراي میانگین صفر است؛ بنابراین میانگین پاسخ در م. نامیم مدل رگرسیون خطی می

  :رگرسیون خطی عبارتست از

)2-2(                                                        0 1 1 2 2( ) ... k kE Y x x xβ β β β= + + + +  

گویند که در آن میانگین پاسخ یک تابع خطی از پارامترهاي   را به این خاطر مدل خطی می)2-2(معادله 

0مجهول 1, ,..., kβ β βباشد  می.  

ها  که این مدل  دلیل اول این. اي رگرسیون خطی به دلایل گوناگونی کاربرد وسیعی دارنده مدل

)یعنی اگر. ترند ها براي روابط تابعی پیچیده اي هاي طبیعی چند جمله تقریب ) ( )E Y f X= رابطه دقیق یا 
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 0xاي مانند  ر این رابطه در نقطهقطعی بین متغیر پاسخ و متغیر پیشگو باشد، آنگاه تقریب اول سري تیلو

  .دآی بدست می) 3-2(با رابطه 

)2-3(                                                   
0

0 0

0 1 0

( )( ) ( ) ( )

( )
x x

df xE Y f x x x R
dx

x xβ β
=

≅ + − +

≅ + −

  

 Kوقتی. یک متغیري است یک الگوي رگرسیون خطی  )بجز جمله خطا (Rکه صرفنظر از باقیمانده

 متغیري منجر Kمتغیر پیشگو داشته باشیم، تقریب مرتبه اول تیلور مستقیما به یک مدل رگرسیونی خطی

ها  اي بعنوان تقریب چندجمله ) آمیزي بطور موفقیت(چون اغلب از الگوهاي رگرسیون خطی . شود می

دومین دلیل استفاده از . نامند هاي تجربی می ها را مدل ل شود، لذا بعضی اوقات این مد اده میاستف

0هاي رگرسیون خطی این است که از طریق آنها پارامترهاي مجهول مدل یعنی  مدل 1, ,..., kβ β β مستقیما 

هاي   مدل رگرسیون خطی که روشدر این بخش به دو روش مهم برآورد پارامترها براي .شوند برآورد می

همچنین نقش مهم توزیع . نماییم  هستند، اشاره می2 و درستنمایی ماکزیمم1کمترین مربعات معمولی

  .کنیم نرمال در رگرسیون خطی را یادآوري می

  برآورد پارامترها به روش کمترین مربعات 

ه گرسیون خطی چندگانه بروش کمترین مربعات نوعا براي برآورد ضرایب رگرسیون در یک مدل ر

knکنیم  فرض می. رود کار می 1 بصورت Y مشاهده از متغیر پاسخ< 2, ,..., ny y yبراي هر پاسخ.  داریم 

 txام متغیرi مشاهده itxکنیم   یک مشاهده براي هر متغیر پیشگو داریم و فرض میiyمشاهده شده 

} و2σ در مدل را داراي میانگین صفر و واریانس ثابت εجمله خطاي. باشد }iεرا متغیرهاي تصادفی  

  .نویسیم می) 4-2(را بر حسب مشاهدات بصورت معادله ) 1-2(معادله . کنیم ناهمبسته فرض می

                                                
1 Ordinary Least Square 
2 Maximum Likelihood 
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)2-4                                              (
iit

k

t
t

iikkiii

x

xxxy

εββ

εββββ

++=

+++++=

∑
=1

0

22110 ...
  

    iεعات خطاهايکند که مجموع مرب ها را در معادله بالا طوري انتخاب میβروش کمترین مربعات،

  :ها بصورت زیر استβبرآورد کمترین مربعات . مینیمم شود

)2-5                                                                                 (1( )b XX XY−′ ′=  

   درستنمایی ماکزیمم برآورد پارامترها به روش

از روش کمترین مربعات براي برآورد پارامترهاي یک مدل رگرسیون خطی بدون در نظر گرفتن 

اگر شکل توزیع پاسخ معلوم باشد، آنگاه از روش . توان استفاده کرد  میYشکل توزیع متغیر پاسخ 

  . توانیم استفاده کنیم نام درستنمایی ماکزیمم می برآورد دیگري به 

Yمدل رگرسیون خطی  Xβ ε= کنیم خطاها در این مدل داراي  فرض می. گیریم  را در نظر می+

ونه  در نمiyدر این صورت مشاهده .  باشند2σتوزیع نرمال مستقل با میانگین صفر و واریانس ثابت

1( , ,..., )i i iky x xداراي توزیع نرمال مستقل با میانگین ∑
=

+
k

t
itt x

1
0 ββ2 و واریانسσتابع .  خواهد بود

اگر این توزیع توام را با مشاهدات داده شده . کنیم درستنمایی را از توزیع احتمال توام مشاهدات پیدا می

  :هول در نظر بگیریم؛ آنگاه تابع درستنمایی را بصورت زیر داریمو پارامترهاي مج

)2-6                           ([ ]2
2 / 2 2

1 1( , , ) exp ( ) ( )
(2 ) 2nL y y x y xβ σ β β

πσ σ
− ′= − − 

 
  

هستند که تابع درستنمایی را  2σ  وβبرآوردگرهاي درستنمایی ماکزیمم مقادیري از پارامترهاي

 معادل ماکزیمم کردن تابع لگاریتم درستنمایی یعنی Lماکزیمم کردن تابع درستنمایی. کنند ماکزیمم می

ln L تابع لگاریتم درستنمایی بصورت زیر است .باشد می:  

)2-7           ([ ]2 2
2

1ln ( , , ) ln(2 ) ln( ) ( ) ( )
2 2 2
n nL y y x y xβ σ π σ β β

σ
− ′  = − − − −   
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اگر از تابع لگاریتم درستنمایی نسبت به . نامند  می "تابع امتیاز"درستنمایی را مشتق تابع لگاریتم 

  : مشتقات جزیی گرفته و مساوي صفر قرار دهیم خواهیم داشت2σ وβ پارامترهاي

)2-8                                                      (                      2

1 ( ) 0X Y Xβ
σ

′ − =  

kkدستگاه معادلات  برآوردگر درستنمایی . نامند می 1"معادلات امتیاز درستنمایی ماکزیمم" بالا را ×

  .ماکزیمم، پاسخ دستگاه معادلات امتیاز است

)2-9        (                                                                         1( )XX XYβ −′ ′=  

  :آید  بصورت زیر بدست می2σبرآوردگر  مشتق بگیریم و مساوي صفر قرار دهیم، 2σاگر نسبت به

)2-10                                                       (         2 1ˆ ( ) ( )Y X Y X
n

σ β β′= − −  

بطور کلی برآوردگرهاي درستنمایی ماکزیمم نسبت به برآوردگرهاي کمترین مربعات داراي خواص 

مثلا . شود باشد که براي آنها در نظر گرفته می هاي اضافی می آماري بهتري هستند که بخاطر فرض

ن توزیع مشاهدات دارند ولی در روش برآورد برآوردگرهاي درستنمایی ماکزیمم نیاز به نرمال بود

برآوردگرهاي درستنمایی ماکزیمم نااریب یا بطور . کمترین مربعات برقراري این فرض لازم نیست

هاي بسنده را  اي از آماره شوند و نیز مجموعه  با افزایش حجم نمونه نااریب میکهمجانبی نااریب هستند 

     .دهند و سازگارند تشکیل می

  ها   توزیعخانواده نمایی -2-3

 تعاریف

باشد، لذا ضروري است که در ابتدا با این   میGLMها یک مفهوم مهم در  چون خانواده نمایی توزیع

  .خانواده بیشتر آشنا شویم

                                                
1 Score Equations Maximum Likelihood 
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هستند که آن را  Y اعضاي خانواده نمایی همگی داراي تابع چگالی احتمال براي پاسخ مشاهده شده

  :دهیم نشان می) 11-2(به فرم ارائه شده در 

) 2-11 (                                                ( )( ; , ) exp{ ( , )}
( )

y bf y c y
a

θ θ
θ

−
Ψ = + Ψ

Ψ
  

بطور . پارامتر پراکندگی نام داردΨ پارامتر مکان وθ . توابعی مشخص هستند(.)c و (.)b و (.)aکه در آن 

  .باشند متعلق به این خانواده می. . . اي، پواسن، نرمال و  هاي دوجمله مثال توزیع

  : را در نظر بگیرید که2σ و μ با پارامترهاي Yبعنوان مثال تابع چگالی احتمال متغیر تصادفی نرمال

                                                   
2

2

1 [ ]( ; , ) exp
22
yf y µ

µ σ
σσ π

 − −
=  

 
  

                                       
2 2

2
2 2

1 1exp{ ( ) [ ln(2 )]}
2 2

yy µ
µ πσ

σ σ
= − − +  

θبنویسیم، ) 11-2(اگر تابع چگالی فوق را به صورت ارائه شده در  µ=، 2( ) / 2b θ µ=،( )a Ψ = Ψ ،

2σΨ و=
2

2
2( , ) 1/ 2[ ln(2 )]yc y πσ

σ
Ψ = − θشود که در آن   نتیجه می.+ µ= 2و  پارامتر مکانσΨ =    

  .باشند پارامتر پراکندگی می

  :گیریم  را در نظر میμ  با توزیع پواسن و پارامترYمتغیر تصادفی براي توزیع گسسته، 

                                        ( ; ) exp{ ln ln !}
!

yef y y y
y

µ µ
µ µ µ

−

= = − −  

  : داریمدر نتیجه

lnθ µ=، ( )b eθθ )و= , ) ln( !)c y yΨ = 1Ψ و پارامتر پراکندگیµ پارامتر مکانی.−   . است=

 بصورتL(θ)اگر
1

( ) ( ; )
n

i
i

L f yθ θ
=

= توان  به سادگی می  باشد؛ f(y)، تابع درستنمایی براي تابع چگالی∏

  :نشان داد که

)2-12                          (                                                     0))(ln( =
∂

∂
θ

θLE  
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)2-13 (                                                      0))(ln())(ln( 2
2

2

=
∂

∂
+

∂
∂

θ
θ

θ
θ LELE  

 :آیند  گیري زیر بدست می این نتایج خواص خوبی از تابع درستنمایی هستند که بوسیله دیفرانسیل

                                                                                   ( ; , ) 1i i if y dyθ Ψ ≡∫  

 .شود ثابت در نظر گرفته می Ψدر آن پارامتر پراکندگی

)(ln)(با قرار دادن تابع لگ درستنمایی   ii Ll θθ   آید  به صورت زیر بدست می=

                                                         ( )( ; ) ( , )
( )

i i i
i i i

y bl y c y
a

θ θ
θ

−
= + Ψ

Ψ
  

  : داریم، مشتق بگیریمiθاگر از تابع فوق نسبت به 

                                                                    { }1 ( )
( ) i i

i

l y b
a

θ
θ
∂ ′= −
∂ Ψ

  

                                                                                 
2

2

( )
( )

i

i

bl
a

θ
θ

′′−∂
=

∂ Ψ
  

  داریم ) 13-2( و )12-2(با توجه به 

                                                  { }1 ( ) ( ) 0
( ) i i

i

lE E Y b
a

θ
θ

 ∂ ′= − = ∂ Ψ 
  

   دهد که نتیجه می

)2-14                                  (                                                    ( ) ( )i iE Y b θ′=  

)(،)11-2( بنابراین در خانواده نمایی به فرم iYE آید بدست می )14-2( از رابطه.  

                                                    :                         همچنین
2

2
20 ( ) ( )

i i

l lE E
θ θ
∂ ∂

= +
∂ ∂

  

                                                  
2 2

2

( ) ( ) 2 ( )( )
( ) ( )

i i i i ib Y b b YE
a a

θ θ θ′′ ′ ′− + −
= +

Ψ Ψ
 

                                      
2 2

2

( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )
( )

i i i i ib a E Y b b E Y
a

θ θ θ′′ ′ ′− Ψ + + −
=

Ψ
 

2و این که ) 14-2(با توجه به  2( ) ( )i ib E Yθ′ =  
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                                      2 2 20 ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( )i i i ib a E Y E Y E Yθ′′= − Ψ + + −  

                                           
2 2

2 2

0 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) var( )

i i i

i i i i

b a E Y E Y

b a E Y E Y Y

θ

θ

′′= − Ψ + −

′′ Ψ = − =

  

  .بریم در نتیجه فرمول زیر را براي پیدا کردن واریانس در خانواده نمایی به کار می

)2-15 (                                                            var( ) ( ) ( )i iY b aθ′′= Ψ  

  :با توجه به روابط اخیر خواهیم داشتو نیز 

                                    2

2

( )( ) ( )

( )var( ) ( ) ( ) ( ) ( )

dbE Y b
d

d b dY a b a a
d d

θ
µ θ

θ
θ µ

θ
θ θ

′= = =

′′= Ψ = Ψ = Ψ
 

وابسته بودن واریانس  µاندیسباشد که  Y واریانس پاسخΨa ،µvar)(فرض کنید بدون در نظر گرفتن

  :به این ترتیب. دهد ش را نشان میپاسخ به میانگین

                                               
2

2

var( ) ( )var ( )
( )

Y d bb
a dµ

µ θ
θ

θ θ
∂′′= = = =

Ψ ∂
  

1                                                                                          درنتیجه
var

d
d µ

θ
µ

=  

  .هاي نرمال یا پواسن بررسی کرد  راي توزیعتوان به آسانی ب  این نتایج را می

  :در توزیع نرمال به فرم خانواده نمایی داشتیم که

θ µ=                                           
2

( )
2

b µ
θ =                                2( )a σΨ =  

  : داریم هاي ارائه شده،  فرمولو همچنین با استفاده از 

( )( ) dbE Y
d

θ
µ

θ
= =                                                     

2
2

2

( )var( ) ( )d bY a
d

θ
σ

θ
= Ψ =  

  : نشان دادیم کهبراي توزیع پواسن در فرم خانواده نمایی 

ln exp( )θ µ µ θ= ⇒ =         ،  ( )b θ µ=     ،   ( ) 1a Ψ =     ،    ( , ) ln !c y yΨ = −  
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                                                                 ( ) ( )( ) db db dE Y
d d d

θ θ µ
θ µ θ

= = 

µθ چون
θ
µ

== )exp(
d
dاست، لذا واریانس توزیع پواسن عبارت است از µµ =×= 1)(YVar که در 

  .زیع پواسن استواقع همان میانگین تو

  

  هاي خطی تعمیم یافته  خانواده مدل-2-4

  تعاریف -2-4-1

واضح است که وقتی با الگوهاي رگرسیون خطی و غیر خطی سر و کار داریم، توزیع نرمال نقش 

هاي رگرسیون خطی و غیر خطی  هاي استنباطی مربوط به مدل در حقیقت در روش. کند محوري ایفا می

کند؛ اما موارد زیادي وجود دارند که در   از توزیع نرمال تبعیت میYغیر پاسخ فرض بر این است که مت

  مانند زمانی که متغیر پاسخ یک متغیر گسسته نظیر . آنها این فرض حتی بصورت تقریبی هم برقرار نیست

 ها، بیمارانی با امراض  چون آسیب"هاي نادر پیشامد"ها یا  ما اغلب با شمارش عیب. یک شمارش باشد

  .  شویم مواجه می. . . خاص، زلزله و 

متغیر پیشگو و تابعی از میانگین  k+1سازي رابطه بین  هاي خطی تعمیم یافته یک تکنیک براي مدل مدل

، به Y، )(YE=µکند مقدار مورد انتظار متغیر پاسخ    است که بیان میYمتغیر پاسخ گسسته یا پیوسته

kkریق رابطهمتغیرهاي پیشگو از ط XXXYE ββββ ++++= ...)( الگوهاي  . وابسته است 22110

راي برازش الگوهاي رگرسیون بکنند،  تعمیم یافته که از توزیع بسیار جامع خانواده نمایی پیروي می خطی

هندسی  پواسن،  اي،  دوجمله هایی چون نرمال،  توزیع. اند هاي پاسخ یک متغیري توسعه داده شده به داده

  . متعلق به خانواده نمایی هستند. . .   ا ،گام نمایی، 
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  هاي خطی تعمیم یافته  هاي مدل  مولفه-2-4-2

  :اند هاي خطی تعمیم یافته از سه مولفه تشکیل شده مدل

  مولفه تصادفی 

  .سازد کند و توزیع آن را مشخص می مولفه تصادفی متغیر پاسخ را تعریف می

1مشاهدات  2, ,.,.,., ny y y1هاي متغیرهاي پاسخ مستقل و همتوزیع ته که یاف 2, ,.,.,., nY Y Y هستند را در 

 و انتخاب یک توزیع آماري براي Y، تعیین متغیر پاسخ GLMمنظور از مولفه تصادفی . گیریم نظر می

1 2, ,.,.,., nY Y Yتی که براي مثال در حال. توزیع مولفه تصادفی ممکن است گسسته یا پیوسته باشد.  است

ها در تعدادي آزمایش باشند،  و یا تعداد موفقیت) براي مثال شکست یا پیروزي(دودویی  Yiبرآمدهاي 

اگر مشاهدات پیوسته باشند، بهتر است از توزیع . شود اي در نظر گرفته می توزیع مولفه تصادفی دوجمله

  توان توزیع مولفه  ر متغیر پاسخ میبنابراین با توجه به ساختا. نرمال بعنوان مولفه تصادفی استفاده کنیم

0 براي مثال در الگوي رگرسیون خطی. تصادفی را انتخاب کرد 1 1 2 2 ... k kY X X Xβ β β β ε= + + + + + 

  :تابع پاسخ نرمال بوده و پیشگوي خطی عبارت است از

)2-16.                                                   (0 1 1 2 2 ...t k kX X X Xβ β β β′ = + + + +  

   مولفه سیستماتیک

مولفه سیستماتیک در مدل خطی تعمیم یافته یک پیشگوي خطی است و متغیرهاي استفاده شده در مدل 

  .شود را که بعنوان متغیرهاي پیشگو هستند شامل می

)ها مقدار GLMدر  )E Y µ=در هنگام ارائه معادله، . کند با تغییر سطوح متغیرهاي تبیینی تغییر می

به عبارت دیگر . گیرند یینی بصورت خطی تحت عنوان پیشگو در طرف راست مدل قرار میمتغیرهاي تب

0مولفه سیستماتیک 1 1 ...t k kX X Xβ β β′ = + + }هایی که نقش ، متغیر+ }jX ،در مدل را به عهده دارند

  .کند تعیین می


