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୏وردگارا...

را جانم گرفته�ی غبار آینه�ی و دهم انجام شایستگͬ به را نعمت�هایت شͺر مͬ�توانم که توست مهربانͬ پناه در

را خویش قامت لحظه به لحظه که رسم آن�جا به عاشقانه تکرارهای در نامت زمزمه�های طنین با و نمایم تطهیر

بخواهم و بجویم هدایت طریق عارفانه تسبیح�های این طواف در و گزارم بسیار سجده�های و بشͺنم برابرت در

گردانͬ. حفظ گناه و تباهͬ بازیچه�ی از مرا تا

من از گویاتر و مͬ�شنوم تو سخن که کیست من از شنواتر و مͬ�بینم را تو که کیست من از بیناتر امروز الهͬ!

دارم. را تو که کیست من از داراتر و مͬ�گویم سخن تو از که کیست

است: این تو درگاه به دعایم پرودگارا!

سازم. بخش ثمر ،ͷکم و خدمت در را خود عشق تا فرما ارزانͬ من به نیرویی

تو رضای و خواسته�ها تسلیم محبت نهایت و عشق کمال روی از را خود توان و نیرو تا بخشا من به قدرتͬ و

کنم.

. بیفزای نادانیم بر شدم، نادان�تر دانستم چه هر الهͬ!

঒ࡣت اඛ঺ඟ໋ھاଌୃنඛ঺ھایانॴوم،بازকم೯دا

اوجا಻ඎিن৳مام৯دا૛তه�୓یૼنا॥ت.



චاری... ণپاس໋�

و داشته�ها تمام نکنم، فراموش و باشم شͺرگزار شادی لحظه�های در آموخت من به که را خداوندی سپاس

است رفتنͬ غم�ها همه�ی که باشم صبور اندوهم لحظه�های در که آموخت و اوست بی�منت لطف از دانسته�هایم

باشد. الهͬ حͺمت و تقدیر مطیع که است کسͬ سربلند و

نرسیدم. که رسیدم و نفهمیدم، که فهمیدم که شͺرت الهͬ

بذل بی�دريغ، حمايتهای از مͬ�دانم واجب برخود است شده آماده حاضر، پایان�نامه�ی که الهͬ لطف پاس به اينک

نمايم. سپاس�گزاری آقازاده ناصر دكتر آقای جناب راهنمایم استاد مساعدت�های و توجه

و دارم. را تشͺر کمال گرفتند، عهده به را پایان�نامه این مطالعه و مشاوره که رنجبر، مجتبی دكتر آقای جناب از

گرفتند. برعهده را تحقيق اين داوری و فرموده زحمت قبول كه سپاسͽزارم نیز لͺستانͬ مهرداد دكتر آقای از

و علم کسب راه در صبوری�هایشان و مهربانͬ سایه زیر توانستم که عزیزم مادر و پدر دستان بر مͬ�زنم بوسه و

و بی�دریغ کم�ͷهای پاس به عزیزم، خواهران و برادران از مͬ�کنم تشͺر همچنین بودند. کنارم بردارم قدم دانش

بودند. من پشتیبان بهترین که بی�پایانشان، دلͽرمͬ�های

سنگدهͬ محمدی صدیقه

١٣٩٠ ماه شهریور



چͺيده

و ديفرانسيل معادلات انواع حل برای هموتوپی اختلال و هموتوپی آناليز روش�های ابتدا پايان�نامه اين در

دو اين سپس است. شده آورده روش دو اين برای اصلاحاتͬ همچنين و است شده برده كار به انتگرال معادلات

شده�اند. مقايسه

سری همͽرايی تنظيم و كنترل برای ساده�ای راه ليائو، پيشنهادی روش تحليلͬ، روش�های همه�ی از متفاوت

مͬ�باشد. كارا و ساده روش يك هͬ پيشنهادی روش و مͬ�كند ايجاد جواب

است. شده آورده مͬ�گيرند، قرار استفاده مورد بعدی فصل�های در كه مقدماتͬ مطالب و تعاريف اول فصل در

و ديفرانسيل معادلات حل برای آن�ها كاربرد و روش برای اصلاحاتͬ و هموتوپی آناليز روش دوم فصل در

است. شده ارائه انتگرال معادلات

و ديفرانسيل معادلات حل برای آن�ها كاربرد و روش برای اصلاحاتͬ و هموتوپی اختلال روش سوم فصل در

است. شده ارائه انتگرال، معادلات

شده�اند. مقايسه باهم هموتوپی اختلال و هموتوپی آناليز روش دو چهارم فصل در

هموتوپی آناليز روش هموتوپی، اختلال روش انتگرال، معادله دیفرانسیل، معادله واژه�ها: كليد
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١ فصل

اولیه تعاریف و مفاهیم

فرمول�های از بسیاری مͬ�آیند. دست به مهندسͬ و ͬͺفیزی مسائل در و واقعͬ زندگͬ از معمولا ریاضͬ مدل�های

تبدیل ... و انتگرال-دیفرانسیل معادلات معمولͬ، و جزئͬ دیفرانسیل معادلات به ͬͺفیزی پدیده�های ریاضͬ

معادلات این معمولا مͬ�آیند. دست به و... بیولوژی مدل�های سیال، ͷدینامی در اغلب معادلات این مͬ�شوند.

نظر مورد محاسبات آوریم دست به دقیقͬ جواب اگر حتͬ شوند. حل دقیق طور به که هستند آن از پیچیده�تر

آدومیان، تجزیه روش تابعͬ، روش مانند تقریبی تحلیلͬ روش�های برخͬ البته باشد. پیچیده خیلͬ است ممͺن

مͬ�شوند. پیشنهاد معادلات این حل برای ... و هموتوپی اختلال روش هموتوپی، آنالیز روش

هموتوپی آنالیز روش نام به تحلیلͬ، روش ͷی ساخت برای را هموتوپی اساسͬ نظریات ١ لیائو ١٩٩٢ سال در

داد انجام روش این روی اصلاحاتͬ ١٩٩٩ و ١٩٩٧ سال�های در و [٢۴] کرد بیان غیرخطͬ مسائل حل برای

کرد[٢٠]. ارائه هموتوپی آنالیز بر مقدمه�ای نام با را خود کتاب ٢٠٠۴ سال در و ،[١٩]

لیاپونف، مصنوعͬ ͷکوچ پارامتر هموتوپی، اختلال روش�های که است کلͬ روش ͷی هموتوپی آنالیز روش

خطͬ دیفرانسیل معادلات مختلف انواع حل در روش، این هستند. آن از خاصͬ حالت�های ... و آدومیان تجزیه

مͬ�دهد. بالا دقت با جواب�هایی و است سودمند و کارا غیرخطͬ و خطͬ انتگرال معادلات و غیرخطͬ و

مسائل حل برای تحلیلͬ تکنی�ͷهای به مهندسین و دانشمندان غیرخطͬ، مسائل توسعه�ی با اخیر، دهه�های در

اما مͬ�شود برده کار به روشاختلال تکنی�ͷهای موارد از بسیاری در کرده�اند. پیدا فراوانͬ علاقه خطͬ غیر و خطͬ

روش�های همه تقریبا این�که جمله از است محدودیت�هایی دارای نیز روش این تحلیلͬ، تکنی�ͷهای دیͽر همانند

مسائل اکثر در ولͬ مͬ�شوند گذاری پایه باشد، داشته وجود معادله در باید کوچͷکه پارامتر ͷبراساسی اختلال

خاصͬ تکنی�ͷهای نیازمند مسئله به ͷکوچ پارامتر کردن وارد همچنین و ندارد وجود ͷکوچ پارامتر غیرخطͬ

نامناسب انتخاب ͷی و برساند، ایده�آل نتیجه�ی به را ما مͬ�تواند ͷکوچ پارامتر�های مناسب انتخاب ͷی است.

است. مسئله در ͷکوچ پارامتر ͷی ایجاد از ناشͬ نواقص، این است بدیهͬ داشت. خواهد نتیجه در بدی تاثیر

١S. Liao

١



٢ اولیه تعاریف و مفاهیم .١ فصل

.[١٢] کرد معرفͬ را هموتوپی اختلال روش ٢ هͬ جͬ�هوان ١٩٩٨ سال در محدودیت�هایی، چنین رفع برای

ͷی با هموتوپی ͷی توپولوژی در هموتوپی طبق روش این در ندارد معادله در ͷکوچ پارامتر به نیاز روش این

واقع در روش این مͬ�شود. فرض ͷکوچ پارامتر ͷی صورت به پارامتر این و مͬ�شود ساخته p ∈ [٠,١] پارامتر

غیرخطͬ و خطͬ انتگرال معادلات و دیفرانسیل معادلات حل در که مͬ�باشد اختلال روش و هموتوپی ترکیب

دانشمندان از بسیاری توسط غیرخطͬ مسائل اکثر حل برای اخیر سال�های در روش این کاراست. و سودمند

است. گرفته قرار استفاده مورد

مͭ�پردازيم. مͭ�شود، نياز آن�ها به بعدى فصل�هاى در كه قضايايى و تعاريف بيان به فصل اين در

است زیر صورت به خطͬ انتگرال معادله کلͬ حالت در .١.١ تعریف

h(x)g(x) = f(x) + λ

∫
a

k(x, t)g(t)dt (١.١)

مجهول g تابع و معلومند توابعͬ ،k کرنل و h و f توابع و باشد. ثابت یا متغیر است ممͺن بالا کران آن در که

مͬ�باشد.

فردهلم انتگرال معادله در است. bثابت عدد ،(١.١ ) معادله�ی در انتگرال بالای کران فردهلم، انتگرال معادله در

مͬ�باشد. h(x) = ١ دوم، نوع فردهلم انتگرال معادله در و h(x) = ٠ اول، نوع

مͬ�آید. دست به ولترا انتگرال معادله دهیم، قرار b = x فردهلم انتگرال معادله در اگر

ناميده ͷهموتوپی Y به X از g و f نگاشت دو باشند، ͷتوپولوژي فضاهاى Y و X كنيد فرض .٢.١ تعریف

باشيم داشته x هر ازاى به كه طورى به باشد، داشته وجود Y به X × [٠,١] از F نگاشت ͷي اگر مͭ�شوند،

F (x,٠) = f(x), F (x,١) = g(x),

است. g به f از هموتوپى ͷي�F اين�جا در

ͷي نرمش وسيله��ى به شده تعريف متر Xبا گاه هر گويند، باناخ فضاى را X نرم�دار خطͭ فضاى تعریف٣.١.

باشد. تام فضاى

کنید فرض ثابت): نقطه (قضيه .۴.١ قضیه

باشد. باناخ فضای ͷی X (i)

باشد. X → X از نگاشت ͷی T (ii)

(٠ 6 θ 6 ١ انقباض ضرائب (با باشد. انقباض نگاشت ͷی d̄(x٠, r) گوی در T (iii)
١

١−θ∥x١ − x٠∥ = r٠ 6 r (iv)

٢J. He



٣ اولیه تعاریف و مفاهیم .١ فصل

آن�گاه

است. d̄(x٠, r) گوی درون ،x̃ فرد به منحصر ثابت نقطه دارای T (١)

همͽراست. x̃ثابت نقطه به xn = Txn−١ دنباله�ی n = ١,٢,٣, . . . ازای به (٢)

||xn − x̃|| 6 θnr٠ (٣)

.[٣١] اثبات.

سرى بسط صورت اين در باشد a نقطه�ى در بالا مراتب مشتقات داراى f(x) تابع كنيد فرض .۵.١ تعریف

مͭ�باشد زير صورت به نقطه اين در آن تيلور

f(x) = f(a) +
f ′(a)

١! (x− a) +
f ′′(a)

٢! (x− a)٢ +
f ′′′(a)

٣! (x− a)٣ + . . . =
∞∑

n=٠

f (n)(a)

n!
(x− a)n

مͭ�شود تعريف زير صورت به متغير يك از بيش با توابعͭ براى تيلور سرى

F (x١, x٢, . . . , xd) =
∞∑

n٠=١
· · ·

∞∑
nd=٠

(x١ − a١)
n١ . . . (xd − ad)

nd

n١! . . . nd!

( ∂n١+...+nd

∂x
n١
١ . . . ∂xnd

d

)
(a١, . . . ad)

در باشد، داشته متناهͭ +n)ام ١) مرتبه�ى مشتق x٠ نقطه ͭͽهمساي در �f تابع اگر تيلور): (قضيه .۶.١ قضیه

صورت به ،ͭͽهمساي اين به متعلق نقطه هر در f مقدار صورت اين

f(x) = f(x٠) + (x− x٠)f
′(x٠) +

١
٢! (x− x٠)

٢f ′′(x٠) + . . .+
١
n!
(x− x٠)

nf (n)(x٠) +Rn(x),

آن در كه مͭ�آيد، دست به

Rn(x) =
١

(n+ ١)! (x− x٠)
n+١f (n+١)(ξ),

f (k)(x٠) =
dkf

dxk

∣∣∣
x=x٠

است. x٠ و x بين نقطه�اى ξ و

صورت به fg حاصل�ضرب تابع ،n مرتبه�ى مشتق باشند. n مرتبه پذير مشتق تابع دو g و f اگر .٧.١ تعریف

مͭ�آيد دست به زير

(fg)(n) =
n∑

k=٠

(
n

k

)
f (k)g(n−k)

گويند. نيتز لايب قاعده�ی روش، اين به

به شوارتز نامساوى آنگاه باشند [٠,١] بازه در حقيقͭ انتگرال�پذير تابع دو ψ٢ و ψ١ كنيد فرض .٨.١ تعریف



۴ اولیه تعاریف و مفاهیم .١ فصل

مͭ�شود تعريف زير صورت

[ ∫ b

a

ψ١(x)ψ٢(x)dx
]
6
∫ b

a

[
ψ١(x)

]٢
dx

∫ b

a

[
ψ٢(x)

]٢
dx



٢ فصل

هموتوپی آنالیز روش

هموتوپی آنالیز روش ساختار ١.٢

بͽیرید نظر در را زیر دیفرانسیل معادله

A[u(t)] = ٠, (١.٢)

اولیه�ی تقریب u٠(t) کنید فرض مͬ�باشد. مجهول تابع ،u(t) و زمان نمایشͽر t غیرخطͬ، عملͽر A آن در که

باشد زیر ویژگͬ با ͬͺکم خطͬ عملͽر L و u(t)

Lf = ٠ =⇒ f = ٠ (٢.٢)

مͬ�دهیم تشͺیل زیر صورت به را هموتوپی آن�گاه

H̃[ϕ(t; q); q] = (١ − q)L[ϕ(t; q)− u٠(t)] + qA[ϕ(t; q)], (٣.٢)

و است q و t حسب بر تابعͬ ،ϕ(t; q) و مͬ�شود نامیده تعبیه پارامتر یا هموتوپی پارامتر q ∈ [٠,١]، آن در که

Lداریم. خطͬ عملͽر و u٠ اولیه�ی تقریب انتخاب برای زیادی آزادی

داریم (٣.٢) رابطه�ی از باشد، q = ٠ وقتͬ

H̃[ϕ(t; q); q]
∣∣
q=٠ = L[ϕ(t; q)− u٠(t)]

∣∣
q=٠,

۵



۶ هموتوپی آنالیز روش .٢ فصل

،(٢.٢) رابطه�ی به توجه با

ϕ(t; ٠) = u٠(t)

است زیر معادله�ی جواب

H̃[ϕ(t; q); q]|q=٠ = ٠

داریم (٣.٢) رابطه�ی از باشد، q = ١ وقتͬ و

H̃[ϕ(t; q); q]|q=١ = A[ϕ(t; ١)]

،(١.٢) رابطه�ی به توجه با

ϕ(t; ١) = u(t)

است زیر معادله�ی جواب

H̃[ϕ(t; q); q]
∣∣
q=١ = ٠

،H̃[ϕ(t; q); q] = ٠ معادله�ی جواب ،ϕ(t; q) مͬ�یابد، افزایش ،ͷی به صفر از تعبیه پارامتر که وقتͬ بنابراین

را تغییری چنین توپولوژی در مͬ�کند. تغییر است، (١.٢) معادله�ی جواب که u(t) به u٠(t) اولیه�ی جواب از

مͬ�گویند. شͺل تغییر یا دگردیسͬ

داد بسط زیر صورت به مͺلورن سری وسیله�ی به آن�را مͬ�توان است، q حسب بر ϕ(t; q) که آن�جا از

ϕ(t; q) = u٠(t) +
∞∑

m=١
um(t)qm (۴.٢)

و ϕ(t; ٠) = u٠(t) آن در که

um(t) =
١
m!

∂mϕ(t; q)

∂qm
∣∣
q=٠ (۵.٢)

که داریم و مͬ�کنیم استفاده ϕ(t; ١) = u(t) رابطه�ی از باشد، همͽرا q = ١ در (۴.٢) سری اگر

u(t) = u٠(t) +
∞∑

m=١
um(t) (۶.٢)

مͬ�باشد. (١.٢) معادله�ی جواب

یا و نباشد همͽرا q = ١ در ،(۴.٢) سری است ممͺن این�که جمله از است محدودیت�هایی دارای روش این



٧ هموتوپی آنالیز روش .٢ فصل

نمͬ�دهد. ارائه (۶.٢) سری همͽرایی سرعت و حوزه کنترل و تنظیم برای مناسبی راه هیچ

صورت به آن�را و کرد ایجاد تغییراتͬ ،(٣.٢) هموتوپی در ،١٩٩٧ سال در لیائو محدودیت�هایی، چنین رفع برای

نمود تعریف زیر

H(ϕ; q, ~,H) = (١ − q)L[ϕ(t; q, ~,H)− u٠(t)]− q~H(t)A[ϕ(t; q, ~, H)], (٧.٢)

داریم. آن�ها انتخاب برای زیادی آزادی و مͬ�باشد صفر غیر ͬͺکم پارامتر ~ و ͬͺکم تابع H(t) آن در که

جواب که u(t) به u٠(t) اولیه�ی تقریب از ϕ(t; q, ~,H) مͬ�یابد، افزایش ͷی به صفر از q وقتͬ مشابه طور به

صفر مرتبه�ی شͺل تغییر معادله�ی را (٧.٢) معادله�ی مͬ�کند. تغییر مͬ�باشد، (١.٢) عمومͬ غیرخطͬ معادله�ی

مͬ�گویند.

ͬͺکم تابع ،L خطͬ عملͽر ،u٠(t) اولیه تقریب فاکتور چهار انتخاب برای زیادی آزادی شد گفته که طور همان

برای شد. خواهد داده آن�ها انتخاب نحوه�ی در توضیحاتͬ بخش همین در که داریم ~ ͬͺکم پارامتر و H(t)

را ͬͺکم تابع و خطͬ عملͽر اولیه، تقریب فاکتور سه اول وهله�ی در صفر، مرتبه�ی شͺل تغییر معادله�ی تشͺیل

تعبیه�ی پارامتر به تنها نه است، H(ϕ; q, ~,H) = ٠ معادله�ی جواب که ϕ(t; q, ~,H) بنابراین مͬ�کنیم انتخاب

~ ͬͺکم پارامتر به هم باز جواب q = ١ در بنابراین مͬ�باشد وابسته نیز ~ ͬͺکم پارامتر به بلͺه است وابسته q

حوزه�ی که تقریبی سری�های از دسته�ای (٧.٢) کلͬ هموتوپی ،(٣.٢ ) هموتوپی برخلاف پس مͬ�شود وابسته

هموتوپی این ، برای~ انتخاب آزادی خاطر به بنابراین مͬ�کند ایجاد است، ~ ͬͺکم پارامتر به وابسته آن همͽرایی

پارامتر به این�رو از مͬ�کند فراهم جواب، سری�های همͽرایی سرعت و حوزه کنترل و تنظیم برای را ساده�ای راه

مͬ�گویند. نیز همͽرایی کنترل پارامتر ،~ ͬͺکم

بود خواهد (۶.٢) رابطه�ی صورت به مسئله جواب شده، بیان محدودیت رفع و (٧.٢) هموتوپی تشͺیل از بعد

مͬ�آوریم دست به را بالاتر» مراتب شͺل تغییر «معادله�ی آن�ها، آوردن دست به برای مجهولند. umها آن در که

معادله�ی و هموتوپی مشتق به راجع قضایا و لم�ها از بعضͬ و کرده بیان را هموتوپی مشتق مفهوم منظور بدین

مͬ�نماییم. اثبات را شͺل تغییر

آن�گاه باشد q پارامتر حسب بر ϕ تابع کنید فرض .١.٢ تعریف

Dm(ϕ) =
١
m!

∂mϕ

∂qm
∣∣
q=٠ (٨.٢)

است. صحیح m > ٠ آن در که مͬ�نامند ϕ ،m مرتبه�ی هموتوپی مشتق را

باشد q ∈ [٠,١] هموتوپی پارامتر از تابعͬ ϕ و باشد غیرخطͬ معادله�ی A[u] = ٠ کنید فرض .٢.٢ تعریف



٨ هموتوپی آنالیز روش .٢ فصل

است زیر صورت به ϕ مͺلورن سری

ϕ =

∞∑
m=٠

um(t)qm (٩.٢)

معادلات مجموعه

H(ϕ; q, ~, H) = (١ − q)L[ϕ(t; q, ~,H)− u٠(t)]− q~H(t)A[ϕ(t; q, ~,H)],

A[u] = ٠ کلͬ معادله�ی با رابطه این باشد، q = ١ اگر A[u]مͬ�نامند. = ٠ صفر مرتبه�ی شͺل تغییر معادله�ی را

داریم بنابراین است، معادل

u = ϕ
∣∣
q=١ =

∞∑
m=٠

um(t) (١٠.٢)

مͬ�نامند. A[u] = ٠ هموتوپی سری جواب را (١٠.٢) سری و هموتوپی سری را (٩.٢ ) سری که

مفروض�اند زیر هموتوپی سری�های .٣.٢ قضیه

ϕ =
∞∑
i=٠

ui(t)q
i, ψ =

∞∑
j=٠

vj(t)q
j

داریم آن�گاه

(i) Dm(ϕ) = um(t),

(ii) Dm(qkϕ) = Dm−k(ϕ),

(iii) Dm(ϕψ) =
m∑
i=٠

Di(ϕ)Dm−i(ψ) =
m∑
i=٠

Di(ψ)Dm−i(ϕ),

(iv) Dm(ϕnψl) =
m∑
i=٠

Di(ϕ
n)Dm−i(ψ

l) =
m∑
i=٠

Di(ψ
l)Dm−i(ϕ

n).

صحیح�اند. m > ٠, n > ٠, l > ٠,٠ 6 k 6 m آن در که

مͬ�آید دست به زیر صورت به ϕ مͺلورن سری�های از um یͺتای ضرائب تیلور، قضیه�ی به باتوجه (i) اثبات.

um =
١
m!

∂mϕ

∂qm
∣∣
q=٠

مͬ�باشد Dm(ϕ)تعریف همان این که



٩ هموتوپی آنالیز روش .٢ فصل

داریم (ii)

qkϕ = qk
∞∑
i=٠

uiq
i =

∞∑
i=٠

uiq
i+k =

∞∑
m=k

um−kq
m

داریم (i) از استفاده با

Dm(qkϕ) = um−k = Dm−k(ϕ)

داریم حاصل�ضرب مشتق�های برای نیتز لایب روش به توجه با (iii)

∂m(ϕψ)

∂qm
=

m∑
i=٠

m!

i!(m− i)!

∂iϕ

∂qi
∂m−iψ

∂qm−i
=

m∑
i=٠

m!

i!(m− i)!

∂iψ

∂qi
∂m−iϕ

∂qm−i

داریم (١.٢) تعریف از استفاده با

Dm(ϕψ) =
١
m!

∂m(ϕψ)

∂qm

∣∣∣
q=٠

=
m∑
i=٠

(
١
i!

∂iϕ

∂qi

∣∣∣
q=٠

)(
١

(m− i)!

∂m−iψ

∂qm−i

∣∣∣
q=٠

)
=

m∑
i=٠

Di(ϕ)Dm−i(ψ).

داد نشان مͬ�توان مشابه طور به

Dm(ϕψ) =

m∑
i=٠

Di(ψ)Dm−i(ϕ).

داریم (iii) به توجه با Ψ = ψl و Φ = ϕn مͬ�دهیم قرار (iv)

Dm(ϕnψl) = Dm(ΦΨ) =
m∑
i=٠

Di(Φ)Dm−i(Ψ) =
m∑
i=٠

Di(ϕ
n)Dm−i(ψ

l).

داریم مشابه طور به

Dm(ϕnψl) =

m∑
i=٠

Di(ψ
l)Dm−i(ϕ

n).

هموتوپی سری برای باشد q هموتوپی پارامتر از مستقل خطͬ عملͽر L کنید فرض .۴.٢ قضیه

ϕ =
∞∑
k=٠

ukq
k

داریم

Dm(Lϕ) = L[Dm(ϕ)]



١٠ هموتوپی آنالیز روش .٢ فصل

داریم است q از مستقل L چون اثبات.

Lϕ =

∞∑
k=٠

[L(uk)]qk

داریم ١.٢ تعریف و ٣.٢ قضیه�ی از استفاده با و مͬ�گیریم m مرتبه�ی هموتوپی مشتق بالا رابطه�ی طرفین از

مͬ�گیریم نتیجه L[Dm(ϕ)]بنابراین = L(um) داریم ٣.٢ قضیه�ی به توجه با دیͽر طرفͬ Dm(Lϕ)از = L(um)

.Dm(Lϕ) = L[Dm(ϕ)]

هموتوپی سری دو اگر .۵.٢ قضیه

ϕ =
∞∑
i=٠

uiq
i, ψ =

∞∑
j=٠

vjq
j

،a > ٠ حقیقͬ عدد و m > ٠ صحیح عدد هر برای آن�گاه کنند صدق ،q ∈ [٠, a) بازه�ی روی ϕ = ψ در

.Dm(ϕ) = Dm(ψ) و um = vm

داریم باشد ϕ = ψ زمانͬ�که اثبات.
∞∑
k=٠

(uk − vk)q
k = ٠

اگر تنها و اگر است برقرار q ∈ [٠, a) نقاط همه�ی برای رابطه این

um = vm, m > ٠

داریم (٣.٢) قضیه به توجه با

Dm(ϕ) = Dm(ψ)

کنید فرض .۶.٢ لم

ϕ =
∞∑

m=٠
um(t)qm

نمایش L کنید فرض است. t از تابعͬ um و هموتوپی پارامتر q ∈ [٠,١] که باشد، هموتوپی سری نمایش

آن�گاه باشد اولیه حدس u٠ و t به نسبت خطͬ عملͽر

Dm{(١ − q)L[ϕ− u٠]} = L[um(t)−Xmum−١(t)]



١١ هموتوپی آنالیز روش .٢ فصل

مͬ�شود تعریف زیر صورت به Xm و شده تعریف (٨.٢) وسیله�ی به Dm عملͽر آن در که

Xm =

 ٠ m 6 ١

١ m > ١
(١١.٢)

داریم پس است q از مستقل خطͬ عملͽر L چون اثبات.

(١ − q)L[ϕ− u٠] = L[ϕ− qϕ+ u٠q − u٠]

داریم ۴.٢ و ٣.٢ قضایای به توجه با و Dm بودن خطͬ به توجه با

Dm{(١ − q)L[ϕ− u٠]} = Dm{L[ϕ− qϕ+ u٠q − u٠]} = L{Dm[ϕ− qϕ+ u٠q − u٠]}

= L[Dm(ϕ)−Dm(qϕ) + u٠Dm(q)] = L[um − um−١ + u٠Dm(q)]

با بنابراین مͬ�باشد. معادل L[um − um−١] با mاست > ١ وقتͬ و L[um] با فوق رابطه�ی mاست = ١ وقتͬ

داریم (١١.٢ ) تعریف از استفاده

Dm{(١ − q)L[ϕ− u٠]} = L[um −Xmum−١]

کنید فرض .٧.٢ قضیه

ϕ =
∞∑

m=٠
um(t)qm

حدس u٠(t) و غیرخطͬ عملͽر A و خطͬ عملͽر L کنید فرض و باشد هموتوپی پارامتر q ∈ [٠,١] آن در که

مرتبه� شͺل تغییر معادله اگر باشد. q از مستقل ͬͺکم H(t)تابع و q از مستقل همͽرایی کنترل پارامتر ~ و اولیه

بͽیرید نظر در را صفر

(١ − q)L[ϕ− u٠] = q~H(t)A[ϕ]

با است متناظر (m > ١) m مرتبه شͺل تغییر معادله آن�گاه

L[um(t)−Xmum−١(t)] = ~H(t)Dm−١(A[ϕ]) (١٢.٢)

است. شده تعریف (١١.٢) رابطه�ی وسیله�ی به Xm و (٨.٢) رابطه�ی �وسیله�ی به Dm−١ عملͽر آن در که



١٢ هموتوپی آنالیز روش .٢ فصل

داریم ۵.٢ قضیه از استفاده با اثبات.

Dm{(١ − q)L[ϕ− u٠(t)]} = Dm(q~H(t)A[ϕ]) (١٣.٢)

داریم ۶.٢ لم به توجه با

Dm{(١ − q)L[ϕ− u٠(t)]} = L[um(t)−Xmum−١(t)] (١۴.٢)

داریم ٣.٢ قضیه�ی به توجه با و Dm عملͽر بودن خطͬ به توجه با

Dm(q~H(t)A[ϕ]) = ~H(t)Dm−١(A[ϕ]) (١۵.٢)

مͬ�آید دست به زیر صورت به m مرتبه��ی شͺل تغییر معادله�ی ،(١٣.٢) در (١۵.٢) و (١۴.٢) جایͽذاری با

L[um(t)−Xmum−١(t)] = ~H(t)Dm−١(A[ϕ])

معادله�ی مͬ�دهیم نشان ابتدا منظور بدین مͬ�باشد umها آوردن دست به هدف، شد بیان قبلا که طور همان

مͬ�آوریم: دست به را umها و کرده حل را معادله این سپس و است بازگشتͬ رابطه�ی ͷی m مرتبه شͺل تغییر

داریم (٩.٢) هموتوپی سری و (٨.٢) در Dm تعریف به توجه با

Dm−١(A[ϕ]) =
١

(m− ١)!
∂m−١

∂qm−١ A[ϕ(t; q)]
∣∣∣
q=٠

=
١

(m− ١)!
∂m−١

∂qm−١ A

[ ∞∑
m=٠

um(t)qm

] ∣∣∣∣∣
q=٠
(١۶.٢)

مͬ�گیریم نظر در زیر صورت به را SM (t) جزئͬ مجموع حال

SM (t) = u٠(t) +
M∑

m=١
um(t) (١٧.٢)

دو به مͬ�توانیم را A غیرخطͬ عملͽر است. (١٠.٢) هموتوپی سری جواب M مرتبه�ی تقریب واقع در SM

غیرخطͬ عملͽر A٢ و خطͬ عملͽر A١ آن در که A = A١ +A٢ کنیم تقسیم غیرخطͬ عملͽر و خطͬ عملͽر

بازنویسͬ زیر صورت به مͬ�توان (١۶.٢) رابطه�ی به توجه با را m مرتبه�ی شͺل تغییر معادله�ی بنابراین است.

کرد.

L[um(t)−Xmum−١(t)] = ~H(t)A١[um−١(t)] + ~H(t)A٢[Sm−١(t)]


