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چیده

از ای دنباله از شده مشاهده رکوردهای اساس بر سپس است شده ͳمعرف مرتب های آماره و رکوردها نامه، پایان این در

دنباله از ͳرکوردهای برای پایین رکوردهای و بالا رکوردهای ͳبین پیش فواصل مشترک، توزی΄ با مستقل ͳتصادف متغیرهای

آینده رکوردهای ͳبین پیش و شده مشاهده رکوردی مقادیر اساس بر مرتب های آماره ͳبین پیش مسئله چنین هم و مستقل ای

فواصل باشند. ͳم توزی΄ آزاد و بوده دقیق فواصل این پوشش های احتمال است. آمده دست به مرتب های آماره اساس بر

توزی΄ با شده مشاهده مرتب های آماره اساس بر آنها رکوردی فاصله و آینده رکوردی فواصل برای ͳبیرون و ͳدرون ͳبین پیش

و بزرگترین اساس بر بدهد، رخ پایین) یا (بالا نوع هر از جدید رکورد Έی که ͳوقت علاوه، به است. شده داده مشترک

پیش فواصل است. گرفته قرار بحث مورد آینده، مرتب های آماره ͳبین پیش جاری) (رکوردهای مشاهدات کوچترین

آماره اساس بر آینده جاری رکوردی فواصل برای ͳدرون و ͳبیرون ͳبین پیش سرانجام هستند. توزی΄ آزاد شده، پیشنهاد ͳبین

است. آمده دست به مرتب های

کلیدی: کلمات

ͳبین پیش فواصل جاری، رکوردهای ،ͳبین پیش ضریب ای، نمونه برد رکوردی، فاصله رکوردها، مرتب، های آماره

. رکوردی پوشش ناپارامتری،
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پیشΎفتار

به غیره و ͳصنعت و Έژئوفیزی ،ͳورزش ،ͳهواشناس اقتصادی، ،ͳاجتماع مسائل در کاربردشان و رکوردها اهمیت دلیل به

مسائل از ͳی پردازیم. ͳم جامعه پارامترهای ی درباره استنباط برای ها آن از استفاده و رکوردها ی زمینه در استنباط

بر آینده مرتب های آماره و شده مشاهده مرتب آماره اساس بر آینده رکوردهای ͳبین پیش مسئله رکوردها، زمینه در ͳاستنباط

ͳمعمول رکوردهای از اعم رکوردها ͳمعرف به ابتدا نامه، پایان این در اساس این بر باشد. ͳم شده مشاهده رکوردهای اساس

فواصل نخست دوم، فصل در پردازیم. ͳم ها، آن توزی΄ تواب΄ بیان و مرتب های آماره چنین هم و جاری رکوردهای و

هم و مستقل ͳتصادف متغیرهای از دنباله دو از شده مشاهده رکوردهای اساس بر آینده رکوردهای برای ناپارامتری اطمینان

های آماره ͳبین پیش و شده مشاهده مرتب های آماره اساس بر رکوردها ͳبین پیش مسئله ادامه در و کنیم ͳم بیان را توزی΄

فواصل این پوشش های احتمال دهیم. ͳم قرار بحث مورد را مستقل دنباله دو از شده مشاهده رکوردهای اساس بر مرتب

استفاده ی شیوه مثال Έی با فصل، این انتهای در آوریم. ͳم دست به را مختلف مقادیر ازای به ها آن جداول و محاسبه

برای ͳدرون و ͳبیرون توزی΄ آزاد ͳبین پیش فواصل سوم، فصل در دهیم. ͳم قرار ͳارزیاب مورد را آمده دست به مقادیر از

فصل این در دهیم. ͳم قرار مطالعه مورد را Y مستقل دنباله از مرتب های آماره اساس بر X ی دنباله از رکوردی مقادیر

ͳبین پیش فواصل و مرتب های آماره اساس بر همزمان طور به پایین و بالا و پایین بالا، رکوردهای برای ͳبین پیش فواصل

دهیم. ͳم قرار توجه مورد را رکوردها فاصله برای ͳبین پیش فواصل سرانجام، و مرتب های آماره اساس بر رکوردها ͳدرون

اساس بر مرتب های آماره ͳبین پیش فواصل که صورت این به پرداخت خواهیم جاری رکوردهای ͳبررس به چهارم فصل در

باشند. ͳم پایین جاری رکوردهای و بالا جاری رکوردهای اساس بر فواصل این نماییم. ͳم محاسبه را جاری رکوردهای

جاری رکوردهای ͳبین پیش انتها، در آوریم. ͳم دست به را جاری رکوردی پوشش اساس بر ͳبین پیش فواصل ادامه، در

فصل در سرانجام، کنیم. ͳم محاسبه را پایین جاری رکوردهای و بالا جاری رکوردهای شامل مرتب های آماره اساس بر

خواهیم دست به را مرتب های آماره اساس بر پایین و بالا جاری رکوردهای برای ͳبیرون و ͳدرون ͳبین پیش فواصل پنجم

باشد. ͳم ͳمعمول رکوردهای نامه پایان این در رکوردها از منظور که است ذکر قابل آورد.

پ
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1 فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف



2 اولیه مفاهیم و تعاریف .1 فصل

رکوردها 1-1
به که زمانی شوند. می آوري جمع نظر مورد جامعه درباره اطلاعاتی منظور به مشاهدات یا ها داده آماري مسائل بیشتر در

به وضعیت این است. اهمیت حائز هستند اطلاعاتی چه حاوي ها داده باقیمانده اینکه باشیم، نداشته دسترسی ها داده کل

کوچک خود قبلی مقادیر از که شوند می ثبت مشاهداتی فقط ها آن در که دهد می رخ اي دنباله آزمایشهاي در ویژه

یا و قایق ساختن براي که الوارهایی مثال براي هستند. معروف رکوردي هاي داده به ها داده این باشند. تر بزرگ یا تر

شوند، می داده قرار اي فزاینده معرضفشارهاي در گیرند، می قرار استفاده مورد عمرانی هاي سازه براي که بلوكهایی

ترتیب این به باشند. تر نامقاوم خود قبلی هاي نمونه از که کنیم می پیدا دسترسی هایی نمونه تخریب نقطه به تنها ما اما

خود قبلی مقادیر از تر کوچک که مقادیري تنها که گیرد می صورت اي گونه به گیري اندازه هایی آزمایش چنین در

ورزشی رخدادهاي مانند باشند، رکورد که شوند ثبتمی آماري هاي داده تنها موارد از بسیاري در شوند. ثبتمی هستند

از استفاده با بتوان که است اهمیت حائز موضوع این لذا غیره. و نگاري زلزله هواشناسی، تغییرات المپیک، مسابقات در

را رکوردي هاي داده مردم عموم داد. انجام را بررسی مورد جامعه درباره نظر مورد استنباط و آماري تحلیل رکوردها،

سال در بارندگی میزان ترین کم و بیشترین گذشته، ماه در روز ترین گرم نظیر هایی سؤال دهند. می قرار توجه مورد

نوزادان در میر مرگو مقدار بیشترین اخیر، سال چند در تورم میزان بالاترین بازار، در سهام سود نرخ ترین پایین جاري،

هاي سال در هستند. رکوردي هاي داده شامل معروف، بسکتبالیست یک ناموفق هاي پرتاب تعداد حتی و یکسال زیر

شامل رکوردي یکمدل اساس بر (1952) 1 چندلر بار اولین پرداختند. رکوردي مقادیر بررسی به زیادي محققین اخیر

آورد. دست به را رکوردها از زیادي اساسی خواص و کرد معرفی را رکوردي مقادیر مطالعه ، iidمشاهدات

(1978)2 گلیک مقاله به توان می جمله آن از است، گرفته قرار توجه مورد رکوردي مقادیر مطالعه مراجع، از برخی در

(2004) 5 اله احسان رکوردي هاي آماره و (1998) همکاران و 4 آرنولد هاي کتاب نمود. اشاره (1987) 3 نوزوروف و

است. پرداخته رکوردي مقادیر معرفی به نیز

غیره و صنعتی ژئوفیزیکو ورزشی، هواشناسی، اقتصادي، اجتماعی، مسائل در ها آن کاربرد و رکوردها اهمیت دلیل به

می جامعه پارامترهاي ي درباره استنباط براي رکوردي هاي آماره از استفاده چنین هم و رکوردها زمینه در استنباط به
1Chandler
2Glick
3Nevzorov
4Arnold
5Ahsanullah



3 اولیه مفاهیم و تعاریف .1 فصل

نامه پایان این در که باشد می مرتب هاي آماره و رکوردها بینی پیش مسئله زمینه این در استنباطی مسائل از یکی پردازیم.

مرتب هاي آماره یا و شده مشاهده اساسرکوردهاي بر را آینده رکوردهاي توان می رو این از گیرد. می قرار مطالعه مورد

هستند دسترس در که رکوردهایی اساس بر توان می نیز را آینده مرتب هاي آماره چنین هم نمود. محاسبه شده مشاهده

گرفت. نظر در جاري رکوردهاي و معمولی رکوردهاي صورت به توان می را رکوردها اینکه به توجه با آورد. دست به

رکوردهاي معرفی به سوم بخش در سپس پردازیم، می معمولی رکوردهاي معرفی به دوم بخش در فصل، این ادامه در

پرداخت. خواهیم مرتب هاي آماره تعریف به بخشچهارم در سرانجام و جاري

معمولی رکوردهاي 2-1
پردازیم. می معمولی خواصرکوردهاي تعریفو به بخش این در

توزیع تابع با مستقل پیوسته تصادفی متغیرهاي از نامتناهی اي دنباله · · · ، X۳، X۲ ، X۱ کنید فرض .1-2-1 تعریف

مقادیر تمام از اگر گویند بالا یکرکورد Xjرا صورت این در باشد. f(x) احتمال چگالی تابع و F (x)مشترك تجمعی

قبلی

. Xi < Xj ، i < j هر براي اگر است، بالا یکرکورد Xj بنابراین باشد، تر بزرگ Xj−۱ ، · · · ، X۳ ، X۲ ، X۱

توزیع تابع با مستقل پیوسته تصادفی متغیرهاي از نامتناهی دنباله یک · · · ، X۳ ، X۲ ، X۱ کنید فرض .2-2-1 تعریف

قبلی مشاهدات تمام از اگر گویند پایین یکرکورد Xjرا پس باشد. f(x) احتمال چگالی تابع و F (x)مشترك تجمعی

. Xi > Xj ، i < j هر براي اگر است، پایین یکرکورد Xj بنابراین باشد. تر کوچک Xj−۱ ، · · · ، X۳ ، X۲ ، X۱

نشان {Tn;n ≥ صورت{۰ به که رکورد زمانی دنباله گاه آن باشد، شده مشاهده j زمان در Xj اگر .3-2-1 تعریف

شود: تعریفمی زیر شکل به شود، می داده

1 احتمال با ، T۰ = ۱

؛ n ≥ ۱ براي و

Tn = min
{
j : Xj > XTn−۱

}

شود: تعریفمی صورت این به نیز {Rn} رکوردي مقدار دنباله
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Rn = XTn n = ۰, ۱, ۲, . . .

نامند. می بدیهی غیر رکوردهاي را رکوردها بقیه و بدیهی رکورد مقدار R۰

معمولی رکوردهاي احتمال چگالی توابع 1-2-1

مشترك تجمعی توزیع تابع با مستقل پیوسته تصادفی متغیرهاي از نامتناهی دنباله یک · · · ، X۳ ، X۲ ، X۱ کنید فرض

دنباله با متناظر معمولی بالاي Rnرکوردهاي ، · · · ،R۱ ،R۰فرضکنید چنین هم باشد. f(x) احتمال چگالی تابع و F (x)

باشند. X

است: زیر توأم احتمال چگالی تابع داراي Rn ، �· · · ، R۱ ، R۰

fR۰,R۱,...,Rn(r۰, r۱, . . . , rn) =

∏n
i=۰ f(ri)∏n−۱

i=۰ [۱− F (ri)]

= f(rn)

n−۱∏
i=۰

h(ri) −∞ < r۰ < r۱ < . . . < rn <∞

باشد. می F شکست نرخ تابع h(r) = f(r)

[۱− F (r)]
که

آید: می دست به زیر صورت mبه < n براي Rm و Rn توأم چگالی تابع چنین هم

fRm,Rn(rm, rn) =
[− log(۱− F (rm))]m

m!

[− log( ۱−F (rn)
۱−F (rm) )]

n−m−۱

(n−m− ۱)!
f(rm)f(rn)

[۱− F (rm)]
, −∞ < rm < rn <∞

(1-1)

از: است عبارت بالا رکورد امین n ، Rn احتمال چگالی تابع

fRn(r) = f(r)
[− log(۱− F (r))]n−۱

(n− ۱)! (2-1)

است: زیر صورت به پایین رکورد امین n ، R⋆
n احتمال چگالی تابع و

fR⋆
n
(r) = f(r)

[− logF (r)]n−۱

(n− ۱)! (3-1)

نمایید. مراجعه (1998) همکاران و آرنولد به توان می روابط این اثبات براي
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معمولی رکوردهاي تجمعی توزیع توابع 2-2-1

تابع و F (x)مشترك تجمعی توزیع تابع با مستقل پیوسته تصادفی متغیرهاي از دنباله یک · · · ،X۳، X۲ ،X۱ کنید فرض

زیر در باشد، n ≥ وقتی۱ ، Rn بقاي تابع دهیم، نشان Rn با را بالا رکوردي مقدار امین n اگر باشد. f(x) احتمال چگالی

است: آمده

F̄Rn(x) = F̄ (x)
n−۱∑
k=۰

{− log F̄ (x)}k

k!
, (4-1)

است. X بقاي تابع F̄ (x) = ۱− F (x) که

است: زیر صورت به r ≥ ۱ براي Lr بقا تابع باشد، X دنباله از پایین رکوردي مقدار امین r ، R⋆
n اگر حال

F̄R⋆+
n
(x) = ۱− F (x)

r−۱∑
k=۰

{− logF (x)}k

k!
. (5-1)

نمایید. ملاحظه را (1998) همکاران و آرنولد

آن بینی پیش فواصل بررسی به سوم و دوم هاي فصل در که بود معمولی رکوردهاي به مربوط شد، گفته تاکنون چه آن

رکوردهاي پردازیم. می رکوردها اساس بر مرتب هاي آماره بینی پیش فواصل چنین هم و مرتب هاي آماره اساس بر ها

پرداخت. خواهیم ها آن بررسی به پنجم و چهارم فصل در که اند، گرفته قرار مطالعه مورد نامه پایان این در نیز جاري

جاري رکوردهاي 3-1
کنیم. می بیان را جاري تعریفرکوردهاي ابتدا

مشترك تجمعی توزیع تابع با مستقل تصادفی متغیرهاي از دنباله یک · · · ،X۳، X۲ ،X۱ کنید فرض .1-3-1 تعریف

جاري رکورد Ĺm باشد، داده رخ رکورد امین m وقتی کنید فرض چنین هم باشد. f(x) احتمال چگالی تابع و F (x)

اگر وتنها اگر ´Um+۱ = Úm و ´Um+۱ > Úm اگر تنها و اگر ´Lm+۱ = Ĺm بنابراین باشد. بالا جاري رکورد Úm و پایین

. ´Lm+۱ < Ĺm

U۱ گاه= آن باشد، پایین و بالا معمولی رکورد امین nترتیب به ، Ln و Un اگر که شویم می یادآور .2-3-1 نکته

. Ú۰ = Ĺ۰ ≡ X۱ گاه آن باشد، پایین و بالا جاري رکورد امین nترتیب به ، Ĺn و Ún اگر چنین هم . L۱ ≡ X۱

یعنی؛ است، معادل شده) ناقص(بریده گاماي چگالی تابع با پواسن تجمعی توزیع تابع .3-3-1 نکته
∫ +∞

t

λnxn−۱e−λx

Γ(n)
dx =

n−۱∑
k=۰

e−λt (λt)
k

k!
(6-1)
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است. کامل گاماي تابع Γ(.) که

مشترك تجمعی توزیع تابع با مستقل تصادفی متغیرهاي از دنباله یک · · · ، X۳ ، X۲ ، X۱ کنید فرض .4-3-1 قضیه

باشد. بالا جاري رکورد Úm و پایین جاري رکورد Ĺm کنید فرض چنین هم باشد. f(x) احتمال چگالی تابع و F (x)

آید: می دست به زیر صورت به (Ĺm, Úm) توأم تجمعی توزیع تابع و توأم چگالی تابع بنابراین

fm(x, y) = ۲mf(x)f(y){− log{۱− F (y) + F (x)}}m−۱

(m− ۱)! (7-1)

و؛

Fm(x, y) = ۲mF (x) +
m−۱∑
k=۰

۲m−۱−k(Tk(y)− Uk(x, y)), (8-1)

آن: در که باشد. −∞ < x < y <∞ هرگاه

Tk(y) = {۱− F (y)}۲
∑k

j=۰
{−۲ log(۱−F (y))}j

j!

و؛

Uk(x, y) = {۱− F (y) + F (x)}۲
∑k

j=۰
{−۲ log(۱−F (y)+F (x))}j

j! .

به U(۰, ۱) توزیع از مستقل تصادفی متغیرهاي از دنباله یک از رکوردها کنید فرض کلیت، دادن دست از بدون اثبات.

به پیوسته تجمعی توزیع تابع هر براي نتیجه احتمال انتگرال تبدیل قضیه از استفاده با صورت این در باشند، آمده دست

دنباله با متناظر بالاي جاري رکورد mامین ، Ú⋆
m و پایین جاري رکورد mامین ، Ĺ⋆

m فرضکنید بنابراین، آید. می دست

بگیرید. نظر در را زیر شرطی احتمال حال باشند. U(۰, ۱) توزیع از مستقل تصادفی متغیرهاي ي

Pr(Ĺ⋆
m ≤ x, Ú⋆

m > y | ´L⋆
m−۱ = t, ´U⋆

m−۱ = s) =



I۱ x ≥ t, y ≤ s

I۲ x < t, y > s

I۳ x < t, y ≤ s

I۴ x ≥ t, y > s

(9-1)

.m = ۱, ۲,۳, . . . که طوري ۰ < t < s < ۱ و ۰ < x < y < ۱ که

Ĺ⋆
m ≤ xگرفت نتیجه توان می بنابراین Ĺ⋆

m < ´L⋆
m−۱ آنجائیکه از و x ≥ ´L⋆

m−۱ گاه آن باشد x ≥ t اگر رو، این از

پیشامد دو هر بنابراین باشد. می y < Ú⋆
m گاه آن ´U⋆

m−۱ < Ú⋆
m اینکه به توجه با ، y < ´U⋆

m−۱ یعنی y < s اگر نیز و

احتمال آنجائیکه از و x < ´L⋆
m−۱ گاه آن x < t اگر چنین هم آید. می دست به I۱ = ۱ رو این از دارد وجود همواره
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وقتی اساس همین بر . y > Ú⋆
m مشابه طور به و x < Ĺ⋆

m که گرفت نتیجه توان می باشد مساوي Ĺ⋆
m با ´L⋆

m−۱ که دارد

کنید فرض صورت این در ، y ≤ s, x < t که گیریم می نظر در را حالتی اینک بود. خواهد I۲ = ۰ ، y > s, x < t

، Z۱ < t دارد وجود Z۱ براي حالت سه است، داده رخ ( ´L⋆
m−۱ = t, ´U⋆

m−۱ = s) از بعد که باشد اي مشاهده نخستین Z۱

و Ú⋆
m = ´U⋆

m−۱ پیشامد با Z۱ < t و ´L⋆
m−۱ = s و ´U⋆

m−۱ = s پیشامد گفت توان می حالتاول در . Z۱ > s یا t < Z۱ < s

´L⋆
m−۱ = t و ´U⋆

m−۱ = s پیشامد بگیریم نظر در را حالتدوم اگر است. معادل Ĺ⋆
m =d U(۰, t)چنین هم و Ĺ⋆

m < ´L⋆
m−۱

و ´L⋆
m−۱ = t و ´U⋆

m−۱ = s پیشامد چنین هم است. نیفتاده اتفاق جدیدي رکورد که است معنی این به t < Z۱ < s و

بنابراین: . Ú⋆
m =d U(s, ۱) که بود خواهد معادل ´U⋆

m−۱ < Ú⋆
m و ´L⋆

m−۱ = Ĺ⋆
m پیشامد با Z۱ > s

I۳ = Pr(Ĺ⋆
m ≤ x, Ú⋆

m > y | Z۱ < t, ´L⋆
m−۱ = t, ´U⋆

m−۱ = s)Pr(Z۱ < t)

+ Pr(Ĺ⋆
m ≤ x, Ú⋆

m > y | t < Z۱ < s, ´L⋆
m−۱ = t, ´U⋆

m−۱ = s)Pr(t < Z۱ < s)

+ Pr(Ĺ⋆
m ≤ x, Ú⋆

m > y | Z۱ > s, ´L⋆
m−۱ = t, ´U⋆

m−۱)Pr(Z۱ > s)

=
x

t
t+ I۳(s− t) + ۰

داریم: بنابراین

I۳(۱− s+ t) = x⇒ I۳ = x
۱−s+t

که: آورد دست به توان می مشابه طور به و

I۴ = ۱−y
۱−s+t .

داریم: کل احتمال قضیه از استفاده با

Pr(Ĺ⋆
m ≤ x, Ú⋆

m > y) =

∫ x

۰

∫ ۱

y

fm−۱(t, s)dsdt

+

∫ ۱

y

∫ s

x

x

t+ ۱− s
fm−۱(t, s)dtds

+

∫ x

۰

∫ y

t

۱− y

t+ ۱− s
fm−۱(t, s)dsdt. (10-1)

اینکه: به توجه با حال باشد. می Pr( ´L⋆
m−۱ ≤ x, ´U⋆

m−۱ > y) انتگرال اولین بالا، عبارت به توجه با

Fk(x, y) = Pr(Ĺ⋆
k ≤ x)− Pr(Ĺ⋆

k < x, Ú⋆
k > y)



8 اولیه مفاهیم و تعاریف .1 فصل

نوشت: توان می رو این از ، k = m,m− ۱ که وقتی

Pr( ´L⋆
m−۱ ≤ x, ´U⋆

m−۱ > y) = Pr( ´L⋆
m−۱ ≤ x)− Fm−۱(x, y) (11-1)

آوریم: می دست به (10.1) و (9.1) رابطه از استفاده با حال

Fm(x, y) = Fm−۱(x, y)

−
∫ ۱

y

∫ s

x

x

t+ ۱− s
fm−۱(t, s) dtds

−
∫ x

۰

∫ y

t

۱− y

t+ ۱− s
fm−۱(t, s) dsdt

+Pr(Ĺ⋆
m ≤ x)− Pr( ´L⋆

m−۱ ≤ x). (12-1)

به توجه با استاندارد، یکنواخت توزیع از پایین و بالا جاري رکورد mامین توأم احتمال چگالی تابع آوردن دست به براي

داریم: بنابراین گرفت، مشتق y و x به نسبت توان می F بودن پیوسته

fm(x, y) =

∫ y

x

۱
t+ ۱− y

fm−۱(t, y) dt+

∫ y

x

۱
x+ ۱− s

fm−۱(x, s) ds. (13-1)

که دانیم (می گفت توان می اما کرد. محاسبه را توأم توزیع مقدار فوق فرمول در جایگذاري با توان نمی m = ۱ براي

بنابراین است بزرگتر یا و کوچکتر x۱ از یا (m = وقتی۱ (یعنی جاري رکورد اولین ( Ĺ۰ = Ú۰ ≡ X۱ ،m = وقتی۰

توزیع از 2 حجم به نمونه یک از مرتب آماره دو نخستین توأم توزیع . x۱ > x۲ یا x۱ < x۲ صورت به داریم مشاهده دو

شود: تعریفمی زیر صورت به استاندارد یکنواخت

fX۱,X۲(x, y) =
۲!
۰!۰!{F (x)}

۰{F (y)− F (x)}۰f(y)f(x) = ۲.

می دست به 2 اندازه از تصادفی یکنمونه از مرتب آماره دو نخستین توأم احتمال چگالی تابع mباشد، = ۱ اگر بنابراین

یعنی: آید،

f۱(x, y) = ۲ ۰ < x < y < ۱.

باشد، برقرار نیز m = n براي قضیه کنید فرض ریاضی، استقراي از استفاده با است. برقرار m = ۱ براي قضیه بنابراین

با توان می ،m = n+ ۱ براي را بالا توأم احتمال چگالی تابع شود. می mاثبات = n+ ۱ ازاي به را رابطه درستی سپس

تابع جاي به (7.1) رابطه جایگذاري و m = n استقراي فرض درستی از استفاده با چنین هم و (13.1) رابطه بردن کار به
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آورد: دست به زیر صورت به انتگرال، زیر احتمال چگالی

fn+۱(x, y) =
۲n

(n− ۱)!

{∫ y

x

۱
۱− y + t

{− log(۱− y + t)}n−۱
dt

}
+

۲n

(n− ۱)!

{∫ y

x

۱
۱− s+ x

{− log(۱− s+ x)}n−۱
ds

}

بریم: می کار به را u = − log(۱− s+ x) و w = − log(۱− y + t) متغیرهاي تغییر بالا عبارت هاي انتگرال حل براي

fn+۱(x, y) =
۲n

(n− ۱)!

[∫ − log(۱−y+x)

۰
wn−۱dw +

∫ − log(۱−y+x)

۰
un−۱du

]

=
۲n

(n− ۱)!

[
{− log(۱− y + x)}n

n
+

{− log(۱− y + x)}n

n

]
= ۲n+۱ {− log(۱− y + x)}n

n!
.

سرانجام باشد. می برقرار mنیز = nبراي نتیجه در ریاضی استقراي به توجه با است، mبرقرار = n+ براي۱ قضیه بنابراین

، y = Úm = F−۱(Ú⋆
m) و x = Ĺm = F−۱(Ĺ⋆

m) هاي تبدیل گرفتن نظر در و احتمال انتگرال تبدیل قضیه از استفاده با

است. تمام (7.1) اثبات

رابطه است. اثباتشده U(۰, ۱) توزیع تصادفی متغیرهاي براي (8.1) رابطه نیز اینجا در کنیم. ثابتمی را (8.1) رابطه حال

است: زیر انتگرال حل واقع در (8.1)

FĹ⋆
m,Ú⋆

m
(t, s) =

۲m

(m− ۱)!

∫ t

۰

∫ s

x

{− log(۱− y + x)}m−۱ dydx


