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چͺیده
خطͬ فضاهای در زیرمجموعه�ها پیش�فشردگͬ و فشردگͬ توصیف به پایان�نامه این
آمده�اند، بدست کلͬ موارد برای کلͬ نتایج از بعضͬ اگرچه مͬ�پردازد. نامتقارن نرم�دار
باناخ مشبͺه�های به مربوط مستقیماً که مͬ�کنیم تمرکز نامتقارنͬ خطͬ فضاهای روی ما
فرمول با خاص نامتقارن نرم ͷی تعریف برای ⩽ ترتیب از که هستند (X, ∥.∥,⩽)

مجموعه�های زیر از خاصͬ رده�ی پایان در مͬ�شود. استفاده q(x) := ∥x ∨ ٠∥ , x ∈ X

ͷی وجود شرط آن در که مͬ�کنیم توصیف را (X, q) نامتقارن نرم�دار خطͬ فضای از K
باناخ فضای در فشرده مجموعه�ی ͷی یعنͬ، ) K٠؛ ⊆ X qs−فشرده�ی زیرمجموعه�ی

که (
(X, qs) به وابسته

K٠ ⊆ K ⊆ K٠ + θ٠

آن در که
θ٠ := {x ∈ X : q(x) = ٠},

مͬ�کند. مشخص را K q−فشردگͬ
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චاری... ণپاس໋�
آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس

دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بͬ�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در
ارزنده� راهنمایͬ�های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه پور، امین عبدالمحمد

نمͬ�رسید. انجام به مجموعه این ایشان،
تقبل را رساله این مشاوره� و مطالعه زحمت که فروزانفر عبدالمحمد دکتر آقای جناب از
را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایͬ مورد را اینجانب رساله، این سازی آماده در و فرمودند

دارم.
سازنده�ی راهنمایͬ�های نیز و دادند من به که دلͽرمͬ�هایͬ پاس به پیمان منیره خانم سرکار از

سپاسͽزارم. بسیار پایان�نامه، ویرایش در ایشان
در که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه مهربانم اساتید تمامͬ از که مͬ�دانم لازم همچنین
و داده قرار عنایت و لطف مورد مرا خود شائبه�ی بͬ کم�ͷهای با تحصیل طول تمامͬ

آورده�اند. فراهم اینجانب پیشرفت برای را زمینه
از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر مͬ�زنم بوسه پایان، در

مͬ�کنم. ستایش را مقدسشان وجود خدا،

دیماه۱۳۹۲زଽاارേ॒ند�ୈاد
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پیشͽفتار

حدود به موضوع این اما است مشͺل شد، استفاده نامتقارن نرم که زمانͬ اولین تعیین

را نامتقارن نرم عبارت کارلوویتز٣، و دافین٢ مقاله، ͷی در که مͬ�گردد بر میلادی ١٩۶٨

مسائل زمینه�ی در خود مطالعات در نامتقارن نرم از نیز نادلمن۵ و کرین۴ کردند. پیشنهاد

ͬͽوابست که کنید توجه کردند. استفاده مارکوف۶ گشتاور مسئله�ی به وابسته اکسترمال

،٧͹اچ.کونی توسط نیز ریاضͬ آنالیز و محدب آنالیز مسائل بعضͬ برای زیرخطͬ تابع�ͷهای

توسط مقاله�ای با نامتقارن نرم�دار فضاهای خواص ͷسیستماتی مطالعه�ی بود. شده تاکید

دیͽر و دانشͽاه همان در همͺارانش و والنسیا٩ ͷنیͺت پلͬ دانشͽاه از اس.روماگوئرا٨،

آلوارز١۴، سانچز پرز١٣، سانچز -راف١٢ͬ، گارسیا فرر١١، آلͽر١٠، اسپانیا:سͬ. دانشͽاه�های

شد. آغاز والرو١۶ و سانچیز١۵
٢Duffin
٣ Karlovitz
۴Krein
۵ Nudelman
۶Markov
٧ H. Konig
٨ S. Romaguera
٩Valencia
١٠C. Alegre
١١ Ferrer
١٢Garcia-Raffi
١٣Sanchez Perez
١۴Sanchez Alvarez
١۵Sanchis
١۶Valero



٢ پیشͽفتار

نامتقارن“١٧ نرم�دار فضاهای در فشردگͬ ” عنوان با مقاله�ای از برگرفته پایان�نامه این مطالب

٢٠٠٨ سال در که مͬ�باشد پرز سانچز و -رافͬ گارسیا ، فراندو١٨ آی. سͬ.آلͽر، نوشته�ی

عنوان تحت مقاله�ای از همچنین رسید. چاپ به آن“١٩ کاربردهای و ”توپولوژی مجله�ی در

سال در که رافͬ گارسیا نوشته�ی ،٢٠ نامتقارن“ نرم�دار فضاهای در متناهͬ بعد و فشردگͬ ”

است. شده استفاده رسیده، چاپ به آن“ کاربردهای و ”توپولوژی مجله�ی در ٢٠٠۵

نامتقارن نرم توسط شده تولید توپولوژی ،ͬͽهمسای تعریف مانند نیاز مورد اطلاعات

نرم�دار فضاهای در تابعͬ آنالیز ” کتاب از را نامتقارن نرم�دار فضاهای در همͽرایͬ و

تألیف و نامتقارن نرم زمینه در جامع منبعͬ کتاب این کرده�ایم. برداشت نامتقارن“٢١

رسید. چاپ به ٢٠١٣ سال در که مͬ�باشد کبزاس٢٢ استفان

است، بخش پنج شامل که اول فصل در کرده�ایم. تنظیم فصل سه در را نامه پایان این

و توپولوژی آنالیز، کتاب�های بیشتر در که مͬ�کنیم بیان را مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف

مͬ�شوند. یافت مشبͺه نظریه�ی

مͬ�شود تعریف نامتقارن نرم اول، بخش در مͬ�باشد. بخش دو بر مشتمل دوم فصل

نیاز مورد لم�های و تعاریف نامتقارن، نرم�دار فضاهای از مثال�هایͬ آن، با معادل نرم�های و

و پیش�فشرده کراندار، زیرمجموعه�های دوم، بخش در است. شده آورده بعد فصل�های

است. شده بیان نامتقارن نرم�دار خطͬ فضای ͷی در فشرده

q−فشردگͬ و q−پیش�فشردگͬ نخست، بخش در است. بخش دو شامل سوم فصل

که فصل این دوم بخش در است. شده مطرح نامتقارن نرم�دار فضاهای در مجموعه�ها

فضای از K مجموعه�های زیر از خاصͬ رده�ی مͬ�باشد، پایان�نامه از بخش آخرین واقع در
١٧Compactness in Asymmetric Normed Spaces
١٨I. Ferrando
١٩Topology and its Applications
٢٠Compactness and Finite Dimension in Assymmetric Normed Spaces
٢١Functional Analysis in Asymmetric Normed Spaces
٢٢Stefan Cobzas



٣ پیشͽفتار

زیرمجموعه�ی ͷی وجود شرط آن در که مͬ�کنیم توصیف را (X, q) نامتقارن نرم�دار )خطͬ
(X, qs) به وابسته باناخ فضای در فشرده مجموعه�ی ͷی یعنͬ، ) K٠؛ ⊆ X qs−فشرده�ی

که

K٠ ⊆ K ⊆ K٠ + θ٠

آن در که

θ٠ := {x ∈ X : q(x) = ٠},

مͬ�کند. مشخص را K q−فشردگͬ



١ فصل

مقدماتͬ تعاریف و کلیات

مقدمه

آن�ها غالبا که کنیم بیان را نیازی مورد اصولͬ و اساسͬ مفاهیم مͬ�کنیم سعͬ فصل این در

را فصل این یافت. مͬ�توان مشبͺه و توپولوژی تابعͬ، آنالیز ، حقیقͬ آنالیز کتاب هر در را

در را فصل این مطلب، ارائه شدن بهتر برای دانست. بعد فصول مطالعه پیش�نیاز مͬ�توان

بیان مختلف منابع به مراجعه از نیاز رفع برای قضایا و تعاریف کرده�ایم. تنظیم بخش پنج

مͬ�کنیم. آغاز مرتب مجموعه�های با را فصل این اول بخش مͬ�شوند.

میدان و R با را حقیقͬ اعداد مجموعه�ی N با را طبیعͬ اعداد مجموعه�ی پایان�نامه این در

مͬ�دهیم. نشان K با را مختلط و حقیقͬ اعداد

مرتب مجموعه�ی ١.١

هرگاه گوییم، ترتیب رابطه�ی ͷی P مجموعه�ی روی را ⩽ رابطه�ی .١.١.١ تعریف

x؛ ∈ P هر برای x ⩽ x (١)

x؛ = y آن�گاه ،y ⩽ x و x ⩽ y اگر (٢)



۵ مرتب مجموعه�ی .١.١

.x ⩽ z آن�گاه ،y ⩽ z و x ⩽ y اگر (٣)

و مͬ�نامیم مرتب مجموعه�ی ͷی آن روی شده تعریف ترتیب رابطه�ی با را P مجموعه�ی

x ⩽ y اگر است. x ⩽ y برای دیͽری نماد y ⩾ x علامت مͬ�دهیم. نمایش (P,⩽) جفت با

.x < y مͬ�نویسیم ،x ̸= y و

مقایسه�ناپذیر یا مقایسه غیرقابل را y و x آن�گاه ،y ⩽̸ x و x ⩽̸ y اگر .٢.١.١ تعریف

باشد. y ⩽ x یا x ⩽ y هرگاه گوییم، مقایسه�پذیر را y و x عضو دو و مͬ�نامیم

عناصر مثال این در است. ترتیب رابطه�ی ͷی R مجموعه��ی روی = رابطه��ی .٣.١.١ مثال

هستند. مقایسه غیرقابل متمایز

کامل مرتب مجموعه�ی ͷی ⩽ ترتیب رابطه�ی با را P مرتب مجموعه�ی .۴.١.١ تعریف

دو هر یعنͬ، y؛ ⩽ x یا x ⩽ y باشیم داشته x, y ∈ P عنصر دو هر برای هرگاه مͬ�گوییم،

باشند. مقایسه�پذیر P دلخواه عضو

صورت به مͬ�توان را P(X) روی ترتیب⩾ رابطه�ی باشد، مجموعه ͷی X اگر .۵.١.١ مثال

کرد: تعریف زیر

A,B ∈ P(X) , A ⩽ B ⇐⇒ A ⊆ B.

ولͬ نیست کامل مرتب مجموعه�ی ͷی فوق ترتیب رابطه�ی با P(X) که مͬ�کنیم توجه

است. مرتب مجموعه�ی ͷی

همان با ،P از Q زیرمجموعه�ی هر آن�گاه باشد، مرتب مجموعه�ی ͷی P اگر .۶.١.١ تذکر

برای ،a ⩽Q b ⇐⇒ a ⩽P b یعنͬ، بود؛ خواهد مرتب مجموعه�ی ͷی P در ترتیب رابطه�ی

.a, b ∈ Q هر

است. شده القا Q زیرمجموعه�ی به P ترتیب رابطه�ی گوییم اصطلاحاً



۶ مقدماتͬ تعاریف و کلیات .١

عنصر کوچͺترین را x ∈ P عنصر باشد، مرتب مجموعه�ی ͷی (P,⩽) اگر .٧.١.١ تعریف

عنصر این که صورتͬ در باشد. x ⩽ y , y ∈ P هر برای هرگاه مͬ�نامیم، P صفر عنصر یا

مͬ�دهیم. نمایش ٠ با را آن باشد، داشته وجود

هر برای هرگاه مͬ�گوییم، P ͷی عنصر یا عنصر بزرگترین را x ∈ P ترتیب همین به

مͬ�دهیم. نمایش ١ با را آن و باشد y ⩽ x , y ∈ P

هستند. یͺتا وجود صورت در P مرتب مجموعه�ی در ١ و ٠ عناصر .٨.١.١ تذکر

در مͬ�گیریم. نظر در شمول ترتیب رابطه�ی با را P(X) .X ̸= ∅ کنیم فرض .٩.١.١ مثال

.٠ = ∅ و ١ = X صورت این

صورت این در .S ⊆ P و باشد مرتب مجموعه�ی ͷی (P,⩽) کنیم فرض .١٠.١.١ تعریف

برای که باشد موجود α ∈ P مانند عنصری هرگاه گوییم، کراندار بالا از را S مجموعه�ی

مͬ�نامیم. S بالای کران ͷی را α حالت این در .x ⩽ α , x ∈ S هر

β ∈ P مانند عنصری هرگاه مͬ�گوییم، کراندار پایین از را S مجموعه�ی ترتیب همین به

مͬ�نامیم. S پایین کران ͷی را β حالت این در .β ⩽ x , x ∈ S هر برای که باشد موجود

باشد. کراندار بالا از S و S ⊆ P مرتب، مجموعه�ای (P,⩽) کنیم فرض .١١.١.١ تعریف

دارای α هرگاه مͬ�نامیم، S سوپریمم یا S بالای کران کوچͺترین را α ∈ P صورت این در

باشد: زیر خواص

باشد؛ S بالای کران ͷی α (١)

نباشد. S بالای کران ͷی γ آن�گاه ،γ < α اگر (٢)

.α = supS مͬ�نویسیم حالت این در

صورت همین به است کراندار پایین از که S مجموعه�ی اینفیمم یا پایین کران بزرگترین



٧ مرتب مجموعه�ی .١.١

پایین کران ͷی β > α شرط با β هیچ و است S پایین کران ͷی ،α یعنͬ، مͬ�شود؛ تعریف

.α = inf S مͬ�نویسیم حالت این در نمͬ�باشد. S

اگر مͬ�گیریم. نظر در را (P(X),⊆) مرتب مجموعه�ی .X ̸= ∅ کنیم فرض .١٢.١.١ مثال

.inf{A,B} = A ∩B و sup{A,B} = A ∪B آن�گاه باشند، A,B ⊆ X



٨ مقدماتͬ تعاریف و کلیات .١

متری فضای ٢.١

در که را قضایایͬ و مثال�ها سپس کرده، تعریف را متری فضای ابتدا بخش این در

مͬ�کنیم. بیان است، نیاز مورد بعد فصل�های

باشد X ×X بر مقدار حقیقͬ تابعͬ d و ناتهͬ مجموعه�ای X کنید فرض .١.٢.١ تعریف

مͬ�کند: صدق زیر شرایط در که

مͬ�باشند) X در دلخواه عناصری x, y, z)

,d(x؛ y) ⩾ ٠ (١)

,d(x؛ y) = ٠⇐⇒ x = y (٢)

,d(x؛ y) = d(y, x) (٣)

.d(x, z) ⩽ d(x, y) + d(y, z) (۴)

مͬ�نامیم. X بر متر ͷی را d و متری فضای ͷی را (X, d) زوج صورت این در

.x, y ∈ R هر برای d(x, y) = |x− y| آن در که است متری فضای ͷی (R, d) .٢.٢.١ مثال

مͬ�نامیم. R روی اقلیدسͬ متر یا معمولͬ متر را d

y, x هر برای d(x, y) = |١
x
− ١

y
| صورت، این در .X = (٠,∞) کنیم فرض .٣.٢.١ مثال

است. X روی متر ͷی ،X به متعلق

درونͬ نقطه�ی ͷی را a ∈ A ⊆ X نقطه�ی ،(X, d) متری فضای در .۴.٢.١ تعریف

N(a, ϵ) آن در که ،N(a, ϵ) ⊆ A �که باشد موجود ϵی > ٠ هرگاه گوییم، A مجموعه�ی

مͬ�نامیم. ϵ شعاع و a مرکز به باز گوی را آن و مͬ�شود تعریف زیر صورت به

N(a, ϵ) = {x ∈ X : d(x, a) < ϵ}.



٩ متری فضای .٢.١

(X, d) متری فضای در باز مجموعه�ی ͷی را A باشد، درونͬ ،A به متعلق نقطه�ی هر اگر

مͬ�نامیم.

مجموعه�ی بستͬ نقطه�ی ͷی را a ∈ X نقطه�ی ،(X, d) متری فضای در .۵.٢.١ تعریف

.N(a, ϵ) ∩ A ̸= ∅ باشیم داشته ϵ > ٠ هر برای که هرگاه گوییم، A ⊆ X

در بسته مجموعه�ای را A ،A = Ā اگر مͬ�دهیم. نشان Ā با را A بستͬ نقاط مجموعه�ی

مͬ�نامیم. (X, d) متری فضای

که (R٢, d) متری فضای در .۶.٢.١ مثال

d
(
(x١, y١), (x٢, y٢)

)
=

(
(x٢ − x١)

٢ + (y٢ − y١)
٢) ١

٢ ,

است. باز {(x, y) ∈ R٢ : x٢ + y٢ < ١} مجموعه�ی و بسته [٠,١]× [٠,١] مجموعه�ی

نقطه�ی يك را x ∈ X .A ⊆ X و باشد مترى فضاى يك (X, d) كنيم فرض .٧.٢.١ تعریف

يعنͭ، كند؛ قطع را A ،x از ͭͽهمساي هر هرگاه گوييم، A حدى

∀ r > ٠ , ∃ y ∈
(
A∖ {x}

)
: d(x, y) < r.

مͭ�دهيم. نمايش A′ با را A حدى نقاط مجموعه�ى

x و x ∈ A اگر .A ⊆ X و باشد مترى فضاى يك (X, d) كنيم فرض .٨.٢.١ تعریف

دارد. نام A تنهاى نقطه�ى x آن�گاه نباشد، A حدى نقطه�ى

فرض است. معمولͬ متر d آن در که مͬ�گیریم نظر در را (R, d) متری فضای .٩.٢.١ مثال

صفر یعنͬ، ؛ B′
= ∅ و A

′
= {٠} صورت این در .B = {٠} و A = {١

n
: n ∈ N} کنیم

است. B مجموعه�ی تنهای نقطه�ی ͷی و A مجموعه�ی حدی نقطه�ی ͷی

هرگاه گوییم، چͽال X در را (X, d) متری فضای از A زیرمجموعه�ی .١٠.٢.١ تعریف

.Ā = X



١٠ مقدماتͬ تعاریف و کلیات .١

ϵ > ٠ هر و x ∈ X هر برای اگر تنها و اگر است، چͽال X در A ⊆ X .١١.٢.١ قضیه

.A ∩N(x, ϵ) ̸= ∅ باشیم داشته

،ϵ > ٠ هر برای نتیجه در .Ā به است متعلق x پس .x ∈ X و Ā = X کنیم فرض برهان.

این در .N(x, ϵ)∩A ̸= ∅ ،ϵ > ٠ هر و x ∈ X هر برای کنیم فرض حال .N(x, ϵ)∩A ̸= ∅

.Ā = X بنابراین .x ∈ Ā صورت

زیرمجموعه�ای شامل هرگاه گوییم، جدایͬ�پذیر را (X, d) متری فضای .١٢.٢.١ تعریف

باشد. شمارا و چͽال

Q و Q̄ = R که است R از زیرمجموعه�ای Q زیرا است. جدایͬ�پذیر R .١٣.٢.١ مثال

است. شمارا

Xیͷپوشش مجموعه�ی مجموعه�های زیر از {Ai : i ∈ I} خانواده گوییم تعریف٢.١.١۴.

A نیز {Ai : i ∈ I} از زیرخانواده�ای هرگاه .A ⊆
∪

i∈I Ai اگر است، X از A زیرمجموعه�ی

نامیم. A زیرپوشش ͷی را زیرخانواده این بپوشاند، را

مرکب مجموعه، ͷی پوشش هر آن�گاه باشد، متری فضای ͷی (X, d) اگر تعریف٢.١.١۵.

دارد. نام مجموعه آن باز پوشش ͷی باز، مجموعه�های از

X از A زیرمجموعه�ی گوییم باشد، متری فضای ͷی (X, d) کنیم فرض .١۶.٢.١ تعریف

داد. تقلیل متناهͬ زیرپوشش ͷی به بتوان را A باز پوشش هر اگر است، فشرده

است. فشرده مجموعه�ی ͷی متناهͬ مجموعه�ی هر متری، فضای هر در .١٧.٢.١ مثال



١١ متری فضای .٢.١

xی ∈ X هرگاه گوییم، همͽرا را (X, d) متری فضای از (xn)
∞
n=١ دنباله�ی .١٨.٢.١ تعریف

.limn→∞ d(xn, x) = ٠ �که باشد داشته وجود

که وقتͬ xn → x یا و limn→∞ xn = x مͬ�نویسیم و نامیده (xn)
∞
n=١ دنباله�ی حد را x

.n → ∞

یͺتاست. وجود صورت در دنباله هر حد ،(X, d) متری فضای در .١٩.٢.١ قضیه

شود. مراجعه [٢۶] مرجع به برهان.

این در باشد. (X, d) مترى فضاى از ناتهͭ زيرمجموعه�اى A كنيم فرض .٢٠.٢.١ قضیه

.limn→∞ xn = x كه باشد Aموجود در (xn)
∞
n=١ مانند دنباله�اى اگر تنها و اگر ،x ∈ Āصورت

شود. مراجعه [٢٠] مرجع به برهان.

ͷی (ni)
∞
i=١ و (X, d) متری فضای از دنباله ͷی (xn)

∞
n=١ کنیم فرض .٢١.٢.١ تعریف

ͷی را (xni
)∞i=١ دنباله�ی .n١ < n٢ < n٣ < . . . �که باشد مثبت و صحیح اعداد از دنباله

زیردنباله�ای حد ͷی را آن حد باشد، همͽرا (xni
)∞i=١ اگر �مͬ�گوییم. (xn)

∞
n=١ زیردنباله�ی

هر اگر تنها و اگر است، y به همͽرا (xn)
∞
n=١ که است واضح مͬ�نامیم. (xn)

∞
n=١ دنباله�ی

باشد. y به همͽرا (xn)
∞
n=١ زیردنباله�ی

گوییم، پیوسته a ∈ X نقطه�ی در را f : (X, dX) −→ (Y, dY ) نͽاشت .٢٢.٢.١ تعریف

آن�گاه ،dX(x, a) < δ و x ∈ X اگر که باشد موجود δ > ٠ عدد ϵ > ٠ هر برای هرگاه

.dY
(
f(x), f(y)

)
< ϵ

δ تعریف، این (در باشد. پیوسته X نقاط همه در هرگاه گوییم، پیوسته X روی را f

.(δ = δ(x, ϵ) یعنͬ، است؛ ϵ و x به وابسته



١٢ مقدماتͬ تعاریف و کلیات .١

در f صورت این در باشد. تابع ͷی f : (X, dX) −→ (Y, dY ) کنیم فرض .٢٣.٢.١ قضیه

وقتͬ xn → a که X در (xn)
∞
n=١ مانند دنباله هر برای اگر تنها و اگر است، پیوسته a ∈ X

.n → ∞ که وقتͬ f(xn) → f(a) باشیم داشته ،n → ∞ که

شود. مراجعه [١] مرجع به برهان.

حقیقͬ عدد هرگاه است، کراندار (X, d) متری فضای در (xn)
∞
n=١ دنباله�ی تعریف٢.١.٢۴.

باشیم داشته ،n ∈ N هر برای که باشد داشته وجود x ∈ X مانند نقطه�ای و M > ٠ مانند

.d(xn, x) ⩽ M

هر برای هرگاه گوییم، کشͬ را (xn)
∞
n=١ دنباله�ی ،(X, d) متری فضای در .٢۵.٢.١ تعریف

.d(xn, xm) < ϵ باشیم داشته m,n ⩾ N هر برای �که شود یافت Nای ∈ N ،ϵ > ٠

است. کشͬ همͽرا، دنباله�ی هر ،(X, d) متری فضای در .٢۶.٢.١ قضیه

شود. مراجعه [١] مرجع به برهان.

نیست. برقرار کلͬ حالت در قبل قضیه�ی عͺس که مͬ�دهیم نشان بعد مثال در

متر ،d و X = (٠,∞) آن در که مͬ�گیریم نظر در را (X, d) متری فضای .٢٧.٢.١ مثال

نیست. همͽرا که است کشͬ دنباله�ی ͷی {١
n
: n ∈ N} دنباله�ی است. معمولͬ

فضا این در کشͬ دنباله�ی هر هرگاه گوییم، کامل را (X, d) متری فضای .٢٨.٢.١ تعریف

باشد. همͽرا

تمام مجموعه�ی S و (X, d) متری فضای از زیرمجموعه�ای A کنیم فرض .٢٩.٢.١ تعریف

مͬ�شود نامیده A قطر ،S سوپریمم صورت این در .x, y ∈ A که باشد d(x, y) حقیقͬ اعداد

یعنͬ، مͬ�شود؛ داده نشان diam(A) با و

diam(A) = sup
{
d(x, y) : x, y ∈ A

}
.



١٣ متری فضای .٢.١

فضاى از A زيرمجموعه�ى� باشد. مترى فضاى يك (X, d) كنيم فرض .٣٠.٢.١ تعریف

An, ..., A١ زيرمجموعه�ى متناهͭ تعداد ،ϵ > ٠ هر براى هرگاه گوييم، پيش�فشرده Xرا مترى

كه باشد داشته وجود است كمتر ϵ از آن�ها از يك هر قطر كه X از

A ⊆
n∪

i=١
Ai.

مͭ�شوند. ناميده نيز کراندار كلا́ پيش�فشرده، مجموعه�هاى

فرضکنیم است. پيش�فشرده فشرده، مجموعه�ى هر (X, d) متری فضای در .٣١.٢.١ مثال

بازی پوشش {N(x, ϵ
٣) : x ∈ A

} ،ϵ > ٠ هر برای صورت این در باشد. فشرده A ⊆ X

A در xn, ..., x١ نقطه�ی متناهͬ تعداد پس است. فشرده A که آن�جایͬ از و است A برای

داریم N(xi,
ϵ
٣) به متعلق y, x هر و i هر برای اما .A ⊆

∪n
i=١N(xi,

ϵ
٣) که دارد وجود

d(x, y) ⩽ d(x, xi) + d(xi, y) <
ϵ

٣ +
ϵ

٣ =
٢
٣ϵ < ϵ;

است. پیش�فشرده A مجموعه�ی بنابراین .diam(
N(xi,

ϵ
٣)
)
< ϵ ،i هر برای یعنͬ،

پيش�فشردگͭ با زير خواص باشد. مترى فضاى يك (X, d) كنيم فرض .٣٢.٢.١ قضیه

هستند. معادل X از A زيرمجموعه�ى

كه دارد وجود A از xn, ..., x٢, x١ نقطه�ى متناهͭ تعداد ϵ > ٠ هر براى (١)

A ⊆
n∪

i=١
N(xi, ϵ).

كه دارد وجود X از xn, ..., x٢, x١ نقطه�ى متناهͭ تعداد ϵ > ٠ هر براى (٢)

A ⊆
n∪

i=١
N(xi, ϵ).

شود. مراجعه [١٩] مرجع به برهان.



١۴ مقدماتͬ تعاریف و کلیات .١

گوييم، نسبͭ�فشرده را A ⊆ X باشد. مترى فضاى يك (X, d) كنيم فرض .٣٣.٢.١ تعریف

باشد. فشرده X در Ā هرگاه

همͽرا زیردنباله�ای دارای A در دنباله هر هرگاه است، فشرده نسبͬ را A معادل، طور به

باشد. X فضای در

وتنها اگر است، نسبͭ�فشرده (X, d) كامل مترى فضاى از A زيرمجموعه�ى .٣۴.٢.١ قضیه

باشد. پيش�فشرده اگر

شود. مراجعه [٣٢] مرجع به برهان.


