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 چکیده

 

  (SMAOR) ی متقارن دار اصلاح شذي تخفیف شتاب ی روش فوق وامً بً مطالعً در ایه پایان

ی ٌمگرایی ایه روش را مورد  پردازیم. سپس واحیً برای حل دستگاي معادلات خطی تىک می 

 .دٌیم بررسی قرار می

تخفیف  چون فوق ٌمٌایی  ٌمراي روش ، بً SMAORوتایج عذدی حاصل از بً کارگیری روش

تر بودن شعاع  مؤیذ کوچک (MAOR)  دار اصلاح شذي تخفیف شتاب و فوق (AOR)دار شتاب

باشىذ کً  ٌای طیفی دو روش دیگر می وسبت بً شعاع  SMAOR روش طیفی ماتریس تکرار 

 .باشذ می SMAOR تر روش توضیحی برای ٌمگرایی سریع

شعاع  ،SMAOR ، روشMAOR  ، روشAOR  معادلات خطی، روش دستگاي کلمات کلیدی:

 .طیفی، ماتریس تکرار، ٌمگرایی
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Abstract 

 

 

In this thesis, we study a class of symmetric modified accelerated overrelaxation (SMAOR) 

methods for solving large sparse linear systems. Our study includes a review of accelerated 

overrelaxation method (AOR), modified accelerated overrelaxation method (MAOR) and 

SMAOR. 

The convergence region of SMAOR is discussed. Numerical results show that the iteration 

matrix of SMAOR has spectral radius less than those of the iteration matrices of AOR and 

MAOR. They also display faster convergence of SMAOR for the considered examples. 

key words: Systems of linear equations, Basic iterative methods, AOR method, MAOR 

method, SMAOR method, Convergence, Matrix coefficient, Spectral radius 

‌
‌
‌
‌
‌
‌
‌
‌
‌
‌
‌
‌
‌



‌
‌

‌
‌

 

 مطانعات،‌‌تر‌وتايـج‌‌طرتثَ‌معىُی‌م‌‌یماد‌‌حقُق‌‌كهيً

 ايه ‌مُضُع‌‌از‌تحقيك‌‌یواض‌‌یٌایَ‌وُآَر‌‌اتتكارات‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

 .‌است‌‌کردستان‌‌‌داوطـگاي‌‌تً‌‌)رسـانً(‌متعهك‌‌وامً‌‌پايان‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 



‌***تعٍذ‌وامً***
 
 

ریاضی کاربردی گرایص آًالیس  یداًطجْی کارضٌاسی ارضذ رضتَ کامهحوذ خْشایٌجاًب 
ايي  یًواین کَ هحتْاگرٍّ ریاضی تعِذ هیعلْم پایَ  یعذدی داًطگاٍ کردستاى، داًطکذٍ

ًطذٍ ّ بَ پایاى رساًیذى  یبرداریكپ یلاش ّ تحقيقات خْد بْدٍ ّ از جايت یًاهَ ًتيجَپاياى
 اساتيذ بْدٍ است. یّ هطاّرٍ یهطالعات هستور ایٌجاًب ّ راٌُوايتلاش ّ  یآى ًتیجَ

 

 با تقذین احترام    

  کامهحوذ خْش                                                                                 

    3/10  /1331 



   
 کردستان‌‌داوطگاي

‌داوطكذي‌عهُو‌پایً
‌گرَي‌ریاضی

‌
 

‌ریاضی‌کارتردی‌گرايص‌آوانیس‌عذدی‌یارضذ‌رضتً‌‌كارضىاسي‌یپایان‌وامً
‌

‌‌عىُان:
ترای‌حم‌ (SMAOR) ی‌متقارن‌ضذي‌دار‌اصلاح‌تخفیف‌ضتاب‌فُقرَش‌‌

‌‌دستگاي‌معادلات‌خطی
 
 

‌پژٌَطگر:
 کاومحمذ‌خُش

 
‌

قرار  یزير هْرد بررس  ُّیات داّراى  یتخصص  یتْسط كويتَ 1331/  10/ 3در تاريخ  
 بَ تصْيب رسيذ. …… یّ درجَ … یگرفت ّ با ًورٍ

 

           اهضاء                             هرتبَ علوی                     ًام ّ ًام خاًْادگی                          ُیات داّراى 

   استادیار        ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌دکتر هراد احوذًسب                ـ استاد راٌُوا        1

‌    داًطیار                     دكتر کوال ضاًظری        ـ استاد هطاّر               2

 استادیار                   دكتر فردیي ساعذپٌاٍ                داخلیـ استاد داّر 3

 استادیار                      پٌاٍ اهجذ علی‌دكتر                داخلیـ استاد داّر 4

 

 

  هعاّى آهْزضی ّ تحصیلات تکویلی داًطکذٍهِر ّ اهضاء                      هِر ّ اهضاء گرٍّ                     



 
 University of Kurdistan  

Faculty of Science  
Department of Mathematics 

  

A Thesis Submitted to the Postgraduate Studies Office in Partial Fulfillment  

of the Requirements for the Degree of M.Sc.  

in Applied Mathematics 
 

 

Title:  

Symmetric modified  accelerated overrelaxation method for solving 

systems of linear equations 
 

 

 

 

By: 

Mohammad Khoshkam 

 

The above thesis was evaluated and approved by the following members of the thesis committee 

with mark …. and …… quality on December 23, 2012. 

      Position                           Title and Name                                               Signature 

1. Supervisor:                      Dr. Morad Ahmadnasab  

2. Advisor. :                        Dr. Kamal Shanazari 

3. Internal Examiner:          Dr. Fardin Saedpanah 

4. Internal Examiner:         Dr. Amjad Alipanah 

 

Head of Department: 

 

 

Faculty Graduate Coordinator: 

 



 

 University of Kurdistan  

Faculty of Science  
Department of Mathematics 

 

Title:  

Symmetric modified  accelerated overrelaxation method for 

solving systems of linear equations 

 

By: 

Mohammad Khoshkam 

 

 

Supervisor: 

Dr. Morad Ahmadnasab 

 

 

 

Advisor: 

Dr. Kamal Shanazari 

 

 

A Thesis 

Submitted in Partial Fulfillment of the Requirements for the Degree of 

M.Sc.  in Applied Mathematics 

 

 

 

December 2012 





...ଘم৤قدৎ
وخاৗواده�یସ୍م
ૡࠫ୏ه�୓یฬزඇඓ࣒م؛

೺ख़مد඼ෙ঳اਗیوऑජ໑وم৘ජ໑وان඼ෙ঳اਗی



چͺیده

دستگاه حل برای (SMAOR) متقارن شده�ی اصلاح شتاب�دار فوق�تخفیف روش مطالعه�ی به پایان�نامه این در

مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد را روش این همͽرایی ناحیه�ی سپس مͬ�پردازیم. تنک خطͬ معادلات

و (AOR) فوق�تخفیفشتاب�دار هم�چون روش�هایی همراه به ،SMAORکارگیریروش به از نتایجعددیحاصل

SMAORروش ماتریستکرار طیفͬ شعاع بودن کوچ�ͷتر مؤید (MAOR)اصلاحشده�ی فوق�تخفیفشتاب�دار

مͬ�باشد. SMAOR روش سریع�تر همͽرایی برای توضیحͬ که مͬ�باشند دیͽر روش دو طیفͬ شعاع�های به نسبت

ماتریس طیفͬ، شعاع ،SMAOR روش ،MAOR روش ،AOR روش معادلاتخطͬ، دستگاه کلماتکلیدی:

همͽرایی. تکرار،
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مقدمه

حساب به معادلاتخطͬ دستگاه حل برای پایه�ای تکراری روش�های جمله از (SOR) متوال١ͬ فوق�تخفیف روش

تکرارشونده�ی فرمول ساختار در کنترل�کننده پارامتر سببحضور به [١۵ ،١۴] آن بعدی نسخه�های روشو این مͬ�آید.

.[٩] شده�اند چندشبͺه�ای دهنده�ی پیش�بهبود روش�های هم�چون جدیدی روش�های برای راه موجبهموارشدن آنها

مربوط مطالعات گردید. پیشنهاد [٣١ ،١۴] در بار نخستین (MSOR) اصلاح�شده٢ متوالͬ فوق�تخفیف روش

مثبت معین (شامل A ضرایب ماتریس برای مختلف ساختارهای با دستگاه�هایی برای روش این همͽرایی نوع به

روش تعمیم [١۵ ،١۴] در است. شده انجام [٣١ ،٢٩ ،٢٣ ،٢٢ ،١٧] در دیͽر) حالت چند و غالب قطر اکیداً یا

فوق�تخفیف روش�های به که گردید مطرح تعمیم�یافته شده�ی مرتب سازگار به�طور ضرایب ماتریس برای MSOR

هستند. معروف (MAOR) یافته تعمیم شده�ی داده ٣ شتاب�

حل برای (SMAOR) متقارن۴ شده�ی اصلاح شتاب�دار فوق�تخفیف روش ویژگͬ�های بررسͬ به پایان�نامه این در

بلوکͬ ساختار دارای A ماتریس آن در که مͬ�پردازیم Ax = b دستگاه

A =

D١ H

K D٢


ناحیه�ی به مربوط خواص سپس . b ∈ Rn و هستند نامنفرد و قطری ماتریس�های D٢ و D١ آن در که بوده،

خواهیم قرار مقایسه مورد MAOR و AOR روش�های خواصمشابه با را روش این همͽرایی شرایط و همͽرایی

در روش�ها این ویژگͬ�های عددی، آزمایش�های و MATLAB توسط کدنویسͬ از استفاده با نهایت، در و داد

گرفت. خواهند قرار بررسͬ مورد شناور ممیز حساب محیط

جبرخطͬ از پیش�نیازهایی و مقدمات ͷی فصل در ابتدا است. زیر شرح به پایان�نامه این فصل�های چیدمان نحوه�ی

معرفͬ ضمن سوم فصل در است. یافته اختصاص پایه�ای تکراری روش�های معرفͬ به دوم فصل شد. خواهد ارائه

١Successive overrelaxation
٢Modified
٣Accelerated
۴Symmetric

١



فصل در درنهایت، مͬ�پردازیم. SMAOR روش خواص مطالعه�ی و معرفͬ به ،MAOR و AOR روش�های

سوم فصل در شده معرفͬ روش سه پیاده�سازی از حاصل عددی نتایج شͺل�ها، و جداول از استفاده با چهارم

گرفته�اند. قرار تحلیل و تجزیه مورد و آمده در نمایش به ،MATLAB توسط

٢



١ فصل

پیش�نیازها و مقدمات

مقدمه ١.١

طور به یقیناً مسئله این است. ماتریسͬ نظریه�ی و جبرخطͬ عددی، آنالیز زمینه�های از بسیاری در ابزار مهم�ترین

به مͬ�توان مسائل این جمله از است. برقرار نیز مͬ�شوند، حاصل جبرخطͬ در که محاسباتͬ مسائل برای طبیعͬ

کرد. اشاره ماتریس ͷی ویژه�ی بردارهای و ویژه مقادیر محاسبات خطͬ، معادلات دستگاه�های حل

معادلات زمینه�ی در جمله از است. صادق انگیزی شͽفت طور به مسائل از زیادی شمار برای واقعیت این هم�چنین

نتایجͬ به آنها، با متناظر عددی روش�های تحلیل اغلب، آنها در تقریبکه نظریه�ی و معادلاتدیفرانسیل غیرخطͬ،

دارد. بستگͬ مͬ�آیند، دست به جبرخطͬ از که

درکمطالب برای که پرداخت خواهیم ماتریس�ها به مربوط پایه�ای قضایای تعاریفو مفاهیم، مرور به فصل این در

هستند. لازم بعدی فصل�های

کانونͬ فرم�های و ویژه مقادیر ٢.١

نمایش Cn و Rn با ترتیب به را xn, . . . ,x١ عناصر با x ستونͬ بردارهای از مختلط و حقیقͬ nبعدی فضای

حالتͬ در مͬ�باشد. (x١, . . . ,xn) سطری بردار که مͬ�دهیم نمایش xT با را x ترانهاده�ی ،x ∈ Rn برای مͬ�دهیم.

. xH = (x̄١, . . . , x̄n) از است عبارت که مͬ�دهیم، نشان xH با را x مزدوج ترانهاده�ی باشد، x ∈ Cn که

با را حقیقͬ n × m ماتریس�های همه�ی مجموعه�ی معادل، طور به یا Rn به Rm از خطͬ عملͽرهای گردایه�ی

به مͬ�دهیم. نشان L(Rn) با را n × n ماتریس�های همه�ی مجموعه�ی سادگͬ برای مͬ�دهیم. نمایش L(Rm, Rn)

نشان L(Cn) با باشد، n = m که هنگامͬ یا L(Cm, Cn) با را مختلط n×m ماتریس�های مجموعه�ی مشابه طور

مͬ�دهیم.

٣



معنͬ این به A ∈ L(Cm, Cn) مͬ�نویسیم که وقتͬ کنید توجه مͬ�دهیم. نشان aij با را A ∈ L(Cm, Cn) عناصر

مͬ�رود. بین از A بودن حقیقͬ احتمال که نیست

مزدوج آنگاه باشد، مختلط A اگر و مͬ�دهیم نشان AT با را A ترانهاده�ی آنگاه باشد، A ∈ L(Cm, Cn) اگر

A−١ با را A وارون و detA با را A دترمینان باشد، n× n ماتریسͬ A اگر مͬ�دهیم. نشان AH با را A ترانهاده�ی

در که را زیر پایه�ای قضیه�ی ،A وارون�پذیری برای باشد. موجود A−١ هرگاه گوییم، نامنفرد را A مͬ�دهیم. نشان

مͬ�کنیم. یادآوری است، آمده [٢۵] جمله از جبرخطͬ کتاب�های اکثر

معادلند: زیر گزاره�های آنگاه ،A ∈ L(Cn) کنید فرض .١.١ قضیه

است. نامنفرد A .١

. detA ̸= ٠ .٢

است. x = o جواب دارای تنها Ax = o خطͬ معادلات دستگاه .٣

است. یͺتا جواب دارای Ax = b خطͬ معادلات دستگاه ،b بردار هر برای .۴

α١u١ + و A (سطرهای) ستون�های u١, . . . , un اگر یعنͬ هستند. خطͬ مستقل A (سطرهای) ستون�های .۵

هستند. صفر ͬͽهم ،αi اسͺالرهای آنگاه باشد، · · · + αnun = ٠

تعداد عنوان به A رتبه�ی است. n رتبه�ی١ دارای A که است واقعیت این بر تأکید ١.١ قضیه�ی در آخر شرط

مͬ�گردد. تعریف آن خطͬ مستقل ستون�های) (یا سطرهای

ویژه�ی بردار و ویژه مقدار ترتیب به x ̸= o بردار ͷی و λ مختلط) یا (حقیقͬ اسͺالر ͷی آنگاه ،A ∈ L(Cn) اگر

هرگاه: هستند، A

Ax = λx , (١.١)

اگر: وتنها اگر است، A ویژه�ی مقدار λ ،١.١ قضیه�ی به توجه با و

det(A − λI) = ٠ . (٢.١)

همواره I پس، این از و اینجا در مͬ�دهیم. نشان PA(λ) با و مͬ�نامیم A مشخصه�ی معادله�ی را (٢.١) معادله�ی

هستند. (٢.١) معادله�ی ریشه�های که دارد متمایز لزوماً نه ویژه�ی مقدار n دقیقاً A است. همانͬ ماتریس نمایانگر

١Rank

۴



و A طیف را A از λn ،. . . ،λ١ ویژه�ی مقدار n این مجموعه�ی

ρ(A) = max
١6i6n

|λi| , (٣.١)

مͬ�باشد. A طیف١ͬ شعاع

این�صورت در باشد، k ≤ n تکرار مرتبه�ی از PA(λ) چندجمله�ای ریشه�ی ͷی µ فرضکنید ، [١٨] تعریف١.١.

گویند. A ساده�ی ویژه�ی مقدار ͷی را µ آنگاه باشد، k = ١ هرگاه گوییم. µ جبری٢ چندگانگͬ را k

آنها برای که دارد وجود ماتریس�ها از مهم رده�ی ͷی اما است مشͺل ویژه مقادیر محاسبه�ی کلͬ، حالت در

ماتریسͬ شͺل با مثلثͬ بالا ماتریس�های ماتریس�ها، از رده این یافت. سادگͬ به را ویژه مقادیر مͬ�توان
a١١ . . . a١n

. . . ...

ann

 ,

ماتریسͬ شͺل با مثلثͬ پایین ماتریس�های و
a١١
... . . .

an١ . . . ann

 ,

از خاصͬ مورد هستند. آن اصلͬ قطر روی درایه�های مثلثͬ، ماتریس ͷی ویژه�ی مقادیر وضوح به مͬ�باشند.

Dنمایش = diag(d١, . . . , dn)صورت به معمولا˟ Dو با را آن که هستند قطری ماتریس�های مثلثͬ، ماتریس�های

مͬ�باشد: زیر صورت به D ماتریسͬ شͺل مͬ�دهیم.

D =



d١

d٢

. . .

dn


.

دسته�های برای اما باشند. شده توزیع دلخواه طور به مͬ�توانند آن ویژه�ی مقادیر ،A ∈ L(Cn) ماتریس ͷی برای

هستند. مختلط صفحه�ی از معینͬ بخش�های در قرارگیری به مقید ویژه مقادیر ماتریس�ها، از معینͬ مشترک و مهم

و AH = A−١ هرگاه است، یͺانͬ A ∈ L(Cn) و AT = A−١ هرگاه است، متعامد A ∈ L(Rn) مثال برای

متقارن A ∈ L(Rn) مشابه، طور به .[٢۵] مͬ�باشد ͷی عدد برابر ماتریس نوع دو هر ویژه�ی مقادیر قدرمطلق

١Spectral radius
٢Algebraic multiplicity

۵


