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  مقدمه
ي انتگرال و ديفرانسيل بايد حل شود، طبيعي است اما دست يافتن احساس اين كه يك معادله   

پذير است، گاهي اوقات نيز رسيدن به جواب دقيق و به كار بردن آن به جواب دقيق به ندرت امكان

ماهيت اما چون هدف اصلي، درك . شودي مورد محاسبه گران تمام مياز نظر زمان و حافظه

هاي عددي ابزاري مناسب براي رسيدن به اين رو روشهاي جواب معادلات است، از اينويژگي

  .باشندهدف مي

پذيري و به ترين روش عددي، روشي است كه داراي دقت بالا، انعطافبراي معادلات، مناسب

از آن . را ندارند هاشوند تمامي اين ملاكاستفاده مي هايي كه معمولاًروش. كارگيري آسان باشد

توان به روش عناصر متناهي اشاره كرد كه براي حل معادلات ديفرانسيل با مشتقات جمله مي

پذيري بالايي بوده ولي رسيدن به دقت بالا در آن شود، اين روش داراي انعطافجزيي استفاده مي

-انتگرال استفاده ميي حل معادلات همچنين در روش آدوميان كه از آن برا. باشدكار سختي مي

  .هاي مراتب بالا مشكل مي باشدايشود ساختن چند جمله

-هاي مذكور نياز به كار محاسباتي بالايي دارند، به طوري كه وقتي بعد فضا از دو بيشتر ميروش

 .دهدتري خود را نشان ميشود، اين مشكل به شكل جدي

يك روش مناسب جهت حل معادلات تابعي  اي شعاعي، به عنوانهاي اخير روش توابع پايهدر سال

  .به كار رفته است

سال اخير سرعت ويژه اي يافته  10سال طول كشيد و در  25گسترش اين دسته از توابع حدود 

اي بر روي توابع پايه]  14[2و بوهمن] 14[1در اين زمينه افراد مختلفي از جمله فرانك .است

] 14[3همچنين دوشون .تحقيقات مختلفي را انجام دادندنهايت هموار و تكه تكه هموار شعاعي بي

                                                      
١ Frank 
٢ Buhmann  
٣ Duchon  
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 .نداو وندلاند كار كرده به ترتيب روي توابع پايه اي شعاعي اسپلاين صفحه نازك] 15,2[1و وندلاند

اي شعاعي ضربي را ابداع توابع پايه 1999 نيز در سال] 15,14[3و كوهن] 15,14[2گاسپاري

از توابع پايه اي شعاعي در حل مسائل  1990ولين بار در سال براي ا]  14,2[4ادوارد كانزا .كردند

روي حل معادلات انتگرال به ] 6[مشتقات جزئي استفاده نمود واخيرا دانشمنداني از جمله دهقان

  .كمك توابع پايه اي شعاعي تحقيقاتي انجام داده اند
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 پايهمفاهيم تعاريف و 
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   مقدمه 1.1

اي شعاعي به بيان برخي مفاهيم و تعاريف مورد در اين بخش ابتدا براي آشنايي با توابع پايه

ها در ادامه نيز انواع مختلف اين دسته از توابع را معرفي كرده و به تقسيم بندي آن .پردازيمنياز مي

عي را مطرح كرده و اي شعاچنين مبحث درونيابي توابع با استفاده از توابع پايههم .خواهيم پرداخت

 .مورد بررسي قرار خواهيم داد

 

  معادلات انتگرال  2.1

  هاي كلي معادلات به صورت

Φሺݔሻݑሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ ൅ ߣ ׬ ,ݔ൫ܭ ,ݐ ݐሻ൯݀ݐሺݑ
௕

௔                                                           (1.2.1) 

 و

Φሺݔሻݑሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ ൅ ߣ ׬ ,ݔ൫ܭ ,ݐ ݐሻ൯݀ݐሺݑ
ఉሺ௫ሻ

ఈሺ௫ሻ                                                       (2.2.1) 

 2و معادلات انتگرال ولترا 1ما به ترتيب معادلات انتگرال فردهلر
يك پارامتر  ߣ   هاكه در آن ،گويند 

   .]21[باشدمجهول مي ݑو تابع  اندداده شده Φو   fو تابع  Kاست و هسته معادله انتگرال 

 uنسبت به  Kو اگر خطي ي انتگرال مربوطه را خطي باشد آنگاه معادله uنسبت به  Kاگر تابع 

  .ناميمي انتگرال را غير خطي ميمعادله ،طي باشدغيرخ

انتگرال همگن و در غير اين صورت  ناهمگن  يمعادله باشد،=f (x) 0ي خطياگر در يك معادله

  .شودناميده مي

  

                                                      
١ Feredholm  
٢ Voltre  
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  معادلات انتگرال فردهلم  1.2.1

اعداد گيري حد بالا و پايين انتگرال  هااستاندارد معادلات انتگرال خطي فردهلم، كه در آنصورت 

  :به صورت زير است ،ثابت هستند

Φሺݔሻݑሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ ൅ ߣ ׬ ,ݔሺܭ ݐሻ݀ݐሺݑሻݐ
௕

௔           ሺܽ ൑ ,ݔ ݐ ൑ ܾሻ                         (3.2.1) 

ر حسب ب .باشديك پارامتر معلوم مي   ߣ f اند وداده شده  و تابع   K   كه در آن هسته معادله انتگرال 

- چه مقداري را اختيار كند، معادلات انتگرال خطي فردهلم به دو دسته عمده تقسيم مي Φآنكه 

  :شوند 

ሻݔΦሺاگر  - 1 ൌ   :به صورت  )3.2.1( آنگاه معادله ،0

0 ൌ ݂ሺݔሻ ൅ ߣ න ,ݔሺܭ ݐሻ݀ݐሺݑሻݐ
௕

௔
 

   .نامنداول مي ي خطي فردهلم نوعآيد كه آن را معادلهدر مي

هاي جديد نامگذاري و ሻݔΦሺهرگز صفر نشود آنگاه با تقسيم طرفين بر  [a,b]، روي ሻݔΦሺاگر   - 2

  :داريم 

ሻݔሺݑ ൌ ݂ሺݔሻ ൅ ߣ න ,ݔሺܭ ݐሻ݀ݐሺݑሻݐ
௕

௔
 

 uجاي  به )3.2.1( حال اگر در معادله .نوع دوم گويندفردهلم كه آن را يك معادله انتگرال خطي 
 ، آن را است، در زير علامت انتگرال ظاهر شود u كه تابعي غير خطي بر حسب F(u)عبارتي نظير 

  .شودتقسيم مي ي نوع اول و دومدسته دوگويند و مشابه بالا به همرشتاين  لهمعاد
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  معادلات انتگرال ولترا  2.2.1

جاي آنكه گيري بهانتگرال پايينو  بالا ودها حدشكل استاندارد معادلات خطي ولترا، كه در آن

  :، به صورت زير است دنگردبيان مي xت تابعي از وربه ص ،دند ثابتي باشاعدا

Φሺݔሻݑሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ ൅ ߣ න ,ݔሺܭ ሺܽ           , ݐሻ݀ݐሺݑሻݐ ൑ ,ݔ ݐ ൑ ܾሻ   
ఉሺ௫ሻ

ఈሺ௫ሻ
                ሺ4.2.1ሻ 

بندي گروه تقسيمدو به  α)ݔ( = ܽ و β )ݔ( = ݔ و با فرض Φ ه مقداربكه اين نوع معادلات با توجه 

  :شوند مي

  :به صورت  )4.2.1( ، آنگاه معادلهΦ)ݔ( =0اگر  - 1

0 ൌ ݂ሺݔሻ ൅ ߣ න ,ݔሺܭ ݐሻ݀ݐሺݑሻݐ
௫

௔
 

  .ي ولتراي خطي نوع اول گويندآيد كه آن را يك معادلهدر مي

  : تر ساده به صورت )4.2.1( ، آنگاه معادلهΦ)ݔ( ≠0اگر  - 2

ሻݔሺݑ ൌ ݂ሺݔሻ ൅ ߣ න ,ݔሺܭ ݐሻ݀ݐሺݑሻݐ
௫

௔
 

 uجاي  به )4.2.1( حال اگر در معادله .آيد كه آن را يك معادله ولتراي خطي نوع دوم گوينددر مي

است، در زير علامت انتگرال ظاهر شود، آن را   uكه تابعي غير خطي بر حسب  F(u)عبارتي نظير 

  .شودي نوع اول و دوم تقسيم ميدو دستهگويند و مشابه بالا به  همرشتاين معادله

  

   ديفرانسيل با مشتقات جزئيمعادلات  3.1

مستقل، حداقل مشتقات جزئي متغير وابسته  هاي وابسته واي كه در آن علاوه بر متغيرر معادلهه

هاي مستقل موجود باشد، يك معادله ديفرانسيل با مشتقات جزئي ناميده نسبت به دو تا از متغير

  .شودمي
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  :توان به صورت زير نوشتكلي مييك معادله با مشتقات جزئي را در حالت 

,ݔ൫ܨ ,ݕ … , ,ݑ ,௫ݑ ,௬ݑ … , ,௫௫ݑ ,௬௬ݑ … ൯ ൌ 0                                                         (5.3.1) 

 مشتقات و) هاي مستقلوابسته به متغير( uيك تابع مجهول  و…,x,y  هاي مستقلكه شامل متغير

,௫ݑ جزئي ,௬ݑ ,௫௫ݑ ,௬௬ݑ بعدي  n از فضاي Dمناسب  يناحيهي اين مساله، يك دامنه .است …

هاي تعداد اين متغير .مشخص شده است   …,x,yمتغير مستقل  nباشد كه بر حسب  حقيقي مي

  .كندا تعيين مير مستقل، بعد مساله

) 5.3.1(يباشد كه در معادلهمي uൌu(x,y,…)منظور از حل اين معادله ديفرانسيل، يافتن تابع 

ي يك مرتبه .شودبا مشتقات جزئي ناميده مي چنين تابعي جواب معادله ديفرانسيل .صدق كند

ي مشتق جزئي موجود درآن معادله برابر با بالاترين مرتبهديفرانسيل با مشتقات جزئي  معادله

  .است

  

  خطي معادله ديفرانسيل جزئي خطي و غير   1.3.1

 در يكاگر  .كردندي بمتقسيطي غيرخ خطي و يدو دسته توان بهمعادله ديفرانسيل جزئي را مي

آن ها به صورت خطي در معادله ظاهر شوند، ي وابسته و مشتقات آنمتغيرها معادله ديفرانسيل ،

ي ديفرانسيل آن را يك معادله غير اين صورتو در  ناميمي ديفرانسيل خطي ميمعادلهيك ا ر

در اين  .اي از يك معادله ديفرانسيل خطي استبعدي، نمونهي موج يك معادله .ناميمغيرخطي مي

  .شودثابت فرض مي سرعت صوت است و aمعادله 

ݑ٢߲

٢ݐ߲
ൌ ܽ٢ ݑ٢߲

٢ݔ߲
 

  :طي استديفرانسيل جزئي غيرخت اي از معادلانمونه نيز ي لزج برگرزمعادله

ݑ߲
ݐ߲

ൌ െݑ
ݑ߲
ݔ߲
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  ديفرانسيل با مشتقات جزئيي ي يك معادلهاوليه شرايط مرزي و   2.3.1

، شامل يافتن يك تابع مجهول است كه در مقدار اوليه يا مقدار مرزي در عمل حل يك مساله

اين شرايط ممكن است به صورت شرايط مرزي يا اوليه  .معادله و شرايط جنبي مساله صدق كند

مقدار  شوند وشرايط اوليه در مسائلي كه داراي متغير زمان هستند مطرح مي .در نظر گرفته شوند

اما شرايط مرزي، مقدار تابع جواب را به ازاي متغيرها روي  .كنندتابع را در زمان اوليه مشخص مي

   :هاي مختلف شرايط مرزي عبارتند ازصورت. كنندمرز مشخص مي

 ط مرزي ديريكلهايشر - 1

 انط مرزي نيومايشر - 2

 ط مرزي رابينايشر - 3

 ط مرزي مخلوطايشر - 4

 

 اي شعاعيتوابع پايه    4.1

 x y¸ א كه ܴௗ   بردار ناميم اگر براي هر دو شعاعي را يك تابع R→ dR : Φ تابع:  1.4.1تعريف  

||x||=||y||  داشته باشيم :)y(Φ)=x(Φ  باشدهمان نرم اقليدسي مي ||.||كه منظور از.  

,ሺx1در واقع فرض كنيد  x2, … , xୢሻ߳ ܴك ߗௗ  وR→ dR : Φ آنگاه  ،باشد  

ҧݔ ൌ ൬x1, x2, … , xୢ൰ հ  Φሺݔҧሻ ൌ ݃ሺ║ሺx1, x2, … , xୢሻ║ሻ 

 كه

║ҧݔ║ ൌ ඨ෍ ௜ݔ

2ௗ

௜ୀ1
. 

ҧݔ    . شودناميده مي يا شعاعي لباشد توابع فوق رادياز مبدأ ميا   يي نقطهچون عبارت بالا فاصله 
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,ҧ1ݔሺ نقاط ثابتاگر  ,ҧ2ݔ … , به مركز  ݃ از مقادير توابع زير مفروض باشند و تركيب خطي ҧ௡ሻԖ Rୢݔ

  :به صورت زير نمايش داده شود  ҧ௜ݔنقاط 

    R՜ dR : f  

݂ሺݔሻ ൌ ෍ ҧݔ║ሺߔ௜ߣ െ ݔҧ௜║ሻ

௡

௜ୀ1

 

در  ايم كهبدست آورده ار يا   f ഥݔ وҧ௜ݔ آنگاه تابع باشدمي  اقليدسي بين  يفاصله  ҧݔ║ െ ║ҧ௜ݔ   آن كه

اي گفته به همين علت به آنها توابع پايه .قرار دارداي با بعد متناهي متشكل از توابع پايه يفضادر 

:داريملذا  .شودمي  

୧݃ : ҧݔ հ ݃ሺ║ݔҧ െ  ҧ௜║ሻݔ 

݂ሺݔҧሻ ൌ ∑ ҧݔ║ሺߔ௜ߣ െ ҧ௜║ሻ௡ݔ 
௜ୀ1                                                                                      (6.4.1) 

 

اي شعاعي معرفي توابع پايه   1.4.1   

در  .اندآورده شده )2.1 ( و) 1.1 (هايجدولاي شعاعي به صورت اينجا برخي از انواع توابع پايهدر 

ݎاين جداول  ൌ ԡݔ െ   .فرض شده است ௜ԡݔ
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يعاي شعامعرفي توابع پايه - )1.1(جدول  

نهايت هموارتوابع بي  Φ(r) 

 (GA) 1گوسي  

(MQ)  2چندگانه 2درجه  

 

(IM)  3معكوس 2درجه  

 

(IMQ)  4چندگانه معكوس 2درجه  

 

  5چندگانه تعميم يافته 2درجه 

 

6بسل  

݁ିሺఌ௥ሻ
2
 

ට1 ൅ ሺݎߝሻ2 

1
1 ൅ ሺݎߝሻ2

 

1

ට1 ൅ ሺݎߝሻ2
 

ሺ1 ൅ ሺݎߝሻ2ሻ

௩

ݒ   2 ് ٠, ݒ ב 2ܰ 

ௗܬ

2
ି1

ሺఌ௥ሻ

ሺݎߝሻ

ௗ

2
ି1

 

 

 

 

 

 

 

                                                      
١ -Gaussian  
٢ Multi quadrics- 
٣ -Inverse quadric  
٤ - Multi quadrics  Inverse  
٥ -Generrillized Multi quadrics  
٦ -Bessel  
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يعاي شعامعرفي توابع پايه -  )2.1(جدول  

تكه هموارتوابع تكه  Φ(r) 

1اسپلاين مكعبي  

  2ايتك جمله

  3اسپلاين صفحه نازك

  4اسپلاين صفحه نازك تعميم يافته

 

  5وندلاند

6ماترن  

 3ݎ

݉          2௠ାଵݎ א ܰ 

 ݎ 2lnݎ

൝
2௞ݎ log ݎ           ݇ א ܰ

ݒ                     2௩ݎ ב ܰ
 

ቀ1 െ ቁݎ
ା

௞
݇         ሻݎሺ݌ א ܰ 

21ି௩

ሻݒሺ߁
ݒ         ሻݎ௩݇௩ሺݎ ൐ ٠ 

بسيار هموار  εاي براي مقادير كوچك توابع پايه .شودمي ناميده 7پارامتر شكل ε) 1.1 (ولدر جد

مناسب در  εدر هر صورت انتخاب  .دنشوتيز و ميخي شكل ميو براي مقادير بزرگ آن نوكبوده 

با قاطعيت  از قبل εتوان براي انتخاب ي مورد نظر است و نمياغلب موارد وابسته به نوع مسئله

اي شعاعي مختلف منوط به اطلاعات مناسب در توابع پايه εدر واقع انتخاب  .]2[ اظهار نظر نمود

از  εنكته قابل ذكر اين است كه در بعضي مقالات وكتب به جاي استفاده از پارامتر  .باشداوليه مي

در . شودنمايش داده مي ሻܿ/ݎΦሺبه شكل  ሻݎߝΦሺبدين معني كه  .شودياستفاده م cپارامتر 

  .اندنشان داده شده cاي شعاعي با استفاده از پارامتر توابع پايه )3.1(جدول 

 
                                                      

١ -Cubic spline 
٢ -Monomial  
٣ - Thin plate spline  
٤ - Generalized thin plate spline 
٥  -Wendland 
٦ -Matern 
٧ - Shape Parameter 
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ε ൌ اي شعاعي باي برخي از توابع پايهمقايسه - 1.2شكل   1  

 

ܿ با استفاده از پارامتر يعاي شعامعرفي توابع پايه - )3.1(جدول   

نهايت هموارتوابع بي  Φ(r) 

 (GA) وسيگ  

(MQ)  چندگانه 2درجه  

(IM)  معكوس  2درجه  

(IMQ)  چندگانه معكوس 2درجه  

چندگانه تعميم يافته  2رجه د  

 

 

݁ିሺ௥
௖ሻ

2
 

ටܿ2 ൅  2ݎ

1

ܿ2 ൅ 2ݎ
 

1

ටܿ2 ൅ 2ݎ
 

ሺܿ2 ൅ 2ሻݎ

௩

ݒ   2 ് ٠, ݒ ב 2ܰ 
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مثبت مشروط مثبت و معيناي شعاعي معينابي توسط توابع پايهينخواهيم مبحث درومي در اينجا

يابي با استفاده از اين توابع، روند ي چند مثال عددي ودر انتها نيز با ارائه .كنيمرا معرفي و بررسي 

   .مزيت استفاده از آنها را در بحث درونيابي مشاهده خواهيم كرد 

  

  مثبت مشروط معين  مثبت ومعين اي شعاعي توابع پايه   2.4.1

ــه  ــع پايـ ــتفاده از توابـ ــعاعي اسـ ــه  اي شـ ــا توجـ ــابي بـ ــائل درونيـ ــولدر مسـ ــه فرمـ                     بـ

݂ሺݔሻ ൌ ∑ ௜Φሺ║xߙ െ ௜║ሻ௡ݔ 
௜ୀ1  شـود كـه داراي   منجر به ايجاد يك دستگاه معادلات خطي مـي

اي بـراي  بنـابراين توابـع پايـه    .جواب يكتاست اگر و تنها اگر ماتريس مورد نظـر وارون پـذير باشـد   

در اين بخش  .مفيدند كه ماتريس متناظر با آنها نامنفرد باشد يدرونيابي يا حل معادلات ديفرانسيل

ܣ قصد داريم در مورد شرايط مـاتريس درونيـابي   ൌ ൛Φሺݔ௜ െ ௝ሻൟݔ
௝ୀ1
௡

اي توجـه بـه تـابع پايـه    بـا     

   .پردازيممثبت و كاملاً يكنوا مي معيندر ابتدا به معرفي توابع  .استفاده شده بحث كنيم

:Φتابع   ܴୢ ՜ R 1ݔيمثبت گوييم هرگاه براي هر تعداد متناهي نقطه را معين, ,2ݔ … ,  ماتريس ௡ݔ

௜,௝ܣ ൌ ሼΦሺݔ௜ െ ௝ሻሽ௜,௝ୀ١ݔ
௡  ݑمعين نامنفي باشد بدين معني كه براي هر א   :داشته باشيم ௡ܥ

ݑܣכݑ ൌ ∑ ∑ ௜ݑ
௝ݑ௜௝ܣכ

௡
௝ୀ1

௡
௜ୀ1 ൒ 0                                                                                  )4.1.1(  

݀ هاي متمايز و௜ݔ  اگر براي א ݑܣכݑ  داشته باشيم ܰ ൐ -اكيد مي مثبت ينمعرا  Φتابع  آنگاه ٠

اكيد باشد  مثبت معيناب اگر تابع درونيدانيم كه مي). باشدمي ݑي ماتريس ترانهاده כݑ كه(نامند

 .شودمنفرد ميثبت و درنتيجه نام معين براي هر تعداد متناهي نقاط متمايز يابآنگاه ماتريس درون

  .بنابراين به دنبال توابعي هستيم كه داراي خواص ذكر شده در بالا باشند

اما قبل از  ،ازيمپردابزارهايي هستيم كه در ادامه بدان مي معرفي در اين جهت نيازمند بيان قضايا و

  .كنيمآن توابع كاملا يكنوا را معرفي مي



١۴ 
 

:Φع ابت: 1.4.1تعريف  ሾ٠, ∞ሻ ՜ R روي ሺ٠, ∞ሻ  شود هرگاه در شرايط يكنوا ناميده مي كاملاًتابع

  .زير صدق كند 

1( Φ א ,ஶሺ٠ܥ ∞ሻ  

ݐ براي هر )2 ൐ ܭ و ٠ א ܰ ڂ ቄ٠ቅ  داشته باشيم: ሺെ1ሻ௞Φሺ௞ሻሺݐሻ ൒ ٠.  

:Φتابع  :2.4.1 تعريف ሾ٠, ∞ሻ ՜ R  رويرا ሾ٠, ∞ሻ  روي هرگاه ناميم ميكاملاً يكنواሺ٠, ∞ሻ ًكاملا

  .يكنوا بوده و در صفر پيوسته باشد

:Φفرض كنيد تابع  : )1شوئنبرگ  (1.4.1 قضيه ሾ٠, ∞ሻ ՜ R در اين صورت تابع  .غير ثابت باشد

Φ ݐمعين مثبت است اگر و تنها اگر تابع  ୢܴروي հ Φሺ√tሻ  ݐو א ሾ٠, ∞ሻ  رويሾ٠, ∞ሻ  ًكاملا

  ז.] 21[باشديكنوا 

݀ گانه معكوس براي هر توابع گوسي و توابع درجه دو چند :1.4.1 نتيجه ൒    معين ୢܴروي ٠

   .مثبت هستند

  ي تعريف شده به وسيله ݂تابع :  اثبات

݂ሺݎሻ ൌ  Φሺ√ݎሻ ൌ exp ሺെεrሻ 

ي  در رابطه ߝ  א ܰ ,ߝ   و  ݎ ൐ ٠   براي هر 

ሺെ1ሻ௞݂ሺ௞ሻሺݎሻ ൌ ሻݎߝ௞exp ሺെߝ ൐ ٠ 

  .مثبت استمعين تابع گوسي  ،ي شوئنبرگلذا بنا به قضيهكند، صدق مي

  نيز به صورت  ܳܯܫهمچنين تابع 

݂ሺݎሻ ൌ  Φ൫√ݎ൯ ൌ ሺ1 ൅ ε2rሻି|ஒ| 

                                                      
١-Shoenberg  
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  شود كه مي بيان

ሺെ1ሻ௞݂ሺ௞ሻሺݎሻ ൌ αሺെ1ሻ2୩|β|ሺ|β| ൅ 1ሻ … ሺ|β| ൅ k െ 1ሻሺ1 ൅ ሻି|ஒ|ି୩ݎ2ߝ ൐ ٠ 

و بزرگتر از صفر است، در نتيجه عبارت بالا مثبت است و شرايط  ߝبر حسب  αدر عبارت بالا 

نيز مثبت  ܳܯܫاي شعاعي ي شوئنبرگ تابع پايهباشد، لذا بنا به قضيهي مورد نظر برقرار ميقضيه

  .باشدمعين مي

݃ فرض كنيد  :2.4.1 قضيه א ,ஶሾ٠ܥ ∞ሻ ݃كاملاً يكنوا و غير ثابت باشد و به علاوهሺ٠ሻ ൒ ، آن ٠

Φሺrሻبراي هر  Aگاه  ൌ ݃ሺr2ሻ ז .نامنفرد است  

   .مثبت استمعين تابع درجه دو چندگانه نيز  :2.4.1نتيجه

  :داريم :  اثبات

Φሺݎሻ ൌ ටሺݎߝሻ2 ൅ 1 ֜ Φ൫√r൯ ൌ ටε2r ൅ 1 ൌ ݃ሺݎሻ 

݃ᇱሺݎሻ ൌ
1
2

2ߝ 1

ටε2r ൅ 1
 

ሺ٠ሻ݃از طرفي  ൒   : بنا به خواص ذكر شده تابعي كاملاً يكنواست، زيرا ሻݎӘሺ݃است و ٠

ሺെ1ሻ௞ሺ݃ᇱሺݎሻሻሺ௞ሻ ൌ 2௞ା2ߝ ൈ
1
2

ൈ
1
2

ൈ
3
2

ൈ … ൈ
ሺ2݇ െ 1ሻ

2
ൈ ሺݎ2ߝ ൅ 1ሻ

ିሺ2௞ା1ሻ

2  

ݎطبيعي و هر  kكه عبارت بالا به ازاي هر  ൒   .شوديكنوا مي  ሻݎᇱሺ݃مثبت است ودر نتيجه  0

-ابي نامنفرد مييمثبت و ماتريس حاصل از درونمعين نيز  MQي فوق تابع پس با توجه به قضيه

  .باشد
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-تري مياي شعاعي در حالت كليبررسي توابع پايهكنيم كه به را بيان مي 1ي بوچنردر ادامه قضيه

  :پردازد 

:Φاگر تبديل فوريه براي يك تابع پيوسته  :)بوچنر (3.4.1قضيه  Rୢ ՜ R گاه مثبت باشد آن

Φሺ║xهاي با درايه Aماتريس متقارن  െ  y║ሻ  كهx, y א Ω ك Rୢ  براي تمام نقاط متمايز و

Ωمتناهي در  ك Rୢ اگر يك تابع پيوسته : برعكس .معين مثبت استΦ: Rୢ ՜ R  چنان باشد كه

Φሺ║xهايهاي متناهي با درايهتمام ماتريس െ  y║ሻ كه x, y א Ω ك Rୢ گاه  معين مثبت باشد آن  

 Φז.] 2[باشد مثبتي يك اندازه بورل متناهي بايد تبديل فوريه  

حال با وجود  .شودمياي شعاعي استفاده مثبت بودن توابع پايهمعين ي فوق براي اثبات از قضيه

اي شعاعي كاربردي و مفيدي موجود هستند كه در تمام قضايا و ابزار بيان شده در بالا توابع پايه

در اين گونه موارد بايد يك چند  .باشندمثبت اكيد نميمعين كنند و شرايط گفته شده صدق نمي

  به عبارت ي ماكسيمال خاص اي با درجهجمله

݂ሺݔሻ ൌ ∑ ௜Φሺ║xߙ െ ௜║ሻ௡ݔ 
௜ୀ1                                                                   (2.4.1) 

Qܲି1فرض كنيد  .اضافه شود
- متغيره و حداكثر از درجه dهاي ايي فضاي چندجملهدهندهنشان  ୢ

,1݌ ቄ ي با انتخاب پايه .باشد -1Qي  p2, … , p୯ቅ
1

ي ي رابطهبه وسيله qبعد  اين فضا،براي  

ݍ ൌ ቆQ െ 1 ൅ ݀

݀
ቇ آيددست ميبه.    

:شود به صورت زير تبديل مي  (2.4.1) عبارت  با اضافه كردن جملات جديد، حال   

݂ሺݔሻ ൌ ∑ ௜Φሺ║xߙ െ ௜║ሻ௡ݔ 
௜ୀ1 ൅ ∑ ሻ௤ݔ௣ሺ݌௣ܤ

௣ୀ1                                           (3.4.1) 

  ي همگنمعادله qدرجه آزادي موجود است كه با افزودن  qاكنون 

෍ λ୧p୪ሺxሻ ൌ ١           ٠ ൑ l ൑ q

୬ୀଵ

୧

 

                                                      
١ -Buchner  
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,λ1در واقع با محدود كردن ضرايب  .رودزادي مسئله از بين ميي آدرجه q اين λ2, … , λ୬ در 

  يجواب يكتاي دستگاه گسترش يافته) 3.4.1( ارتعب

  ቐ
݂ሺݔ௝ሻ ൌ ∑ ௝ݔ║௜Φ൫ߙ െ ݔ௜║൯௡

௜ୀ1 ൅ ∑ B୮p୮ሺݔ௝ሻ          1 ൑ ݆ ൑ ݊   ௤
୮ୀ1

∑ λ୧p୪ሺݔ௝ሻ ൌ 0                                                                   1 ൑ ݈ ൑ ୬ݍ
୧ୀ1

              ( 1. 4.4 ) 

݌رصورتي كه د א
Qܲି1
1و  ୢ ൑ ݅ ൑ ௜ሻݔሺ݌، ݊ ൌ    .شودتضمين مي 0

-مي Qي ي معين مثبت مشروط از مرتبهاي شعاعه دسته خاصي از توابع پايهروابط بالا مربوط ب

 =Q 0اي شعاعي معين مثبت اكيد را خواهيم داشت زيرا اگر يهاتوابع پ =Q 0در حالتي كه  .باشد

ݍ يباشد بنا به رابطه ൌ ቀQ െ 1 ൅ ݀
݀

ቁ  0داريمq=  د ش حذف خواهد )3.4.1(عبارت ي دوم و جمله

 ،مطالباين با توجه به .منجر خواهد شد  )2.4.1( اي شعاعيي توابع پايهي اوليهو به همان رابطه

  .تعريف كلي زير را داريم

:ߔتابع :3.4.1تعريف  ܴௗ ՜ ي است اگر براي هر مجموعه Qمعين مثبت مشروط از مرتبه  ܴ

ك ߔ متناهي از  ܴௗ ՜   :صورت درجه دوم  ܴ

෍ ෍ ௜ݔ║൫ߔ௝ߣ௜ߣ െ ݔ௝║൯

௡

௝ୀ1

௡

௜ୀ1

 

,1ݔሺبراي هر  ,2ݔ … , ௡ሻݔ א ∑ي ها در رابطه௜ߣ كه در آن  ߗ ሻݔ௟ሺ݌௜ߣ ൌ 0 ௡
௜ୀଵ كنند، صدق مي

اكيداً معين  ߔگاهآن ).باشندمي Qي كمتر از هايي با درجهايها چند جمله p (نامنفي باشد 

,1ߣሺاست، اگر براي هر بردار ناصفر  Qي مشروط از مرتبهمثبت  ,2ߣ … , صورت درجه دوم  ௡ሻߣ

p لازم به ذكر است كه .مثبت باشد א PQି١
برقرار  )4.4.1(است و شرط درونيابي طبق دستگاه ୢ

- به وجود آمده، استفاده مي  pدستگاه ذكر شده جهت حذف درجات آزادي كه توسط  .خواهد بود

اي شعاعي توان تابع درونياب يگانه را بر حسب توابع پايهدهيم كه چگونه ميحال نشان مي .شود

,1ߣሺ  اگر .معين مثبت مشروط به دست آورد ,2ߣ … , ي دو دستهاه باشد كه در دلخو يبردار௡ሻߣ

,1ߣሺهايتوانيم برداري را كه شامل درايهگاه ميدق كند آنصሻ4.4.1ሺدستگاه يمعادله ,2ߣ … ,   ௡ሻߣ
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௝ݔ║Φ൫ ضرب كرده و به شكل درجه دو با هسته ሻ4.4.1ሺي در دو طرف معادله باشد െ ݔ୧║൯ 

∑از آنجا كه  .برسيم ሻݔ௟ሺ݌௜ߣ ൌ ٠ ௡
௜ୀاين فرم بنا به تعريف توابع معين مثبت مشروط،  .باشدمي  ١

بنابراين تابع  .ي ضرايبش صفر شودتواند صفر باشد مگر اينكه همهنمي ௝ሻݔሺ݂ پس .مثبت است

اي ارائه نمود كه به كمك آن به قضيه 1ميچلي 1986در سال  .وجود دارد يگانهدرونياب به صورت 

  .شويممعين مثبت مشروط ميي توابع راحتي قادر به يافتن مرتبه

   تابع پيوسته باشد به طوري كه ߔ اگر ):١ميچلي( 4.4.1قضيه

݂ሺ୩ሻሺrሻ ൌ ሺെ1ሻ
୩ d୩

dx୩ ݎ         ൯ݎ√൫ߔ ൐ 0 

-مي k ياكيداً معين مثبت مشروط از مرتبه ୢܴ روي Φ൫║.║൯ املاً يكنوا و غير ثابت باشد، آنگاهك

  ז.باشد

اي شعاعي در دهيم كه در آن توابع پايهارائه ميهاي صورت گرفته، جدولي را حال با توجه به بحث

 4.1ሺ( اي ذكر شده در جدولتوابع پايه .اندشده ارائهدو حالت معين مثبت و معين مثبت مشروط 

  .هستند 2.1ሺ (و 1.1ሺ( اي ذكر شده در جداول شمارهپايه تر توابعهاي كليحالت

  

  

  

  

  

  

                                                      
1 -Micchelli 



١٩ 
 

  اي شعاعي معرفي توابع پايه - )4.1(جدول

  ߔQ ሺrሻ شرط
  

اي شعاعينام توابع پايه   

 

 --- 

β ൏ 0 

ݒ ൐ 0 

 

Q=0 

Q=0 

 

Q=0 

 

݁ିሺε୰ሻ2
 

ሺ1 ൅ 2ሻݎߝ
β
2 

21ି௩

Гሺݒሻ
 ሻݎ௩݇௩ሺݎ

 

 گوسي

 درجه دو معكوس

 ماترن

 

β ൐ 0, ߚ ב 2ܰ 

ߚ ב 2ܰ 

ߚ ൐ 0, ߚ א 2ܰ 

 --- 

 

 

൥
β

2
൩ 

൥
β

2
൩ 

Q=1 ൅
ஒ

2 

2 Q=  

 

ሺെ1ሻ
൥
β
2൩

ሺ1 ൅ 2ሻݎߝ
β
2 

ሺെ1ሻ
൥
β
2൩

rβ 

ሺെ1ሻ
1ା

β
2rβ log  ݎ

2ݎ log r 

 

چندگانهدرجه دو   

 پلي هارمونيك

 پلي هارمونيك

 اسپلاين صفحه نازك

-مي ،بدست آمده از اين گونه توابع بحث كرديم ماتريسحال با توجه به اينكه در مورد وضعيت 

توانيم به بيان روش درونيابي بپردازيم و اين در حالي است كه از وجود جواب اطمينان خاطر 

   .اريمد
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  اي شعاعياستفاده از توابع پايهيابي با درون  5.1

୧݂براي مقادير مفروض اي شعاعي درونياب پايه ൌ ݂ሺݔ௜ሻ  ݔ در نقاط௜, ݅ ൌ 1,2, … , n  به صورت  

ሻݔሺݏ ൌ ∑ λ୧Φ൫║x െ ݔ௜║൯௡
௜ୀ1            ሺ1.5.1ሻ 

௜ሻݔሺܵيكه در آن شرط درونيابي يعنباشد مي ൌ ݂ሺݔ௜ሻ, ݅ ൌ 1,2, … , n  باشدبرقرار مي.  

  توان به صورت دستگاه معادلات خطي ميي بالا را رابطه

ߣܣ ൌ  ܨ

 نوشت كه در آن

ܣ ൌ

ۉ

ۈ
ۈ
ۈ
ۇ

Φ ൬║1ݔ െ ൰║1ݔ  Φ ൬║1ݔ െ 2ݔ║൰

Φ ൬║2ݔ െ ൰║1ݔ  Φ ൬║2ݔ െ 2ݔ║൰

… Φ ൬║1ݔ െ ௡║൰ݔ 

… Φ ൬║2ݔ െ ௡║൰ݔ 

ڭ ڭ

Φ ൬║ݔ௡ െ ൰║1ݔ  Φ ൬║ݔ௡ െ ൰║2ݔ 
ڰ ڭ
ڮ Φ൫║ݔ௡ െ ی௡║൯ݔ 

ۋ
ۋ
ۋ
ۊ

 

݊ماتريس درونياب  A .است ൈ ,݅  هايدرايهبا  ݊ ݆ ൌ 1,2, … , ݆݅ܣ و ݊ ൌ ሺߔฮ൫݅ݔ െ   و  ൯ฮ ሻ݆ݔ 

λ ൌ

ۉ

ۈ
ۇ

1ߣ
λ2
ڭ

λ୬ی

ۋ
ۊ

 , ܨ ൌ

ۉ

ۈ
ۇ

݂1
݂2
ڭ
௡݂ی

ۋ
 ۊ

اي شعاعي يك تابع پايه A ر ماتريسدΦ  تابع .باشدمجهول مي ߣبردار ومعلوم  F بردارهاي ستوني

هميشه ماتريسي  A ماتريس اي شعاعي،ي توابع پايهو واضح است كه با توجه به ضابطه است

نيز  A، استفاده كنيم A تشكيل براياي شعاعي معين مثبت اگر از توابع پايه .باشدمتقارن مي

  اي شعاعي معين مثبتاگر از توابع پايه اما .است يگانه جواب معين مثبت و دستگاه هميشه داراي


