
عددی) (آنالیز ارشد ͳکارشناس پایان�نامه

عنوان:

اخترفیزیΈو معادلات سینکبرایحل روش�های از استفاده

Έالاستو-پلاستی

دانشجو:

دهقان نیلوفر

راهنما: استاد

عل�ͳپناه امجد دکتر

مشاور: استاد

ستاره محمدرضا دکتر

١٣٩٠ بهمن�





...ଘم৤قدৎ

৮دروماସభ୍م
و

اণتادراঘ࣒مایБЗرদوارم؛

دන඿را೴ख़دعਚی�সناه

پ



...ඟࢁพ়وୌقدৎ

ࣅناশࢌड़඼່ودหگاਗیدیࢂඵේज़భඟرع࢙مو ণپاسਗی�দو৤مభ଒سا�ଢی੪ॸفورൕॐࢾشଘૼناଌن৔وਮ࣪قرا را ਟی�േঙتا భآغاز೯داو৯د
کاش඼້اردকم. ഹ঍وردड़ترا॥ࣁشاඔ඼່یآਚূجభ଒شিانداඟیࢁ঻یایభه�ایازෘ੢ऩهو૛তداୀࢌभජࡁग़شوিدا

کاریاسا঺یدඟ໋اਗی،୓�ਝی िঙ ज़ساࠛدتو ඼ෙ঳ه�ඵවریازراঘ࣒ماਪی، ਟی໚ূ࡛ࡷقاଌناජ໑وଘا৅جامرسا৯دناଌنرساච໔ଔبا
و૑ࣣಮه�یऒودਗی�داৣمพ়଒ࢁऒඟودرااز৳ماਗیاଌنସ୍اناୀاز৶ما৤م. کاষپذಪୌࣤود.ঁذا ଯ୍ماସواده�یৗتانوخاণیدو�ଡ࡬وزاॼد

ୀاଌنرساଔاभࣇخار عਚی�সناه଒علاوه راঘ࣒مایସ୍مপنابآ༚یدන඿را೴ख़د ज़ساࠛدت�୓یدॼ࡬وزا�ଡیاণتاد اززॐماتਟی�৒భغو
شاඟ໋دیاীشانراభدورانূࡗજࣱلدا૛তه�ام෼لพ়ࢁඟوदدردا਩یرادارم.

از୓�ਝوزॐماتاণتادज़شاورБЗرদوارمপنابآ༚یدන඿ر೺ख़مدرضاণتاره଒علاوهୀاଌنرساଔاभࣇخارشاඟ໋دیاীشانراభدوران
ূࡗજࣱلدا૛তه�ام෼لพ়ࢁඟوदدردا਩یرادارم.

ازૡঙه�یاسا঺یدඟ໋وهریاિیدا஺هඟ໊دণتانख़భ଒ࡗතراীشانইࡣبع࢙م৶ࢤوده�امଘو୎هازداورداخਚیاଌنرساপଔنابآ༚ی
دන඿ر෼لشاෘ੣োیേ઼࣓ماণଡپاسࢂචاریਗی�৶ما৤م.

ঙࢤوارهభ৳ماਗیॺࡗظاتز৯دਛی�امحاਗیو௵ن঻ندهরود৯دণپاسࢂචارم. భپایانازخاৗواده�یସ୍مଘپاساอশૢه

ت



چ΋یده

پرداخت. خواهیم Έاخترفیزی و Έالاستو-پلاستی ،ͳ΋فیزی مسئله�ی دو مدل�بندی به ابتدا پایان�نامه، این در

دوم معادله�ی و م�ͳباشد منفرد نقطه�ای دارای که است ͳغیرخط ناپایدار مسئله�ی Έی Έالاستو-پلاستی معادله�ی

سپس م�ͳباشد. ͳنامتناه بازه�ی روی ͳمعمول دیفرانسیل معادله Έی است، معروف لین-امدن معادله�ی به که

سینک- روش با و سینک پایه�های از استفاده با ادامه در م�ͳشوند. ͳمعرف آن خواص همراه به سینک پایه�های

روش�های با را حاصل عددی نتایج و پرداخت اخترفیزیΈخواهیم الاستو-پلاستیΈو مسئله�ی دو حل به گالرکین

م�ͳکنیم. مقایسه دیΎر

پایه�هایسینک، لین-امدن، معادله��ی منفرد، ،ͳغیرخط ناپایدار ،Έاخترفیزی ،Έالاستو-پلاستی کلماتکلیدی:

عددی. نتایج
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١ فصل

مقدمه

در پدیده چندین مدل�بندی برای که م�ͳباشد، کاربردی و مهم معادله�ی Έی ١ لین-امدن معادله�ی ،Έفیزی در

کره�ی گازی، کروی اَبر Έی گرمایی رفتار ستاره�ای، ساختار تئوری جمله از ٢ Έاخترفیزی و Έفیزی ͳریاض

به�صورت استاندارد لین-امدن معادله�ی است[١١-١]. رفته به�کار ͳیون گرما جریان�های تئوری و همدما گازی

م�ͳباشد: زیر

y′′ +
٢
x
y′ + ym = ٠, x > ٠

شرط دو با م�ͳدهد، نشان را ستاره شامل گاز ͳاختصاص گرمای نسبت که است پل�ͳتروپی اندیس m آن در که

و ٣ لین هومر جاناتان ͳنجومΈفیزی متخصصان توسط بار نخستین معادله، این .y′(٠) = ٠ و y(٠) = ١ اولیه

مول΋ول�هایش طرفه�ی تحتکششدو کننده عمل گازی کروی یΈاَبر گرمایی رفتار که شد مطالعه ۴ امدن رابرت

نوع از مسائل حل برای که تکنی�Έهایی اغلب گرفتند. نظر در Έکلاسی ͳ΋ترمودینامی قوانین به مشروط را

را ͳآشفتگ �Έتکنی Έی ۶ بندر هستند. ۵ ͳآشفتگ تکنی�Έهای یا جواب سری براساس رفته�اند، به�کار لین-امدن

شد نامیده δ روش روش، این که داد پیشنهاد δ ͳمصنوع پارامتر اساس بر لین-امدن نوع از معادلات حل برای

کردند. استفاده استاندارد لین-امدن معادله�ی حل برای سازی ͳخط نیمه روش از ٨ تباکین و ٧ Ίمندلزوی .[١]

تقریب ͳآشفتگ Έی به�صورت ͳخط غیر جملات دادن قرار با را ͳخط غیر دیفرانسیل معادله�ی جواب روش، این

روش از استفاده با لین-امدن معادله�ی برای را ͳتحلیل جواب از آشفته غیر تقریب Έی ٩ شوافه .[٢] م�ͳزند

١Lane-Emden
٢Astrophysics
٣Jonathan Homer Lane
۴Robert Emden
۵Perturbation
۶Bender
٧Mandelzweig
٨Tabakin
٩Shawagfeh
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پده تقریب از همچنین، .[٣] بود ͳتوان سری ش΋ل به جواب�هایش و برد به�کار (ADM) ١٠ آدومیان تجزیه�ی

دیΎری چارچوب با را (ADM) الΎوریتم ١٢ وزواز کرد. استفاده ͳتوان سری�های همΎرایی تسریع برای ١١

اصلاح تجزیه�ی روش از به�علاوه، .[۴] برد به�کار بود، شده ͳطراح لین-امدن معادله�ی بودن منفرد رف΄ برای که

Έی ١٣ لیائو .[۵] کرد استفاده لین-امدن جمله از ͳغیرخط دیفرانسیل معادلات ͳتحلیل رفتار حل برای شده

م�ͳشود. شامل را (ADM)روش الΎوریتم، این کرد. ͳمعرف لین-امدن نوع از معادلات برای را ͳتحلیل الΎوریتم

ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل برای را گویا، تاو-لژاندر روش و گویا چبی�شف عددی روش ،Έتکنی دو پرند

منفرد آغازین مقدار مسائل برای را سازی ͳخط روش [٩] در ١۴ راموس .[٨ ،۶] داد نمایش لین-امدن جمله از

ͳمعمول دیفرانسیل معادلات در روش این برد. به�کار لین-امدن مانند دوم مرتبه�ی ͳمعمول دیفرانسیل معادلات در

جواب�های و ͳتحلیل نقطه�ای جواب�های و م�ͳشود نتیجه انتگرال�پذیرند، ͳتحلیل به�طور که ثابت ͳخط ضرایب با

معادله� به�صورت معادله این نوشتن با لین-امدن معادله�ی جواب�های سری [١٠] در م�ͳکند. بیان را ͳکل هموار

جواب�ها، از دنباله این آمده�اند. به�دست مشتق�پذیرند، ͳکاف بقدر ͳغیرخط معادلات اینکه فرض با و ولترا انتگرال

مرتبه�ی مشتقات که ͳمعمول دیفرانسیل معادله�ی به آن تبدیل با یا م�ͳآیند به�دست ͳاصل دیفرانسیل معادله�ی از یا

نقطه�ی رف΄ برای لین-امدن، معادله�ی برای را نمایی تبدیل Έی [١١] در شاکری و دهقان نم�ͳشود. شامل را اول

[١٢] در ͳیوسف کردند. حل تغییر، تکراری روش از استفاده با را مسئله سپس و بردند به�کار x = ٠ در منفردی

Έموج تقریب�های سپس و کرد تبدیل انتگرال معادلات به انتگرال عملΎر از استفاده با را لین-امدن معادلات

معادلات کاهش برای گاوس انتگرال�گیری روش با را لژاندر Έموج خواص روش، این در برد. به�کار را لژاندر

م�ͳشوند. فرمول�بندی [٠,١] بازه�ی روی معادلات روش، این با برد. به�کار جبری معادلات به انتگرال

تحت بعدی Έی Έالاستو-پلاستی میله�ی Έی م�ͳگیریم نظر در نامه پایان این در که دیΎری ͳ΋فیزی مسئله�ی

مسائل حل برای ͳسنت به�طور که عددی� روش�های دارد. کاربرد ͳمهندس در بیشتر مسئله این است. ͳخارج بارهای

،ͳول .[١۴ ،١٣] ͳطیف روش�های و ͳمتناه عناصر ،ͳمتناه تفاضلات از: عبارتند رفته�اند به�کار ͳالاستوپلاستیسیت

محوری تک Έالاستو-پلاستی میله�ی ͳ΋دینامی حساسیت مطالعه�ی برای Έموج دومتعامدی پایه�های اخیراً،

.[١۵] است شده استفاده

،ͳجزئ مشتقات با معادلات ،ͳانتگرال (معادلات ͳغیرخط و ͳخط مسائل انواع تقریب برای ͳطیف روش�های

است. رسیده� اخیر سال�های در ͳبزرگ موفقیت به کراندار دامنه�های در غیره) و بهینه کنترل تغییرات، حساب

و گرفته�اند قرار توجه مورد محدودی به�طور بی΋ران دامنه�های در ͳمعمول دیفرانسیل معادلات برای ͳطیف روش�های

جمله از است. شده� پیشنهاد ͳمختلف محققین توسط بی΋ران دامنه�های با مسائل حل برای ͳمتفاوت ͳطیف روش�های

١٠Adomian decomposition method
١١Pade
١٢Wazwaz
١٣Liao
١۴Ramos
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چند�جمله�ای�های روش و ͳهرمیت ͳطیف روش به م�ͳتوان بی΋ران دامنه�های در مسائل تقریب برای ͳطیف روش�های

٢٠٠٠ در شن و ١٩ گئو ،٢٠٠٠ در ١٨ شن ،١٩٩٠ در ١٧ فونارو ،١٩٨۵ در ١۶ مدی توسط که ١۵ لاگر

دامنه�ی Έی به را بی΋ران دامنه�های متغیر، تغییر با ١٩٩٨ سال در گئو .[١-١٨۵] کرد اشاره شده�اند، ͳبررس

متعامد چندجمله�ای�های از آن حل برای که شد تبدیل منفرد مسئله�ی Έی به ͳاصل مسئله�ی و کرد تبدیل کراندار

ͳمبتن ͳطیف روش بی΋ران، دامنه�های در مسائل برای دیΎر روش�های جمله از .[١٩-٢١] کرد استفاده Έکلاسی

بی΋ران بازه�های روی ͳطیف روش�های از ͳبعض ١٩٨٧ در ٢١ وبوید ١٩٨٢ در ٢٠ کریستف گویاست. پایه�های بر

پایه�ی Έی ١٩٨٧ در بوید .[٢۴-٢٢] دادند توسعه گویا توابع از متعامد دو به دو دستگاه�های از استفاده با را

چبی�شف چند�جمله�ای�های به نگاشت با ͳنیمه-نامتناه بازه�ی روی را گویا ٢٢ چبی�شف توابع نام به ͳطیف جدید

متعامدند، دو به دو L(∞,٠)٢ در که را ٢٣ لژاندر گویای توابع از جدید یΈمجموعه�ی گئو اخیراً، کرد. تعریف

روش است. کرده پیشنهاد بی΋ران دامنه�های در تقریب برای χ(x) = (x+ ٢−(١ ی΋نواخت غیر وزن تابع با

به L انتخاب با م�ͳکند جایΎزین [٠, L] با را ͳنیمه-نامتناه بازه�ی و [−L,L] با را ͳنامتناه دامنه�ی دیΎر،

روی را ͳطیف شبه روش�های بوید .[٢۶] شود ͳم نامیده دامنه برش روش روش، این که بزرگ، ͳکاف اندازه�ی

است. کرده مقایسه فوریه ͳسینوس نگاشت و لاگر گویا، چبی�شف با و [٢٧] برده به�کار نیز ͳنیمه-نامتناه بازه�ی

روش و بردند به�کار ٢۴ تاو روش با را لژاندر و گویا چبی�شف توابع [٢٨] ͳشاهین و پرند ،[٨-۶] ͳرزاق و پرند

روش برده�اند. به�کار ͳنیمه-نامتناه بازه�ی روی ͳغیرخط ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل برای را ٢۵ ͳمحل هم

کلاس Έی در م�ͳرود، به�کار ͳریاض مسائل حل برای که ͳروش هر است. سینک توابع بر ͳمبتن روش دیΎر،

نتیجه�ی منفردی� نقاط بدون ͳتحلیل توابع تقریب در چندجمله�ای�ها مثال، عنوان به دارد. بهتری نتیجه�ی خاص

چندجمله�ای�های و هستند خوب دقیق، نسبتاً تقریبی جواب�های آوردن به�دست برای اسپلاین�ها دارند، بهتری

روش�های اما، دارند. برتری هستند، دوره�ای ͳحقیق خط روی هم و هموارند هم که ͳتوابع تقریب در فوریه

ͳنیمه-نامتناه و ͳمتناه دامنه�های روی مسائل و مرزی لایه�ی مسائل منفردی�، نقطه�ی دارای مسائل در سینک

سینک عددی روش�های روی را تحقیقاتشان ریاضیدانان، از تعدادی نیز و شاگردانش ،٢۶ استنگر دارند. برتری

روش�های که فضاهایی در سینک تقریب خطای با گویا تابع تقریب خطای .[٣٠] کردند آغاز ١٩۶٣ سال از

١۵Laguerre
١۶Maday
١٧Funaro
١٨Shen
١٩Guo
٢٠Christov
٢١Boyd
٢٢Chebyshev
٢٣Legendre
٢۴Tau
٢۵Collocation
٢۶Stenger

٣



روش�های از که دارند دیΎری ترکیب�های سینک روش�های دیΎر، طرف از است. ی΋سان دارند، برتری سینک

ͳمحاسبات نتیجه�ی خواص همین که هستند مفیدی خواص دارای سینک روش�های م�ͳکنند. عمل بهتر گویا تابع

سایر با مقایسه در سینک پایه�های اساس بر شده نوشته کامپیوتری برنامه�های همچنین، م�ͳآورند. وجود به بهتری

حالت�هایی�که در سینک، روش�های م�ͳرسند. مطلوب نتیجه�ی به کوتاهتری زمان در معمولا˦ Έکلاسی روش�های

سرعت با -نقطه�ای n تقریب خطای حالت�ͳکه در بخصوص مفیدند، بسیار باشد داشته منفردی نقطه�ی مسئله

نماد از است. مثبت ثابت Έی c آن در که شود همΎرا O(e−c
√
n)

S(k, h)(x) =

h sin

(
π

h
(x− kh)

)
π(x− kh)

, (١.١)

کنیم فرض م�ͳباشد. صحیح k و مثبت و ͳحقیق عددی h آن در که م�ͳکنیم استفاده سینک تابع نمایش برای

سینک پایه�های از استفاده با f ∈ L٢(R) تابع تقریب باشد، (−∞,∞) روی کراندار و شده تعریف تابع f

م�ͳباشد: زیر به�صورت

C(f, h)(x) =
+∞∑

k=−∞

f(kh)S(k, h)(x). (٢.١)

ͳتحلیل توابع قضیه�ی در تابع این است. شده آغاز گذشته در ٢٩ ویتاکر و ٢٨ پویزن ، ٢٧ بور کارهای با تابع این

:[٢٩] م�ͳروند به�کار زیر معادلات انواع حل برای سینک عددی روش�های است. رفته به�کار

تابع تقریب •

مشتق�ها تقریب •

نامعین و معین انتگرال تقریب •

ͳمعمول دیفرانسیل معادلات آغازین و مرزی مقدار جواب تقریب •

لاپلاس و فوریه تبدیل�های معکوس و تقریب •

هیلبرت تبدیل�های تقریب •

نامعین و معین ͳپیچیدگ تقریب •

ͳجزئ دیفرانسیل معادلات جواب تقریب •

انتگرال معادلات جواب تقریب •

٢٧Bohr
٢٨Poussin
٢٩Whittaker

۴



همدیس نگاشت�های ساخت •

انتگرال معادلات و ͳمعمول دیفرانسیل معادلات تقریبی جواب�های آوردن به�دست برای سینک توابع کاربرد

تقریب بر ͳمبتن روش دو دیفرانسیل، معادلات حل برای است. شده بحث [٣۵-٣٠] مراج΄ در مفصل به�طور

مقدار مسائل حل در سینک عددی روش�های ویژه به دارد. وجود سینک-گالرکین و سینک ͳمحل هم با سینک

مرزی شرایط دیΎر و نویمن دیری΋له، مرزی شرایط شامل ͳجزئ و ͳمعمول دیفرانسیل معادلات آغازین و مرزی

قابل که سینک گسسته��ی تقریب�های با دیفرانسیل، معادلات که م�ͳکنند عمل ترتیب این به و مشهورند ͳخیل

انجام ͳسادگ به که است آن مسائل این حل برای سینک روش�های فایده�ی ،ͳطرف از م�ͳشوند. جایΎزین فهمند،

با مسائل برای را دقیق تقریبی جواب�های م�ͳتوانند و دارند خوبی دقت منفرد، نقطه�ی با مسائل برای و م�ͳشوند

Lipα کلاس از هم و باشد ͳتحلیل هم معادله Έی جواب اگر کنند. تولید ͳنیمه-نامتناه یا ͳنامتناه بازه�های

در استنگر است. O(e−
√
πdαN) مرتبه�ی از که م�ͳکنند تولید را خطایی سینک تقریب نقطه�ی ٢N + ١ آنگاه

٢٠٠٧ سال در ٣٠ الخالد .[٣۶] ببرد به�کار را سینک-گالرکین روش بار اولین برای که شد موفق ١٩٧٩ سال

دقیق جواب و برد به�کار منفرد نقطه�ای دو مرزی مقدار مسائل از رده�ای حل برای را سینک-گالرکین روش

برای سینک ͳمحل هم ایده�ی .[٣٣] کرد بیان انتگرال به�صورت گرین توابع طریق از را دیفرانسیل معادلات

در سینک ایده�ی که شد داده نشان و شد داده توسعه ٣١ کارلسون توسط ١٩٩٧ در آغازین مسئله�ی عددی جواب

سینک ͳمحل هم روش ٣٣ هریس و ٣٢ کورس ،١٩٩۶ سال در .[٣٧] همΎراست جواب به نمایی یΈهمΎرایی

Ln(sinh(x)) تابع با را سینک ایده�ی و [٣٨] کردند بیان ٣۴ شرودینگر معادله�ی صفحه�ای کولن حل برای را

ͳان΋م فضای ویژه�ی توابع و ویژه مقادیر و بردند به�کار ͳنیمه-نامتناه بازه�ی به ͳنامتناه بازه�ی نگاشت برای

ͳمحل هم روش [٣٩] سعادتمندی و دهقان مقاله�ی در کردند. محاسبه روش این با را صفحه�ای کولن معادله�ی

معادلات به را محاسبات روش، این با و شد داده بسط دوم مرتبه�ی مرزی مقدار مسائل از دستگاه Έی به سینک

ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل برای را سینک ͳمحل هم روش ١٩٩١ سال در ٣۵ اسمیت دادند. کاهش جبری

استنگر است. سازگار سینک ͳمحل هم روش که داد نشان بالا، مرتبه�ی این در ͳحت .[۴٠] برد به�کار ۴ مرتبه�ی

.[٣٠] همΎرایند نمایی آهنگ با سینک-گالرکین و سینک ͳمحل هم روش دو هر که داد نشان

از: عبارتند سینک روش بر ͳمبتن تقریب�های از استفاده مزایای

م�ͳکند. پیدا کاهش نمایی به�طور روش این خطای عددی، روش�های اکثر برخلاف .١

هستند. مناسب و کارا بسیار هستند، ͳتکین دارای که ͳمسائل در .٢

دیΎر عددی روش�های به وابسته متعارف ناپایدار مسائل به سینک عددی روش�های سریع، همΎرایی علت به .٣

٣٠Kamel Al-Khaled
٣١Carlson
٣٢Koures
٣٣Harris
٣۴Schrödinger
٣۵Smith
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پایدارهستند. کردن گرد خطای نظر از ،ͳیعن نم�ͳشوند. دچار

رسمیت به ͳغیرخط و ͳخط مسائل از ͳوسیع دسته�ی حل برای مفیدی ابزارهای عنوان به� سینک عددی روش�های

Έانی΋م ،[۴۴] جامعه رشد ،[۴٣-۴١] گرما انتقال شامل ͳمهندس کاربردهای و علوم از که شده�اند شناخته

شده�اند. ͳناش [۴۶] طبی تصویر و [٣۴ ،٣٢] وارون مسائل ،[٣٠] اپتیمال کنترل ،[۴۵] سیالات

مسائل حل در آن�ها پتانسیل دیΎر، عرصه�های در سینک پایه�ای روش�های از استفاده در آش΋ار موفقیت علیرغم

به نامه پایان این در شده گرفته نظر در بعدی Έی مسائل انتخاب است. نشده ͳبررس هنوز ͳالاستوپلاستیسیت

ͳالاستوپلاستیسیت مسائل اکثر ͳ΋دینامی رفتار بر که را ͳاساس ترکیب�های همه�ی مسائل، این که است دلیل این

حالت�های شده�اند، همراه Έپلاستی جریان قوانین با که مرزی مقدار مسائل م�ͳدهند. نمایش را دارند تأکید

روی حاصل شرط با شده تعیین ͳاضاف محدودیت�های به�علاوه��ی را ش΋ل تغییر فرآیند بار تخلیه�ی و بارگذاری

روش از استفاده م΋ان، تغییر بردار ͳپیش�بین برای ͳاصل فرآیند م�ͳکنند. مشخص ماده ͳدرون متغیرهای و تنش

حاصل شرایط و ͳاضاف جریان قانون در شده ͳپیش�بین جواب آیا اینکه، آزمایش برای است سینک-گالرکین

تغییر بردار برای دیΎری شرایط شود، رد شرایط این اجرای برای شده ͳپیش�بین جواب اگر نه؟ یا م�ͳکند صدق

مقادیر گالرکین روش روند، به�کار نقطه�ای تصحیح�ها زمان�ͳکه تا م�ͳشود. ساخته تکراری فرآیند Έی در م΋ان

م�ͳشوند. انتگرال�گیری شده تعریف دامنه�ی روی آن�ها مشتق�های و م�ͳکند تضمین را پایه�ای توابع شده�ی استفاده

م�ͳکنیم. استفاده نیوتن تکراری روش از ͳخط غیر معادلات دستگاه تقریب برای نامه پایان این در

۶



٢ فصل

ͳمقدمات مفاهیم تعاریفو

تقریب، بهترین فضاها، انواع برداری، فضاهای ،ͳداخل ضرب فضای ͳمقدمات مفاهیم و تعاریف فصل این در

فصل این نوشتن برای م�ͳکنیم. بیان اختصار به را سوبولوف فضای و بودن کامل متعامد، پایه�ای توابع خواص

است. شده استفاده [۴٧] مرج΄ از

برداری فضاهای ١.٢

نرم�دار فضای ١.١.٢

عددی ضرب و برداری جم΄ که دوتایی عمل دو به مجهز V مانند است مجموعه�ای برداری فضای تعریف١.

باشند: زیر خواص دارای که م�ͳشود نامیده

این دارد. وجود ، y,x برداری مجموع به موسوم ،V در x + y مانند عنصری آنگاه x,y ∈ V اگر الف)

است: زیر خواص دارای برداری جم΄

x + y = y + x ،x,y ∈ V هر ازای به ج١)

(x + y) + z = x + (y + z) ،x,y, z ∈ V هر ازای به ج٢)

x + 0 = x و 0 + x = x ،V در x هر ازای به به�طوری�که هست V در ٠ مانند عنصری ج٣)

x + (−x) = 0 به�طوری�که هست V در −x مانند عنصری V در مفروض x هر ازای به ج۴)

ضرب این دارد. وجود ،x, aحاصلضرب به موسوم ،V در ax مانند عنصری ،x ∈ V و a ∈ R چنانچه

است: زیر خواص دارای عددی

1x = x ،x ∈ V هر ازای به (١ ض

٧



a(bx) = (ab)x ،x ∈ V ،a, b ∈ R هر ازای به (٢ ض

(a+ b)x = ax + bx و a(x + y) = ax + ay ،x,y ∈ V ،a, b ∈ R هر ازای به ( ب

⟨x,y⟩ −→ با Rکه به V ×V از است ͳتابع ͳداخل حاصلضرب باشد، برداری یΈفضای V هرگاه تعریف٢.

م�ͳکند: صدق زیر خواص در و م�ͳشود داده نشان x · y

⟨x · x⟩ ≥ ٠ ،x ∈ V هر ازای به (١

x = ٠ اگر فقط و اگر ⟨x · x⟩ = ٠ (٢

x · y = y · x ،x,y ∈ V هر ازای به (٣

،x · (y + z) = x · y + x · z ،x,y, z ∈ V هر ازای به (۴

(x + y) · z = x · z + y · z

(ax) · y = a(x · y) = x · (ay) ،x,y ∈ V, a ∈ R هر ازای به (۵

نامیم. ͳداخل ضرب فضای را باشد شده تعریف ͳداخل حاصلضرب آن در که برداری فضای هر

ͳویژگ سه در هرگاه �نامیم نرم Έی است شده تعریف X برداری فضای روی که را ∥ · ∥ ͳحقیق تابع تعریف٣.

کند: صدق زیر

x = ٠ اگر فقط و اگر ∥x∥ = ٠ ،∥x∥ ≥ ٠ ،x ∈ X هر ازای به (١

∥αx∥ = |α| · ∥x∥ ،α ∈ R هر و x ∈ X هر ازای به (٢

∥x + y∥ ≤ ∥x∥ + ∥y∥ ،x,y ∈ X هر ازای به (٣

به یا نرم�دار برداری فضای Έی را ∥ · ∥ نرم به مجهز X برداری فضای دارد. نام ͳمثلث نابرابری (٣) ͳویژگ

نامیم. نرم�دار فضای Έی اختصار،

ͳداخل ضرب فضای توسط شده تولید نرم این�صورت در باشد، ͳداخل ضرب Xفضای که فرضکنید تعریف۴.

م�ͳشود: تعریف زیر به�صورت و گویند ͳالقائ نرم Έی را

∀x ∈ X, ∥x∥ =
√⟨

x,x
⟩
.

داریم: x,y ∈ X هر برای آنگاه باشد، ͳداخل ضرب فضای Έی X که فرض�کنیم .١.٢ قضیه

٨



|
⟨
x,y

⟩
| ≤ ∥x∥∥y∥ شوارتز) - ͳکوش (نامساوی الف)

∥x + y∥ ≤ ∥x∥ + ∥y∥ (ͳمثلث (نامساوی ب)

.∥x + y∥٢ + ∥x − y∥٢ = ٢
(
∥x∥٢ + ∥y∥٢

)
متوازی�الاضلاع) (قانون ج)

Έمتری فضای ٢.١.٢

ͳویژگ سه در که است d : X ×X → R مانند ͳتابع X ͳناته مجموعه روی فاصله) (یا متر Έی تعریف۵.

کند: صدق زیر

.x = y اگر تنها و اگر d(x,y) = ٠ و d(x,y) > ٠ باشیم: داشته x,y ∈ X ازای به .١

.d(x,y) = d(y,x) ،x,y ∈ X هر ازای به .٢

.(ͳمثلث (نابرابری d(x,y) 6 d(x, z) + d(z,y) ،x,y, z ∈ X هر ازای به .٣

م�ͳنامند. Έمتری فضای Έی را (X, d) مرتب جفت

فضا چند ͳمعرف ٢.٢

این در و است نرم�دار فضا این است، [a, b] بازه�ی روی پیوسته ͳحقیق توابع همه شامل فضا این ،C[a, b] فضای

م�ͳکنیم: تعریف زیر به�صورت را مختلف نرم� چند فضا

||f∥١ =
∫ b
a
|f(x)|dx (١

∥f∥٢ =
( ∫ b

a
|f(x)|٢dx

) ١
٢ (٢

.∥f∥∞ = sup |f(x)| (٣

که است [a, b] بازه�ی روی Ίلب انتگرال�پذیر ͳحقیق توابع همه شامل ،١ ≤ p <∞ برای Lp[a, b] ∫فضای b

a

|f(x)|pdx <∞.

م�ͳشود: تعریف زیر به�صورت آن نرم و است نرم�دار فضای Έی فضا این

∥f∥p =

(∫ b

a

|f(x)|pdx

) ١
p

.

٩



X فضای روی ͳکوش دنباله�ی هر هرگاه گویند، ١ باناخ فضای Έی را X نرم�دار برداری فضای .۶ تعریف

باشد. همΎرا

توسط شده تولید نرم به Xنسبت هرگاه گوییم هیلبرت٢ یΈفضای Xرا ͳداخل حاصلضرب فضای تعریف٧.

باشد. باناخ فضای Έی
(
∥x∥٢ =

⟨
x, x
⟩)

ͳداخل ضرب

سوبولوف فضای بΎیرید. نظر در را n صحیح عدد و ͳحقیق اعداد محور روی [a, b] کراندار بازه�ی تعریف٨.

م�ͳکنیم تعریف زیر به�صورت و م�ͳدهیم نمایش Hn(a, b) نماد با را L٢[a, b] برداری فضای روی

Hn(a, b) =

{
f ∈ L٢(a, b) :

dkf

dxk
∈ L٢(a, b),٠ ≤ k ≤ n

}
.

م�ͳشود: تعریف زیر صورت به فضا این روی نرم همچنین

∥f∥Hn(a,b) =

(
n∑
k=٠

∣∣∣∣∣∣∣∣dkfdxk
∣∣∣∣∣∣∣∣٢
L٢(a,b)

) ١
٢

.

تقریب بهترین ٣.٢

مربوط قضایای اثبات م�ͳکنیم. بیان نرم�دار فضای در را ٣ تقریب بهترین نظریه مفهوم مختصر به�طور بخش این در

شده�اند. آورده [۴٩ ،۴٨] مراج΄ در بخش این به

هر برای تقریب بهترین باشد، V فضای زیر Έی W و Έمتری فضای Έی (V, d) که کنیم فرض تعریف٩.

آن در که م�ͳباشد y∗ ∈ W مانند عنصری ،x ∈ V عنصر

d(x,y∗) = inf
{
d(x,y) : y ∈ W

}
= dist(x,W ),

م�ͳگویند. Wنیز مجموعه به نقطه نزدی΋ترین را x Wو مجموعه از x فاصله ͳیعن ،dist(x,W ) که

را y٠ این�صورت در dist(x,W ) = ∥x − y٠∥ به�طوری�که باشد داشته وجود y٠ مانند W از عضوی اگر

Wگویند. به نسبت x تقریب بهترین

دارند: وجود زیر ͳاساس سوال سه تقریب بهترین بحث مورد در

دارد؟ وجود تقریب بهترین این

ی΋تاست؟ وجود صورت در

است؟ چΎونه تقریب بهترین آوردن به�دست نحوه

١Banach space
٢Hilbert space
٣Best approximation

١٠



y∗ ∈ W آنگاه باشد. x ∈ V و V دار نرم فضای از متناهͳ-�البعد فضای زیر ΈیW کنید فرض .٢.٢ قضیه

به�طوری�که دارد وجود ی΋تا) لزوماً (نه

∥x − y∗∥ = min
y∈W

∥x − y∥

دارد. Wوجود به نسبت ،x تقریب بهترین ͳیعن

هر برای هرگاه گوییم، محدب اکیداً را V برداری فضای روی (W,d) (Έمتری) نرم�دار فضای تعریف١٠.

باشیم: داشته ٠ < λ < ١ هر برای و ∥y∥ 6 r و ∥x∥ 6 r شرایط با x ̸= y ∈ W

.∥λx + (١− λ)y∥ < r

بهترین این�صورت در باشد، آن از فضایی زیر W و محدب اکیداً دار نرم فضای Έی (V, d) اگر .٣.٢ قضیه

است. بفرد Wمنحصر به نسبت x ∈ V هر برای تقریب

p(x) مانند چندجمله�ای Έی ε > ٠ هر ازای به آنگاه ،f ∈ C[a, b] کنیم فرض (وایراشتراس) .۴.٢ قضیه

به�طوری�که: دارد وجود باشد) داشته ͳبستگ ε > ٠ به است مم΋ن (که

| f − p |< ε.

دارد وجود ی΋تا) لزوماً (نه P ∗
n ∈ Πn چندجمله�ای ،n مثبت عدد هر و f ∈ C[a, b] هر برای .١١ نتیجه

به�طوری�که

∥f − P ∗
n∥ = min

P∈Πn

∥f − P∥.

است. n مساوی یا کمتر درجه از چندجمله�ای�های همه فضای Πn اینجا در

اگر به�طوری�که دارد وجود ٠ < B <∞ ثابت ،n مثبت عدد و f ∈ C[a, b] هر ازای به .١٢ f∥∥∥∥نتیجه −
n∑
k=٠

akx
k

∥∥∥∥ ≤ ∥f∥

آنگاه

max
٠≤k≤n

|ak| ≤ B.

،x ∈ X−A که فرضکنیم همچنین Xباشد، نرم�دار فضای از برداری AیΈزیرفضای فرضکنیم قضیه٢.۵.

است. محدب و کراندار Kx آنگاه باشد، A از x تقریب�های بهترین همه�ی شامل Kx اگر

بهترین این�صورت در باشد آن از زیرفضایی A و محدب اکید به�طور نرم�دار فضای Έی X اگر .١٣ نتیجه

است. بفرد منحصر عنصر برای A به نسبت x ∈ X تقریب

١١


