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به طور ویژه از جناب استاد دکتر محزون که در طول دوران تحصیل در دانشگاه شیراز یک الگو 

درسهاي گوناگونی از منش ایشان آموختم و در مراحل گوناگون پایان نامه از براي من بودند و 

  .نظرات ارزشمند و دید دقیق و عمیقشان بهره مند شدم

از استاد دکتر فرهنگ دوست که حضورشان در دانشگاه شیراز همزمان با آغاز پایان نامه فرصت 

  .پایان نامه دشوار می نمودمغتنمی براي من بود و بدون استفاده ار محضر ایشان انجام 

از استاد دکتر اقتصاد که روي گشاده و درك عمیقشان از کنترل تأثیر مهمی در تعیین گرایش 

  .تحصیلی من داشت و راهنمائیهایشان در طول تدوین پایان نامه راه گشا بود

  .شندو در نهایت از استاد دکتر فرید که قبول زحمت کردند که در جلسۀ دفاع حضور داشته با
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  چکیده

  

  هاي مکانیکی پایستارکاربرد گروههاي لی در کنترل وضعیت سیستم

  

  :ي هبوسیل

  امیر انصاري فرد

  

مقصود . در این پایان نامه به بررسی کاربرد گروههاي لی در کنترل وضعیت سیستمهاي مکانیکی می پردازیم

سیستم یعنی مکان و جهت گیري مربوط از کنترل وضعیت، کنترل پارامترهایی از سیستم می باشد که به وضعیت 

  .می شوند

زبان حاکم بر پایان نامه، هندسه دیفرانسیل است ، لذا با مفاهیم اساسی از هندسه دیفرانسیل که در مکانیک و 

کنترل هندسی کاربرد دارند آشنا شده و نحوة مدلسازي مفاهیم مکانیکی نظیر فضاي وضعیت، فضاي حالت، سرعت، 

لاگرانژ، معادلات هندسی حاکم بر - سپس با استفاده از معادلات اویلر. ه زبان هندسی بیان می کنیمرا ب... نیرو و 

سیستمهاي مکانیکی را به دست می آوریم و با مدلسازي هندسی قیود ، این معادلات را براي سیستمهاي مقید 

  .بازنویسی می کنیم

وهی دارند، به طور طبیعی فضاي حالت بسیاري از گروههاي لی به عنوان دسته اي از منیفلدها که ساختار گر

با معرفی ابن گروهها و بیان مفهوم جبر لی، متریک و ارتباط هاي افاین روي . سیستمهاي مکانیکی می باشند

با مفهوم سیستمهاي مکانیکی بر روي گروههاي لی آشنا می شویم و سپس به دو کاربرد این گروهها  گروههاي لی، 

  .اشاره می کنیم

در نهایت به دو مسئلۀ مهم در تئوري کنترل سیستمهاي مکانیکی، یعنی کنترلپذیري وضعیت و مسئلۀ تعقیب 

با این  مسئلۀ کنترلپذیري از مسائل اساسی در تئوري کنترل است، . در سیستمها بر روي گروههاي لی می پردازیم

در این پایان نامه روشی . ارائه نشده استحال تا کنون روشی جامع براي بررسی کنترلپذیري سیستمهاي غیر خطی 

در مسئلۀ تعقیب روشی . یعنی کنترلپذیري وضیعت ارائه شده است براي سنجش مفهومی ضعیفتر از کنترلپذیري، 

بر  که ارائه می شود، با استفاده از ویژگی زبان هندسی یعنی امکان بررسی مسائل فارغ از انتخاب دستگاه مختصات، 

  .و ذاتی طراحی تمرکز دارد روي مسائل اساسی
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مهاي کنترلـی را تشـکیل   ی زیرمجموعه وسیع و جالبی از کل سیستسیستمهاي کنترلی مکانیک

علی رغم تعدد این سیستم ها، کارهاي اساسی انـدکی جهـت اسـتفاده از سـاختار خـاص      . می دهند

سیستمهاي مکانیکی در راستاي ایجاد ابزار تئوریک مناسبی جهت کنترل اینگونـه سیسـتمها انجـام    

در فرمولبنـدي   ،جـاد مـی شـود   یساختار در سیستمهاي مکـانیکی اساسـا از دو دیـدگاه ا   . شده است

منیفلد وضـعیت اسـت و در فرمولبنـدي     1لاگرانژي، ساختار دینامیک مرتبه دو بر روي کلاف مماسی

  .است 2سمپلکتیکمنیفلد ونی ساختار یک تهامیل

تحلیل آنهـا بـه کمـک خطـی     اري غیر خطی دارند و امکان بسیاري از سیستمهاي مکانیکی رفت

سازي و استفاده از روشهاي خطی وجود ندارد و به علاوه همواره امکان ارائه یک راه حـل عـام بـراي    

کنترل سیستمهاي غیر خطی از یک سو با تئـوري سیسـتمهاي دینـامیکی کـه بـه       .آنها وجود ندارد

 ،مـی پـردازد  ) دمـی شـون   که توسـط معـادلات دیفرانسـیل مشـخص    (بررسی رفتار کیفی سیستمها 

آمیخته شده اسـت و از سـوي دیگـر جهـت بررسـی و کنتـرل سیسـتمهاي غیـر خطـی از هندسـه           

  .دیفرانسیل استفاده می شود

، علاقه به بررسی سیستمها به صـورت عـام و فـارغ از محـدودیتهاي انتخـاب دسـتگاه       همچنین

به پیچ و خـم هـاي   مختصات که باعث می شود توجه از مسائل اساسی طراحی و رفتار ذاتی سیستم 

دیگر این حقیقت که بردارهـا و مـاتریس هـا     طرفو از  طرفاز یک  ،رف شودانتخاب مختصات منح

توان تمـامی مفـاهیم فیزیکـی را بـا یـک       عام تر تانسور هستند و همواره نمیحالت خاصی از مفهوم 

به عنوان مثال می توان به ماهیت نیرو اشاره کرد کـه یـک بـردار هـم وردا     (بردار یا ماتریس شناخت 

  .پاي شاخه دیگري از ریاضیات یعنی آنالیز تانسوري را به تئوري کنترل باز می کند) است

ی شـود بـه   ئوري کنترل به عنوان شاخه اي از علـوم مهندسـی شـناخته م ـ   لذا علی رغم اینکه ت

ریاضیات که به طور مشخص می توان به جبـر خطـی، تئـوري     با شاخه هاي مختلف صورت گسترده

معادلات دیفرانسیل، تئوري سیستم هاي دنیامیکی، آنالیز تانسوري و هندسه دیفرانسیل اشاره کـرد،  

 .آمیخته شده است

حامیـان دیـدگاه    .ن مهندسان دو دیدگاه قابل تمیز در مورد ریاضـیات وجـود دارد  عموما در میا

اول مدعی این موضوع هستند که اصولا رسالت یک مهندس، بررسی جنبـه هـاي کـاربردي مسـائل     

ط ریاضـی  است و آموختن ریاضیات تا آنجا ضرورت می یابد که بتوان میوه هاي ریاضـی را کـه توس ـ  

 . چید ،ستدانان پرورش داده شده ا
(1) Tangent bundle 
(2) Symplectic Manifold 
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یـان و  بطرفداران دیدگاه دوم علی رغم اعتقاد به لزوم کاربردي بـودن تحقیقـات، معتقدنـد کـه     

حـل برخـی از مسـائل تنهـا بـا       بـه عـلاوه  فهم دقیق مسائل نیاز به دانسـتن دقیـق ریاضـیات دارد و    

به نظر می رسد کـه مسـئله اي کـه در ایـن جـا مطـرح اسـت        . ریاضیات سطح بالا امکان پذیر است

جهت آموختن ریاضیات و نوع نگاه به ریاضـیات بـه عنـوان هـدف یـا وسـیله        ،میزان پذیرفتن هزینه

 .است

علم فیزیک و بـه طـور   . ته اندریاضیات زبان علم است و تاریخ علم با تاریخ ریاضیات به هم آمیخ

خاص مکانیک نقش ویژه اي در توسعه ریاضیات بـازي کـرده اسـت و ایـن دو خـدمات متقـابلی بـه        

گاهی یک مسئله فیزیکی به توسعه ریاضیات کمک کرده است و گاه سـالها پـس   . یکدیگر داشته اند

رابطـه   بـراي  .ده استاز توسعه یک شاخه از ریاضیات کاربردهاي فیزیکی جدیدي براي آن مطرح ش

اول مثالهاي متعددي قابل ذکر هستند و براي رابطه دوم مـی تـوان بـه مکانیـک هندسـی و کنتـرل       

  .هندسی به عنوان کاربردهاي هندسه دیفرانسیل در مکانیک و تئوري کنترل اشاره کرد

ریاضـیات  ارتباط تنگاتنگ بین ریاضیات و سایر علوم باعث ایجاد شاخه اي از ریاضیات با عنـوان  

با ایجاد زبـانی   و محققان سایر علوم را پر کند تاکاربردي شده است تا خلا موجود بین ریاضی دانان 

یافتن پاسخ براي مسائل گوناگون است، دسـت   ابتوان به رسالت ریاضیات که همان ،مشترك بین آنها

که فضاي کلی حـاکم بـر   می توان ادعا کرد . یافت و به ریاضیات به عنوان وسیله و نه هدف نگاه کرد

  .این پایان نامه آمیخته اي از ریاضیات کاربردي و تئوري کنترل است
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  دیفرانسیل چیست؟هندسه  -1-1
  

هندسه دیفرانسیل شاخه اي از ریاضیات است که با اسـتفاده از روشـهاي حسـاب دیفرانسـیل و     

تئـوري منحنـی هـاي     .برهاي خطی و چند خطی به مطالعه مسائل هندسی می پـردازد ج انتگرال و

ایـن شـاخه از   فضاي اقلیدسی سه بعدي اساس توسعه  در صفحه اي و منحنی هاي فضایی و رویه ها

از اواخر قرن نوزدهم هندسه دیفرانسـیل  . دهم و نوزدهم میلادي تشکیل دادریاضیات را در قرن هج

یر جهـت  به سمت حوزه کلی تري از هندسه بـا سـاختارهاي هندسـی روي منیفلـدهاي مشـتق پـذ      

این علم به طور نزدیک با توپولوژي دیفرانسـیلی و همچنـین جنبـه هـاي هندسـی      . گیري پیدا کرد

تئوري معادلات دیفرانسیل ارتباط دارد و قدرت بالایی در ارائه روشـهاي تحلیلـی در حـل مسـائل از     

  .خود نشان داده است

زي بسیاري از شـاخه هـاي   مفهوم مرک )که بعدا به طور دقیق تعریف خواهد شد(مفهوم منیفلد 

تـري  هندسه و برخی دیگر از شاخه هاي ریاضیات است، زیرا اجازه می دهد که ساختارهاي پیچیده 

بیـان و درك   ،فضاهاي سـاده تـر نظیـر فضـاي اقلیدسـی معمـول       با زبان و خصوصیات شناخته شدة

اجـازه مـی دهـد تـا     منیفلدي که با یک ساختار مشتق پذیر همراه شده اسـت   ،به عنوان مثال .شوند

مفهـومی از فاصـله کـه    (مـانی  منیفلد انجام شود و یـا متریـک ری   روي آن ،حساب به مفهوم رایج آن

متقارن مثبت معین هموار بـر روي فضـاي مماسـی در هـر نقطـه منیفلـد        1توسط یک فرم دو خطی

ا را روي منیفلـد  زمانی که به منیفلد اضافه می شود امکان اندازه گیري فاصله و زوای )تعریف می شود

از منیفلدهاي مشهور می توان به منیفلدهاي سیمپلکتیک به عنوان فضاي حالـت در  . فراهم می آورد

مکـان را در   -نز که زمـان رفرمولبندي هامیلتونی در مکانیک کلاسیک و یا منیفلدهاي چهار بعدي لو

  .ت مدل می کنند، اشاره کردیتئوري عمومی نسب

منیفلـد  بـه مطالعـه    ،که زیرشاخه اي از هندسه دیفرانسیل را تشکیل می دهـد  2هندسه ریمانی

هندسـه  . ریمانی که منیفلدهایی هموار بـه همـراه یـک متریـک ریمـانی هسـتند، مـی پـردازد        هاي 

ریمانی، هندسه اقلیدسی را به فضاهایی که الزاما تخت نیستند که البته در یک همسایگی بی نهایـت  

مفهوم مشتق سـوئی از یـک تـابع از    . یم می دهدمعت ،ندبیهفضاي اقلیدسی شکوچک از هر نقطه به 

از یـک تانسـور گسـترش مـی      3وردایـی  در هندسه ریمانی به مفهوم مشتق هم ،حساب چند متغیره

ه هندسـه ریمـانی    . یابد همچنین مفاهیم و تکنیکهاي بسیار دیگري از آنالیز و معادلات دیفرانسیل بـ

 .می شوداستفاده دیفرانسیل  ن شاخه از هندسهیاز ا این پایان نامه در. تعمیم داده شده اند
(1) Bilinear 
(2) Reimanian Geometry 
(3) Covariant Derivative 
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د که تمرکز در این پایان می باشن 1گروههاي لی ،اضافی دارند يگروه خاصی از منیفلدها که ساختار

گروهی است که همچنین یک منیفلد مشتق پذیر  یک گروه لی، .این گروه از منیفلدهاست نامه بر

علاوه بر این موضوع . است با این خصوصیت که عمل گروهی با ساختار هموار منیفلد سازگار باشد

که گروههاي لی به طور طبیعی فضاي وضعیت بسیاري از سیستمهاي مکانیکی نظیر سیستمهاي 

امکان بررسی  ،دلیل هموار بودن آنهابه  ،ندسته... زیر دریایی ها و بازوهاي رباتیکی و ،فضایی

یکی از دلایل اصلی استفاده از آنها این است که در  .یدفراهم می آ حرکت روي این گروهها

به ) گروه لی است ،به این مفهوم که فضاي وضعیت(سیستمهاي مکانیکی بر روي گروههاي لی 

معمولا می توان مسئله را از روي گروه لی  ،دلیل ناوردایی خواص مکانیکی نسبت به اعمال گروهی

در فرمولبندي هامیلتونی  و که یک منیفلد است در فرمول بندي لاگرانژي به جبرلی مربوط به آن

جبرلی مربوطه، فروکاست داد و با توجه به این که جبرهاي لی، فضاي برداري هستند،  نگاوبه د

  .این فروکاست باعث ساده سازي در حل مسئله می شود

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(1) Lie groups 


