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هها:  شهای تکرارکلید واژ یهای فوریه، رو هبعدی، سر لسازی، تحلیل عددی، روش اجزای محدود س  مد

ـسازه. ک مکنش خا شونده، بره

نهــا را بــه چکیده: یتــوان آ ههــای عملــی فراوانــی از مســائل در ژئوتکنیــک وجــود دارد کــه م  هرچند نمون
 تقریب در حالت اجزای محدود دوبعدی مورد تحلیل قرار داد، مسائل چندی نیــز وجــود دارد کــه گریــزی جــز

یهای ذاتــی مســائل ژئوتکنیکــی ماننــد رفتــار نها نیست. در این میان، وجود پیچیــدگ هبعدی آ  تحلیل عددی س
ههــا و ابعــاد های، همــراه بــا افزایــش مقــدار داد هی میان خــاک و آب حفــر کها و یا رفتار دوسوی  غیرخطی خا

یگــردد کــه میــزان هبعدی، سبب م سهای مختلف در معادلت کلی ماتریس سختی در حالت س  بردارها و ماتری
هی موقت ( لها چه در قالب حافظ  ) و چه زمان انجام محاسباتRAMمنابع محاسباتی لزم جهت انجام تحلی

شگر (  )، به طور قابــل تــوجهی افزایــش یابــد، بــه طــوری کــه انجــام محاســبات جـز در حـالتCPUدر پرداز
شهایی بــه منظــور افزایــش میــزان هی رو یگردد. بنابر این، توسع  موردی و تحقیقاتی، در عمل غیر اقتصادی م

ینماید. های ضروری م لهای رایان کارایی تحلی
شهایی است که در ادبیات فنی مورد توصیه قـرار گرفتــه ههای حل تکرار شونده از جمله رو  استفاده از شیو

تآمیزی مــورد اســتفاده ههای مهندسی به صــورت مــوفقی  است. اما، با وجود این که روش مذکور در دیگر شاخ
یگیرد، نتایج حاصل از پژوهش حاضر با استفاده از کــدهای اجــزای محــدود    بــر روی مســائلFortranقرار م

نگر این حقیقــت اســت کــه، اســتفاده از آن در ژئوتکنیــک فقــط در حــالت  الستیک خطی و غیر خطی، بیا
 تحلیل الستیک خطی با درجات آزادی قابل توجه و قابلیت فشردگی بــال، اقتصــادی اســت. بــا وجــود ایــن،

ههای تشکیل شده از چندین هگیری از قابلیت محاسبات متوازی خوش  نویسنده تحقیقات بیشتر را به منظور بهر
ینماید. شهای تکرار شونده، توصیه م مهای رو یهای خاص الگوریت هگیری از ویژگ هی اسقاطی در بهر رایان

ــر شهای اخی هی تل یرسد که عمد شنهادی موجود در ادبیات فنی، به نظر م شهای پی  با بررسی اجمالی رو
شهــای حــل تقریــبی ســه بعــدی، هی رو شهای حل اجزای محدود دوبعدی در توسع هگیری از رو  در جهت بهر

شهــا «روش اجــزای محــدود بــا هی مطرح از ایــن رو هبعدی). یک نمون شهای شبه س صورت گرفته است (رو



پ

ننامه: هی پایا هی چکید ادام

یهای فـوریه» و یـا بـه اختصـار  یباشـد. FSAFEMاستفاده از سر   در تحلیـل آن دسـته از مسـائلFSAFEM م
هی متقـارن محـوری بـوده ولـی نیروهـا، خصوصــیات مصــالح، هبعدی کــاربرد دارد کـه دارای هندســ هی ســ  ویـژ

ــا لهای غیرخطی انجام شــده ب هبعدی متغیر باشد. نتایج تحلی نها به صورت س  شرایط اولیه و یا شرایط مرزی آ
یباشــدFortranاستفاده از کدهای  عهای تحت بار جانبی، حاکی از این مســأله م   توسعه داده شده بر روی شم

لهــایFSAFEMکه روش  های مورد نیاز جهــت انجــام تحلی یتواند تا حد بسیار زیادی در کاهش منابع رایان   م
هبعدی و با دقت قابل قبول مؤثر واقع شود. س



عالم چو حبابی است.

ولیکن چه حباب؟!
حضرت مولنا
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کها و روش اجزای محدود-۱ مدل ساختاری خا

مقدمه-۱.۱

دهففای مختلفففی از شهففا و یففا نمو لهایی کففه بخ هها از طریففق سففاخت مففد  «درک علمففی پدیففد

هی تصففویری لها ارائ یگردد. هففدف ایففن مففد یکنند، ممکن م  واقعیت مورد مطالعه را تحلیل م
تهای دقیفق نیسفت، بلکففه هها و نسففب هی اجفزای آن بففا انففداز هوار از واقعیت، گنجانففدن هم  آیین

ًا تحقیق متمرکز روی اجزایی اسفت کفه نقشفی قفاطع در وقفوع آن پدیفده  بیرون کشیدن و متعاقب
یزداییففم تففا بففه تصففویری یگیریم، ما غیر ضففروریات را م  دارند. ما از غیر محسوسات جوهره م

تنمایی  غیر انتزاعی از ضروریات برسیم، مففا بففرای بهبففود حففدود و صففحت مشففاهداتمان درشفف
عبینانه باید باشففد، درسففت بففه همففان معنففا کففه عبینانه است، غیر واق یکنیم. یک مدل، غیر واق  م

یرود. با این وجود، و در یک بیان مغایر، اگر یک عبینانه] بیشتر مواقع به کار م  کلمه [غیر واق
ِل خوب است، کلیدی برای درک واقعیت خواهد بود.» مد

– Baran & Sweezy, 1968

یپیوســته ههای مختلفی که در مقابل چشــمانش بـه وقــوع م هی پدید  در طی سالیان متمادی انسان برای مطالع

نکــه بـرای هی اول، و قبــل از آ لســازی در درج هها بهـره جســته اســت. مد لسازی مکانیکی آن پدید  است، از مد
یرفتـه هها بـه کـار م ههای احتمـالی انجـام پـذیرد، در جهـت درک صـحیح دلیـل وقـوع آن پدیـد شبینی پدید  پی

لسازی که کمک شـایانی بـر درک صـحیح آن پدیـده خواهـد بـود،  است. بنابراین یکی از مهمترین ملزومات مد
لهایی اصطلحا  ههای طبیعی است. چنین مد یهای ذاتی پدید لهای مفهههومیسادگی و پرهیز از پیچیدگ  (در۱مد

لهای فیزیکیمقابل  یشوند.۲مد ) نامیده م
ر واقع ما در مواجهه با  لهای مکــانیکی ۳مسائل مقدار مرزید هی متمــایز از مــد  ســروکار مختلف بــا دو گــون

۱Conceptual models

۲Physical models

۳Boundary value problems
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لهای روشنگرداریم:  شبینی کننده یا ساده و ۱مد لهای پی ــوده و۲مد هی اول تا جای ممکن ساده ب   یا عملی. گون

لها راه را بــر درک نگــونه مــد  فاقد هر گونه اجزای غیــر ملــزوم اســت کــه اثــر چنــدانی بــر مشــاهدات ندارنــد. ای
یآورنــد. هها را فراهــم م هی دلیل علمی بر مشاهداتمان از پدیــد هها گشوده و امکان ارائ  صحیح علت وقوع پدید

هها توســط مهندســین یهــای مــورد انتظــار از پدیــد شبینــی کننــده بــرای تخمیــن خروج لهای پی  در مقابــل، مــد
هی مقــدار مــرزی و اهمیــت نها بسته به نوع مســأل هی عملی آ یگیرند و بخاطر جنب لگر مورد استفاده قرار م  تحلی

یتوانند مقادیر متفاوتی از اجزای مؤثر در وقوع پدیده را در خود بگنجانند. هــر چقــدر  آن از لحاظ اقتصادی، م
هتر گشــته و اســتفاده از آن نیازمنــد پارامترهـای بیشــتر و متقـابل یگردد، مـدل پیچیـد  به تعداد این اجزا افزوده م

ههای بیشتر می گردد. صرف هزین
هانــدخاک یک محیط پیوسته است. ُبعد ذرات صلب منفردی که به هــم تکیــه داد کها در  لسازی خا   مد

مکنــش متقابــل ایــن ذرات بـر یکــدیگر، نــه کــاری اســت چنــدان عملــی – چــون نیازمنــد صــرف  و بر اساس بره
های ههای فراوان برای بدست آوردن پارامترهای مورد نیاز برای مــدل و همچنیــن تلش رایــان   بســیار بــرای۳هزین

هی دانشــمندان باشـد. پیچیـدگی غیـر هی مقدار مرزی است – و نه کــاری اســت کــه چنــدان مـورد علق  حل مسأل
یگـردد، درک هبینـی (میکروسـکوپی) را شـامل م ُبعـد ذر هی اجـزای مـؤثر در  لها که هم نگونه مد  قابل انکار ای

لهایی کــاری اسـت ممکـن یکند. هر چند بدست آوردن چنیـن مــد کها را با دشواری همراه م  صحیح رفتار خا
ًل استحکامات خاکی1980و همکاران، Oda, Konishi(همچون   )، با وجود این و با توجه به اینکه معمو

یتــوان یباشــند، م یشوند دارای ابعاد بسیار بزرگتری نسبت به ذرات خاک م  که در عمل مهندسین با آن مواجه م
 خاک را به عنوان یک محیط پیوسته فرض کرد و به تحلیل مشاهدات در بعــد ماکروســکوپی پرداخــت. چنیــن

یگیرد. یباشد که برای راحتی مورد استفاده قرار م فرضی یک فرض ساده کننده م

لسازی ریاضی مسائل مقدار مرزی-۱.۲ مد

لهای مکانیکی موفــق بــر اســاس هی مد  با فرض خاک به عنوان یک محیط پیوسته امکان ارائ

ههای مصــنوع دارای یآیــد. بــا وجــود ایــن، اســتحکامات خــاکی بــا ســاز  کالبد آشــنای مکانیــک ســازه فراهــم م
یگــردد یباشد، که ســبب م کها م تها طبیعت تصادفی خا یباشند. مهمترین این تفاو تهای آشکاری نیز م  تفاو

هی دیگــر متغیــر باشــد. ایـن در حـالی اسـت کـه های به نقط یهای مکانیکی خاک (مثل سختی آن) از نقط  ویژگ
یهــای تقریبــا نهــا وجــود دارد، دارای ویژگ هی ســاخت آ ههای مصنوع به خــاطر کنــترل دقیقــی کــه در مــرحل  ساز

لهای یگردد که در ژئوتکنیــک اساســا شــاهد مــد یباشند. این امر سبب م  یکنواخت و  همگن در تمامی نقاط م
ضهای ســاده کننــده لهای مکانیک سازه باشیم و امکان معرفی بسیاری از فر هتری نسبت به مد  مکانیکی پیچید

که به خصوص در مکانیک فلزات مرسوم است، در این حوزه از مکانیک مقدور نباشد.

۱Illustrative models

۲Predictive models

۳Computational effort
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لهای  در این بخش از فصل اول نگاهی اجمالی به معادلت معمول مورد استفاده در مکانیــک ســازه و مــد

هی  رفتاری ابتدایی خواهیم داشت. بسیاری از این معادلت از جمله معادلت مربــوط بــه اصــول بنیــادی در هم
لبنــدی مرســوم یباشند. در انتهای فصل یک نمونه از فرمو یشوند، صادق م طهایی که پیوسته فرض م  انواع محی

ِل تنش به   ، با وجود این به خــود روش اجــزای محــدود پرداختــه۲ ارائه خواهد شد۱روش اجزای محدوددر تحلی
یتــوان بــه  هاند کــه بــه عنــوان نمــونه م یشود. منابع فراوانی به تبیین این روش پرداخت ,Bhattiنم  2003 ،Bhatti,

 اشاره کرد.2005و همکاران، ZienKiewicz, Taylor و یا 2005
یهــای مصــالح ــا افــزودن ویژگ ــا انتهــای ایــن نوشــتار خــواهیم دیــد کــه چگــونه ب لهای بعــدی و ت  در فصــ

کهـا لهایی بر اساس همان چهارچوب کلـی مکانیــک فلــزات بـرای خا یتوان مد لها، م  ژئوتکنیکی  به این مد
ارائه کرد.

حل مسائل مقدار مرزی-۱.۲.۱

,Zienkiewiczبر اساس تعریفی که  هی1977  َروی یدهــد، روش اجــزای محــدود «یــک    ارائه م
هاند های است که بصورت عباراتی با تعاریف ریاضــی طــرح گشــت نگونه کــه از۳جامع گسستن مسائل پیوست  . همــا

هی مقـدار مـرزی مشــخص دو گـام اساســی در پیـش روی مهنـدس  تعریف فوق پیداست، در مواجهه با هر مسـأل
هی مقدار مرزی بصورت عباراتی بـا تعــاریف ریاضـی اســت (دســتگاه لگر وجود دارد: گام اول طرح مسأل  تحلی

هی مقـدار مـرزی اسـت کـه حـال بصـورت های)، و گـام دوم حـل آن مسـأل  معـادلت دیفرانســیل معمـول یـا پـار
های   یــا محاســبات علمــی اســت، کــه۴عبــارات ریاضــی طــرح گشــته اســت. گــام دوم موضــوع اصــلی علــوم رایــان

هاند. گــام اول امــا، شهای عددی مختلف (مانند روش اجزای محدود) در این حوزه از علم توسعه داده شــد  رو
  نــام گرفتــه اســت و هــدف اصــلی آن بدســت آوردن معــادلت۵موضوع اصلی علمی است که ریاضیات کاربردی

ههای مختلف است.۶حاکم  بر مشهوداتمان از پدید
ــد، یکنن هی مقدار مرزی را طرح م  در حالت کلی معادلت حاکم یا به تعبیری همان عبارات ریاضی که مسأل

هی معادلت بنیادین های اســت کــه بــر آن حـاکم۷به دو دست  ، معادلتی که مستقل از خصوصـیات محیــط پیوســت
یباشند، و معــادلت ســاختاری نطور کــه از نــامش پیداســت، بســته بــه خوصــیات مختلــف مــواد از۸م  ، کــه همــا

یگردند. یباشند، تقسیم م محیطی به محیط دیگر متفاوت م

۱Finite element method

لبندی مشابهی برای حل مسائل مقدار مرزی بهره۲ شهای عددی مشابه مانند روش تفاضل محدود نیز از فرمو  سایر انواع رو
یبرند. م

یتواند تعریفی از هر۳ یگردد،» م هی معادل تبدیل م های به اجزای گسست هی پیوست هی جامعی که بر اساس آن هر مسأل َروی ِت «  عبار
روش تحلیل عددی دیگر (مانند روش تفاضل محدود) نیز باشد.

۴Computational science

۵Applied math

۶Governing equations

۷Principal equations

۸Constitutive equations
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هی فصل حاضر به تعدادی از معادلت حاکم از هر دو گــروه اشـاره خواهــد شـد. معــادلت بنیـادین  در ادام

ههای مربــوط بــه علــوم مکانیــک (از جملــه ژئوتکنیــک) حــاکم هی زمین نگونه که مورد انتظار است در هم  هما
یشــوند و از مکانیــک یباشند، معادلت ساختاری امــا، بســته بــه رفتــار متفــاوت مــواد مختلــف توســعه داده م  م

طهای متخلخل (چون خاک)، اشکال متفــاوتی بــه خــود  جامدات، سیالت و پولیمرها گرفته تا مکانیک محی
یگیرد و معـادلت مربـوط یگیرند. معادلت ساختاری مربوط به مواد مصنوع در این بخش مورد اشاره قرار م  م

شهای آتی است.۱مصالح ژئوتکنیکیبه   موضوع اصلی بخ

معادلت بنیادین-۱.۲.۲

یهای عاممعادلت بنیادین در دو گروه اصلی  یشــوند.۳معادلت هندسهی و ۲تئور هبندی م   دســت

یروند به طور خلصــه اشــاره  به برخی از مشهورترین این معادلت که در بسیاری از مسائل مقدار مرزی به کار م
یگردد. م

یهای عام-۱.۲.۲.۱ تئور

ههای مختلــف ــواع شــاخ ــد و در ان ــوم مکانیــک دارن هی طــویلی در عل یهــای عــام ســابق  تئور
یآیــد در حـالت یروند. معــادلتی کــه در ادامــه م هها در محیط پیوسته بکار م  مکانیک برای توصیف رفتار پدید

نها از تعاریف تانســور تنــش، تانســور کرنــش معــادل و حجــم هاند (در آ  کلی و برای حالت سه بعدی نوشته شد
 استفاده شده است)، صورت این معادلت در دستگاه مختصــات مســتطیلی (کــارتزین) نیــز آورده شــده اســت.

یتواند در مسائل مقدار مرزی متفاوت بکار رود. به عنوان نمــونه  بدیهی است اشکال متفاوتی از این معادلت م
 در مهندسی سازه با اشکال متفاوتی از معادلت حرکت (یا معادلت تعادل)  برای خرپا، قاب، صفحه، پوســته

شهــا بصــورت لنگــر، ًل در مورد تحلیل قاب، تن های سروکار خواهیم داشت. مث  و یا در تحلیل تنش مقاطع ساز
یگردد. شهای معادل بصورت انحنا و  حجم بصورت خط ظاهر م کرن

هی پیوستگی-۱.۲.۲.۱.۱ معادل

هی پیوستگی تگذاری ماتریسی بصورت۴معادل  با علم

d 

dt
∇⋅v=0 )۱-۱(

هی پیوستگی در دستگاه مختصات کارتزین بصورت یشود. معادل نوشته م

۱Geomaterials

۲General theorems

۳Geometric equations

۴Continuity equation
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d 

dt


∂v i

∂x i

=0 )۱-۲(

یشود، که در آن  یباشد.v چگالی و ρنمایش داده م  بردار سرعت م

معادلت حرکت و معادلت تعادل-۱.۲.۲.۱.۲

تگذاری ماتریسی بصورت۱معادلت حرکت یباشد که با علم  شامل سه معادله م

∇⋅T b=
d v
dt

 )۱-۳(

یشوند. معادلت حرکت در دستگاه مختصات کارتزین بصورت نوشته م

∂T ji

∂x j

b i=
dv i

dt
 )۱-۴(

یشوند، که در آن  یباشد.b تانسور تنش و Tنمایش داده م  نیروی کالبدی در واحد جرم ماده م
یشوند:۲معادلت تعادل ثابت، معادلت فوق vدر حالت سکون یا حرکت با   نامیده م

∇⋅T b=0 )۱-۵(

یتوان در حالت حرکت با شتاب ثابت نیز استفاده کرد. در ایــن صــورت ســمت راســت  از معادلت تعادل م

هی حرکت که برابر با  یگردد (ρaمعادل ــدیa م   شتاب ثابت حرکت) با یک علمت منفی به عنوان نیروی کالب
یشود. در واحد حجم ماده به سمت چپ معادله افزوده م

هی انرژی-۱.۲.۲.۱.۳ معادل

هی انرژی تگذاری ماتریسی بصورت۳معادل  با علم


du
dt

=T :D r−∇⋅q )۱-۶(

۱Equation of motion

۲Equilibrium equations

۳Energy equation
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هی انرژی در دستگاه مختصات کارتزین بصورت یشود. معادل نوشته م


du
dt

=T ij D ijr −
∂q j

∂ x j

 )۱-۷(

یشود، که در آن    انرژی تولیدی در واحد زمــان و در واحــد جــرم از یــک منبــعr انرژی داخلی، uنمایش داده م

۱.۲ تانسور آهنگ تغییر شکل (بخش D بردار شارش حرارت به خارج و qداخلی انرژی (مثل رادیواکتیو)، 
یباشد.۲.۲.۲. ) م

معادلت هندسی-۱.۲.۲.۲

یهای مربــوط بــه تعــاریف مختلــف از کرنــش و معــادلت لبنــد  معــادلت هندســی شــامل فرمو
نگونه کـه در بخـش مربــوط بــه معـادلت سـاختاری خـواهیم دیـد، مـواد مختلـف بـا یباشــند. همــا  ســازگاری م

  بــا اشــکال متفــاوتی از معــادلت ســاختاری…)خصوصــیات ســاختاری متفــاوت (فلــزات، ســیالت، پلیمرهــا 
هی انــواع متفـاوتی از رواقــع ایــن رفتــار متمـایز بیــن مـواد مختلــف اسـت کــه ســبب توســع یگردنــد. د  توصیف م

یهای معمــول از کرنــش در توصــیف پاســخ متفــاوت مــواد در لبند لبندی کرنش شده است. برخی از فرمو  فرمو
یگردد. دهای آن در توصیف رفتار مصالح مختلف اشاره م یآید و به برخی از کاربر مقابل اعمال تنش در پی م

تانسور کرنش کوچک-۱.۲.۲.۲.۱

لبنــدی رفتــار۱تانسور کرنش کههوچک   همــان صــورت آشــنای روابــط کرنــش اســت کــه در فرمو
ًل رفتـار فلـزات هی واحد کوچــک باشـد (مث  الستیکی که در آن بردارهای جابجایی و دوران در مقایسه با انداز

تگذاری ماتریسی بصورت یرود. این تانسور با علم هی الستیک)، به کار م در محدود

E=1/2u ∇ X∇ X u  )۱-۸(

یشود. تانسور تنش کوچک در دستگاه مختصات کارتزین بصورت نوشته م

ij=1/2
∂ui

∂X j


∂ u j

∂X i

 )۱-۹(

یشود، که در آن  ّدی uنمایش داده م ــبهها)Xi( بردار جابجایی است و گرادیان آن نسبت به مختصات ما   محاس
یگردد. م

۱Small strain tensor
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تانسور آهنگ تغییر شکل-۱.۲.۲.۲.۲

لبندی رفتار ویسکوز که در آن تنش نـه بـه تغییـر شـکل کـه۱تانسور آهنگ تغییر شکل   در فرمو

لبنـدی رفتـار یرود. همچنین در برخـی از روابـط مربـوط بـه فرمو یباشد، به کار م  به آهنگ تغییر شکل وابسته م
یگردد . تانسور آهنگ تغییر شکل بصورت۲پلستیک نیز ظاهر م

D=1/2LLT
 )۱-۱۰(

یشود، که در آن تانسور  Lنوشته م

L=v ∇ x )۱-۱۱(

یباشد و گرادیان نسبت به مختصات فضایی  یگردد. تانسور آهنگ تغییــر شــکل در دســتگاهها)xi(م   محاسبه م

مختصات کارتزین بصورت

Dkm=1 /2 
∂v k

∂ xm


∂vm

∂ xk

 )۱-۱۲(

یشود. نمایش داده م

تانسور نمو کرنش طبیعی-۱.۲.۲.۲.۳

یرود. در مــواد پلســتیک۳تانسور نمو کرنش طبیعی لبندی رفتار پلســتیک بــه کــار م   در فرمو

یآیــد، بلکــه اطلعــی از پیکربنــدی لها بقدری بزرگ است که نه تنها تانسور کرنش کوچک به کار نم  تغییر شک
شهــا را نســبت بــه ابعــاد تغییــر شــکل نیــافته  ماده در حالت تغییر شکل نیافته نیز در دست نیست کــه بتــوان کرن

ــیاری از ــد. بس یدهن ــت م ــالح بدس ــار مص ــی از رفت ــج دقیق ــا نتای ــایی اساس شه ــن کرن ــه چنی ــرد و ن ــبه ک  محاس
هاند. ایــن روابــط در یهای مربوط به مصالح ژئوتکنیکی بر اساس همین روابط کرنش توسعه داده شــد لبند  فرمو

تگذاری ماتریسی بصورت یگیرند. تانسور نمو کرنش طبیعی با علم پلستیک فلزات نیز مورد استفاده قرار م

d =D dt )۱-۱۳(

۱Rate-of-deformation tensor

  در روابط مربوط به رفتار پلستیک بهDتنش پلستیک به آهنگ تغییر شکل ماده بستگی ندارد، با این وجود کاربرد تانسور ۲
هی  یکند و نه آهنگ تغییر شکل آن. به رابط شها را به تغییر شکل ماده مربوط م های است که تن  رجوع شود.)۱۳-۱(گون

۳Natural-strain increment tensor


