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تشکر و تقدیر

قطره اندیشه، بیکران دریاي در را کوچکش بنده که است خداوندي آن از ستایش و سپاس نخستین

اکنون لذا نشیند. تماشا به بزرگ آموزگارانی ناب هاي اندیشه دریچه از را آن وسعت تا ساخت اي

تا دانم می لازم خود بر است، رسیده انجام به حاضر نامه پایان هایش نوازي بنده سار سایه در که

دست اگر که آورم جا به طیبی دکتر آقاي جناب خود، قدر عالی راهنماي استاد از را سپاس مراتب

زندگیم، همراهان مهربانترین از سپاس و رسید. نمی انجام به نامه پایان این هرگز نبود، یاریگرشان

است. بوده سخاوت ریاي بی مصداق زندگیم فضاي در حضورشان که عزیزم خانواده



فارسی چکیده

فضاهاي از کلی حالت که لندزبرگ فضاهاي و داگلاس فضاهاي مفهوم دو ما نامه پایان این در
که دهد می ارائه ضعیف بروالد فضاي از تعریفی باکچو دهیم. می قرار مطالعه مورد را است، بروالد
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1 فصل

ها نیاز پیش



تانسورها 1.1

خودشیک ریمانی متر مثلا که جایی تا شوند می بیان تانسور وسیله به هندسه تکنیکهاي از بسیاري
قسمتی اینجا در دلیل همین به اند. کرده پر نیز را فینسلري هندسه سراسر تانسورها البته و است تانسور

ایم. اختصاصداده آنها به را

برداري فضاي یک روي تانسورها 1.1.1

در که کنید دقت باشد. متناهی بعد با حقیقی اعداد میدان روي برداري فضاي یک V کنیم فرض
شود ذکر خلافشصریحا اینکه مگر هستند متناهی بعد با برداري فضاهاي ي همه نامه پایان این سراسر
دانیم می شوند. می گرفته نظر در حقیقی اعداد میدان روي استثناء بدون برداري فضاهاي همه البته و
می V روي خطی هاي تابعک همان ویا ها فرمی یک همه مجموعه - V فضاي دوگان - V ∗ که

دهیم نمایشمی اینگونه را V ∗ × V −→ R طبیعی نگاشت باشد. V ∗ × V −→ R

(ω,X) −→ ⟨ω,X⟩ = ω(X), ω ∈ V ∗, X ∈ V

خطی چند نگاشت V روي l-هموردا تانسور یک

F : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
بار l

−→ R
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خطی چند یکنگاشت k-پادوردا تانسور یک مشابه طور به باشد. می

F :

بار k︷ ︸︸ ︷
V ∗ × · · · × V ∗ −→ R(

k
l

) تانسور یک اند. فوق حالت دو این از ترکیبی که داریم تانسورهایی ما اوقات اغلب باشد. می
فرم به خطی چند یکنگاشت گوییم می k-پادوردا و l-هموردا آن به که

F :

بار k︷ ︸︸ ︷
V ∗ × · · · × V ∗×V × · · · × V︸ ︷︷ ︸

بار l
−→ R

پارامتر تا l که داریم سروکار خطی چند هایی نگاشت با حالات از بسیاري در واقع در باشد. می
آنها به حال این با نیست فوق مثل لزوما پارامترهایشان ترتیب ولی دارند برداري پارامتر k و 1-فرمی

گوییم. می (kl) نوع تانسور نیز
-l تانسورهاي همه فضاي و دهیم می نشان T k(V ) با را k-پادوردا تانسورهاي همه مجموعه
T k
l (V ) با تانسورهاي(kl)را يهمه همینصورتمجموعه به Tl(Vنمایشمیدهیم. ) با را هموردا

و T ١(V ) = V ∗∗ ،T ◦
l (V ) = Tl(V ) ،T k

◦ (V ) = T k(V ) هاي تساوي دهیم. می نمایش
.T ◦(V ) = R که کنیم می قرارداد طور همین هستند. بدیهی T١(V ) = V ∗

ها p-فرمی 2.1.1

فضاي روي یکp-فرمی را ω که معنا بدین است. متناوب p-هموردا تانسور یک یکp-فرمی
هرگاه گوییم V برداري

ω : V × · · · × V −→ R

باشیم داشته ١ ≤ i, j ≤ p هر براي یعنی باشد، متناوب و بوده p-خطی تابعی

ω(X١, . . . , Xi, . . . , Xj, . . . , Xp) = −ω(X١, . . . , Xj, . . . , Xi, . . . , Xp)

خواص از استفاده با کند. تغییر علامتش شود، عوض آن در متغیر دو جاي هرگاه عبارتی به یا
به زیر تساوي {١, . . . , p} در δ = (δ١, . . . , δp)جایگشت هر براي فوق ي رابطه از جایگشتها
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آید: می دست
ω(X١, . . . , Xp) = sgn(δ)ω(X١, . . . , Xp)

فرد اگر و sgn(δ) = ١ باشد، زوج δ اگر باشد. می δ جایگشت علامت sgn(δ) اینجا در
.sgn(δ) = −١ باشد،

: آنگاه باشند، برابر هم ,X١با . . . , Xp از عضو دو اگر که شود می نتیجه فوق تعریف از

ω(X١, . . . , Xp) = ◦

تانسورها ضرب 3.1.1

Gیکتانسور و (kl) Fیکتانسور اگر شود. تعریفمی طبیعی روشبسیار به تانسورها ضربروي
شود تعریفمی زیر روش به F ⊗G آنگاه باشد (pq)

F ⊗G(ω١, · · · , ωl+q, X١, · · · , Xk+p) =

F (ω١, · · · , ωl, X١, · · · , Xk)G(ω
١, · · · , ωq, X١, · · · , Xp)

بود. خواهد (q+l
p+k

) تانسوري که است روشن و

انیشتین بندي جمع قاعده و تانسور هاي مولفه 4.1.1

که فرضکرد توان می صورت این در باشد. V براي اي پایه (E١, · · · , En) فرضکنیم
اینصورت در .φi(Ej) = δij یعنی Vباشد براي∗ آن متناظر يدوگان پایه (φ١, · · · , φn)

که دید توان می }براحتی
Ej١ ⊗ · · · ⊗ Ejl ⊗ φi١ ⊗ · · · ⊗ φik

∣∣∣∣١ ≤ j١, · · · , jl ≤ l ١ ≤ i١, · · · , ik ≤ k

}
و آیند می حساب به V = V ∗∗ اعضاي بعنوان Eiها که کنید دقت است. T k

l (V ) براي پایه یک
(dimV )k+l با برابر T k

l (V ) بعد که دهد می نشان این است. دار معنا آنها براي تانسوري ضرب
نوشت توان می باشد T k

l (V ) از عضوي F اگر حال است.

F = F j١···jl
i١···ikEj١ ⊗ · · · ⊗ Ejl ⊗ φi١ ⊗ · · · ⊗ φik (1.1)
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بدین قاعده این ایم. کرده استفاده انیشتین بندي جمع قاعده به موسوم قاعده از بالا در که کنید دقت
شده ظاهر بالا در دیگر بار و پایین در یکبار دوبار، اندیسیکسانی که عبارتی هر در استکه صورت
باشد. می مذکور اندیس براي ممکن مقادیر ي همه جمع عبارت آن که شود می فرض چنین باشد

.Σn
i=١ωiX

i یعنی ωiX
i مثال براي
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2 فصل

ریمانی هندسه



ریمان متر 1.2

یعنی بوده، متقارن که است g مثل (◦٢) تانسوري میدان یک ،M منیفلد روي ریمانی متریک یک
لذا .X ̸= ◦ ⇒ g(X,X) > ◦ یعنی است معین مثبت و g(X,Y ) = g(Y,X)

با را آن که کند می تعریف داخلی ضرب یک TpM هر روي ریمانی متریک که گفت توان می
دانیم می هستند. TpM از اعضایی Yp Xpو که دهیم >نمایشمی Xp, Yp >= g(Xp, Yp)

متریکریمانی همراه یکمنیفلد به داد. قرار یکمتریکریمانی منیفلد هر روي توان می همواره که
گوییم. می ریمانی منیفلد اش شده داده

را TpM Xpاز بردار طول اقلیدسی هندسه حالت مثل Mباشد. منیفلد از عضوي p فرضکنیم
از Yp Xpو بردار دو بین زاویه طور همین کنیم. تعریفمی |Xp| =< Xp, Xp >

١
٢ صورت به

کنیم تعریفمی زیر صورت به را TpM

cos θ =
< Xp, Yp >

|Xp| × |Yp|

.θ ∈ (◦, π) آن در که
لذا .< Xp, Yp >= ◦ معادل طور به یا θ = π

٢ هرگاه عمودند هم بر Yp Xpو گوییم می
اگر گوییم یکه متعامد TpM در {X١, · · · , Xp} بردارهاي مجموعه به

< Xi, Xj >= δij
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ریمانی مترهاي از مثالهایی 1.1.2

و ضربی حاصل منیفلدهاي منیفلدها، زیر در طبیعی طور به ریمانی متریک هاي مثال سایر اغلب
حاصل متریک و القایی متریک مهم، هاي مثال بعنوان شوند. می ظاهر قسمتی خارج منیفلدهاي

دهیم. می شرح را ضربی

القایی متریک 2.1.2

صورت این در باشد. نشاننده یک i : M −→ M̃ و ریمانی منیفلد یک (M, g) کنیم فرض
با g تانسور از است Mعبارت به M̃ از القایی متریک بود. خواهد M̃ ایمرشن زیرمنیفلد Mیک
چون و بوده TM به g̃ تحدید g که گفت توان می ایمرشن خواص به توجه با .g = i∗g̃تعریف
متر شرایط وضوح به پس شود می داخلی ضرب یک باز زیرفضا، یک به داخلی ضرب هر تحدید

است. برقرار g براي ریمانی

متریکحاصلضربی 3.1.2

ضربی حاصل منیفلد که دانیم می باشند. ریمانی منیفلدهایی (M٢, g٢) و (M١, g١) کنیم فرض
خاصیت با p = (p١, p٢) ي نقطه در مماسی فضاي Mداراي =M١ ×M٢

T(p١,p٢)M = Tp١M ⊕ Tp٢M

باشد. می
صورت به Mرا روي ضربی متریکحاصل حال

g(X١ +X٢, Y١ + Y٢) = g١(X١, Y١) + g٢(X٢, Y٢)

نوشت: زیر صورت به را آن توان می ماتریسی نظر نقطه از که کنیم، تعریفمی

[gij] =

(g١)ij ◦

◦ (g٢)ij
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الصاق 4.1.2

این که باشیم داشته توجه نکته این به باید منیفلدها روي به Rn فضاي از تعریف یک تعمیم براي
بتوانیم آنکه براي حال باشد. نداشته بستگی ها کارت یعنی موضعی مختصات دستگاه به تعریف
بدون بتوان که کنیم پیدا راهی است لازم کنیم تعریف را منیفلد یک روي منحنی یک شتاب مفهوم
این نماییم.به گیري مشتق منحنی یک طول در برداري) هاي میدان (یا بردارها از مختصات به توجه

نمود. ”الصاق” یکدیگر به گیري یکمشتق توسط را مجاور برداري فضاي دو که معنا
دیفرانسیل برداري هاي میدان χ(M)مجموعه و پذیر دیفرانسیل Mیکمنیفلد کنیم فرضمی

باشد. آن روي پذیر

نگاشت (الصاق). 1.1.2 تعریف

∇ : χ(M)× χ(M) −→ χ(M)

نامیم: Mمی منیفلد روي الصاق یک زیر، شرایط با را

∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ .1

∇Y fX = f∇YX + (Y · f)X .2
∀X, Y, Z ∈ χ(M), f, g ∈ C∞(M) آن در که

بوده سویی مشتق از تري حالتکلی الصاق کند. می عمل سویی مشتق همانند توابع، ∇روي واقع در
مشتق X∇را و الصاق ∇را آورد. دست به آن از استفاده با توان می نیز را ها فرم تغییرات میزان و

نامیم. Xمی به نسبت کواریان

منیفلد یککارتمختصاتروي (x, U)فرضکنیم .(∇XY (مختصاتموضعی تعریف2.1.2
صورت به توان می مختصات این در XY∇را صورت این در ∇باشد. خطی الصاق با Mهمراه

نوشت: زیر
∇XY = (X · Y i + Γi

jkX
jY k)

∂

∂xi
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Mمی روي حقیقی توابعی که نامند می کریستوفل ضرایب ∇را ∂

∂xj

∂
∂xi := Γk

ij
∂

∂xk آن در که
باشند.

کند، صدق زیر شرایط در (M, g) ریمانی منیفلد ∇روي خطی الصاق یک اگر .3.1.2 تعریف
نامند. می ریمانی الصاق را آن

∇XY −∇YX = [X,Y ] -1
X < Y,Z >=< ∇XY, Z > + < Y,∇XZ > -2

X,Y ∈ χ(M) آن در که

آنگاه: Mباشد. روي کواریان ∇مشتق و منیفلد Mیک فرضکنیم .4.1.2 تعریف

T : χ(M)× χ(M) → χ(M)

کنیم: می تعریف زیر صورت به را آن و نامیم می الصاق تاب را

∀X, Y ∈ χ(M), T (X,Y ) := ∇XY −∇YX − [X,Y ]

باشد. صفر برابر آن تاب هرگاه نامیم می تاب−آزاد Mرا ∇روي الصاق

هرگاه: نامیم متریکمی با سازگار ∇را الصاق .5.1.2 تعریف

X < Y,Z >=< ∇XY, Z > + < Y,∇XZ >, X, Y ∈ χ(M)

الصاق یک فقط (M, g) ریمانی منیفلد هر روي ریمانی). هندسه اساسی (قضیه 6.1.2 تعریف
است. موجود ریمانی

ژئودزي 2.2

را نرمال) همسایگی (در M فضاي در نقطه دو بین مسیر کوتاهترین که گفت توان می تسامح با
که باشند می راست خطوط همان ها Rژئودزي حقیقی فضاي در نامیم. می نقطه دو آن بین ژئودزي
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