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است. شده رعایت انسانی اخلاقی اصول و ضوابط رازداری، اصل شده،
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චاری... ণپاس໋�

آراست. عقل زیور را آدمی خود، بی�کران لطف با که را حکیم خداوندگار سپاس
صمیمانه خشیارمنش کاظم دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بی�دریغ زحمات از می�دانم خود وظیفه��ی آغاز در
شاگرد همواره و بردم فراوان حاصل پژوهش پیشبرد راستای در ایشان ارزنده� راهنمایی�های از که کنم قدردانی و تشکر

هستم. ایشان والای منش و انسانیت و علم مکتب
و فرمودند تقبل را پایان�نامه این مشاوره� و مطالعه زحمت که گلی افخمی مژگان دکتر خانم سرکار گرامی استاد از

دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب احسن نحو به پایان�نامه این سازی آماده در
داوری که عرفانیان دکتر آقای جناب و جعفرزاده عباس دکتر آقای جناب فرهیخته اساتید از می�دانم لازم همچنین

نمایم. قدردانی و تشکر وجود تمام با گرفتند عهده به را پایان�نامه این
گرمای و سرشار عاطفه پاس به خواهرانم و برادر مادر، به می�کنم تقدیم را خود سپاس ترین صمیمانه آخر در

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که وجودشان، امیدبخش

رؤیا೯دا঻ندهبایਜی
زീज़تان۱۳۹۲
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پ��ی��ش�گ��ف��ت��ار

یک صفر علیه�های مقسوم میان ارتباط به است، [٢۶] و [١٠] ،[٩] ،[١] مقاله�های پایه�ی بر که نامه پایان این در

گذاری پایه ۱۹۸۸ سال در ١ بک توسط بار اولین تحقیقات این پرداخته�ایم. آن با متناظر گراف و جابه�جایی حلقه�ی

جابه�جایی جبر از مقدماتی به نیاز منظور این برای یافت. ادامه ۴ لیوینگستون و ٣ نصیر ،٢ اندرسون توسط سپس و شد

است، شده آوری جمع [٣٠] و [١٢] از که جابه�جایی جبر نیازهای پیش و مقدمات به اول فصل در که می�باشد گراف و

می�نماییم. مطرح [١۶] مرجع از را گراف نظریه در اولیه مفاهیم و نیازها �پیش فصل، این در همچنین می�پردازیم.

مقسوم گراف و حلقه چند از مثال�هایی فصل این در می�پردازیم. صفر علیه مقسوم گراف معرفی به دوم فصل در

یکریخت صفر علیه مقسوم گراف است ممکن یکریخت، غیر حلقه�ی دو می�دهد نشان که است شده آورده آن صفر علیه

است. شده بررسی صفر علیه مقسوم گراف خواص همچنین باشند. داشته

این خواص برخی می�پردازیم. Zn حلقه�ی صفر علیه مقسوم گراف به وابسته خط گراف مطالعه�ی به سوم فصل در

می�دهیم. قرار بررسی مورد را رنگی عدد و بودن مسطح کمر، نظیر گراف

تعداد ،n مثبت و صحیح عدد هر برای می�کنیم. مطالعه را Zn[i] حلقه�ی صفر علیه مقسوم گراف چهارم فصل در

دو کامل، گراف این ،n از مقادیری چه برای می�کنیم تعیین همچنین می�کنیم. مشخص را گراف این کمر و قطر رئوس،

است. اویلری یا منظم مسطح، کامل، بخشی

جمله از می�کنیم، بررسی را Zn[i] حلقه�ی صفر علیه مقسوم گراف به وابسته خط گراف خواص برخی پنجم فصل در

مشخص نیز را گراف این شعاع و قطر کمر، است. مسطح یا همیلتونی اویلری، گراف این زمانی چه می�کنیم تعیین

١Beck
٢Anderson
٣Naseer
۴Livingston

٣



می�نماییم.

۴



١ ف��ص��ل

اول��ی��ه م��ف��اه��ی��م و ت��ع��اری��ف

ح��ل��ق��ه ن��ظ��ری��ه�ی در م��ب��اح��ث��ی ١.١

�ه ارائ� �ه ب� �ش �خ� ب� �ن ای� در �د. �ن� �ت� �س� ه� �ر �ف� �اص� ن� و �دار �ک� ی� �ی، �ای� �ه�ج� �اب� ج� �ا �ه�ه� �ق� �ل� ح� �ه ک� �ت اس� �ن ای� �ر ب� �رض ف� �ه �ام� ن� �ان �ای� پ� �ن ای� �ر �اس� �رت� س� در

�اب �ن� �ت� اج� �ا آن�ه� �ان �ره� ب� �ان �ی� ب� از رو �ن ای� از و �ه �ت� �رداخ� پ� �ت اس� �از �ی� ن� �ورد م� �د �ع� ب� �ای �ل�ه� �ص� ف� در �ه ک� �ی �ای� �ه�ج� �اب� ج� �ر �ب� ج� از �ی �ب� �ال� �ط� م�

ک��ن��ن��د. م��راج��ع��ه [٣٠] و [١٢] ب��ه م��ی�ت��وان��ن��د خ��وان��ن��دگ��ان م��ی�ک��ن��ی��م.

ع��ض��و ه��رگ��اه گ��وی��ی��م ص��ف��ر ع��ل��ی��ه م��ق��س��وم را x ∈ R ع��ن��ص��ر ب��اش��د. ی��ک��دار و ج��اب��ه�ج��ای��ی ح��ل��ق��ه�ا�ی R ک��ن��ی��د ف��رض .١.١.١ ت��ع��ری��ف

�ای��ش �م� ن� Z(R) �ا ب� را R �ر �ف� ص� �ای �ه�ه� �ی� �ل� ع� �وم �س� �ق� م� �ام �م� ت� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� .xy = ۰ �ه ک� �وری ط� �ه ب� �د �اش� ب� �ود �وج� م� y ∈ R �ر �ف� �اص� ن�

م��ی�ده��ی��م.

اگ��ر دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه ن��ب��اش��د. ب��دی��ه��ی غ��ی��ر ص��ف��ر ع��ل��ی��ه م��ق��س��وم ش��ام��ل ه��رگ��اه گ��وی��ی��م ص��ح��ی��ح دام��ن��ه را R ح��ل��ق��ه�ی .٢.١.١ ت��ع��ری��ف

.y = ۰ ی��ا x = ۰ آن�گ��اه ،xy = ۰

اس��ت. م��ی��دان م��ت��ن��اه��ی ص��ح��ی��ح دام��ن��ه ه��ر .٣.١.١ گ��زاره

ک��ن��ی��د. م��راج��ع��ه [٣٠] از ٢٧.١ گ��زاره�ی ب��ه ب��ره��ان.

۵



۶ اول��ی��ه م��ف��اه��ی��م و ت��ع��اری��ف

x ه��ر ازای ب��ه ه��رگ��اه گ��وی��ی��م اول را R از p س��ره ای��ده�آل ب��اش��د. ی��ک��دار و ج��اب��ه�ج��ای��ی ح��ل��ق��ه�ا�ی R ک��ن��ی��د ف��رض .۴.١.١ ت��ع��ری��ف

.y ∈ p ی��ا x ∈ p ده��د ن��ت��ی��ج��ه xy ∈ p ک��ه R در y و

م��ی�گ��وی��ی��م. R ط��ی��ف آن ب��ه و م��ی�ده��ی��م ن��م��ای��ش Spec(R) ب��ا را R اول ای��ده�آل�ه��ای ت��م��ام م��ج��م��وع��ه�ی

ب��اش��د. ص��ح��ی��ح دام��ن��ه R

p
اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر اس��ت اول R از p ای��ده�آل .۵.١.١ ل��م

ک��ن��ی��د. م��راج��ع��ه [٣٠] از ٢٣.٣ ل��م ب��ه ب��ره��ان.

�ه ب� �د �اش� ب� �ود �وج� م� R از I �ده�آل ای� �ر اگ� �ه �ی�ک� �ورت� ص� در �م �ی� �وی� گ� �ال) �م� �ی� �س� اک� � �ن(م� �ی� �ش� �ی� ب� را R از m �ره س� �ده�آل ای� .۶.١.١ �ف �ری� �ع� ت�

.I = R آن�گ��اه ،m ⫋ I ⊆ R ط��وری�ک��ه

ه��ر در ،[٣٠] از ٩.٣ ق��ض��ی��ه�ی ب��ه ب��ن��ا م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش Max(R) ب��ا را R ح��ل��ق��ه�ی ب��ی��ش��ی��ن ای��ده�آل�ه��ای ت��م��ام م��ج��م��وع��ه�ی

اس��ت. م��وج��ود ب��ی��ش��ی��ن ای��ده�آل ج��اب��ه�ج��ای��ی، ح��ل��ق��ه�ی

م��ی�ده��ی��م. ن��ش��ان J(R) ب��ا و م��ی�گ��وی��ی��م R ج��ی��ک��وب��س��ن١ رادی��ک��ال را R ب��ی��ش��ی��ن ای��ده�آل�ه��ای ت��م��ام اش��ت��راک .٧.١.١ ت��ع��ری��ف

ب��اش��د. م��ی��دان R

m
اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر اس��ت R ح��ل��ق��ه�ی ب��ی��ش��ی��ن ای��ده�آل m .٨.١.١ ل��م

ک��ن��ی��د. رج��وع [٣٠] از ٣.٣ ل��م ب��ه ب��ره��ان.

اول �ی��ن، �ی��ش� ب� �ده�آل ای� �ر ه� �ه ک� �ود م��ی�ش� �ه �ی��ج� �ت� ن� ٨.١.١ و ۵.١.١ �م�ه��ای ل� از اس��ت، �ی��ح �ح� ص� �ن��ه دام� �ی��دان م� �ر ه� �ه ک� �ای��ی آن�ج� از

ن��م��ی�ب��اش��د. ب��رق��رار ک��ل��ی ح��ال��ت در م��ط��ل��ب ع��ک��س ام��ا اس��ت.

�ده�آل ای� J �ورت ص� �ن ای� در .J ⊇ I �ه ک� �د �ن� �اش� ب� R �ی �ای� �ه�ج� �اب� ج� �ه�ی �ق� �ل� ازح� �ی �ای� �ده�آل�ه� ای� J و I �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .٩.١.١ �زاره گ�

ب��اش��د. R
I
ب��ی��ش��ی��ن ای��ده�آل J

I
اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر اس��ت R ب��ی��ش��ی��ن

ک��ن��ی��د. رج��وع [٣٠] از ۴.٣ گ��زاره�ی ب��ه ب��ره��ان.
١Jacobson radical
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ن��ش��ان (R,m) ب��ا را آن و ب��اش��د m ب��ی��ش��ی��ن ای��ده�آل ی��ک ت��ن��ه��ا ش��ام��ل ه��رگ��اه گ��وی��ی��م م��وض��ع��ی١ را R ح��ل��ق��ه�ی .١٠.١.١ ت��ع��ری��ف

م��وض��ع��ی �ق��ه�ی �ل� ح� �ی��م. م��ی�گ��وی� �ان��ده�ه��ا م� �ی��دان م� آن ب��ه ک��ه اس��ت �ی��دان م� K =
R

m
ب��الا، گ��زاره�ی ب��ه �ا �ن� ب� ص��ورت ای��ن در �ی��م. م��ی�ده�

م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش ن��ی��ز (R,m,K) ب��ا را R

�م��ای��ش ن� ۰ :R x ی��ا Ann(x) ب��ا را x پ��وچ��س��از٢ ص��ورت ای��ن در .x ∈ R و �ق��ه� �ل� ح� ی��ک R �ی��د �ن� ک� ف��رض .١١.١.١ ت��ع��ری��ف

از ع��ب��ارت��س��ت و م��ی�ده��ی��م

Ann(x) = {r ∈ R | rx = ۰}.

م��ی�گ��وی��ی��م. x پ��وچ��س��از ای��ده�آل آن ب��ه ک��ه اس��ت R از ای��ده�آل��ی Ann(x) وض��وح ب��ه

م��ی�ده��ی��م ق��رار ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. R-م��دول ی��ک M ک��ن��ی��د ف��رض اک��ن��ون

Ann(M) = {r ∈ R | rM = ۰} = {r ∈ R | rm = ۰ ∀m ∈ M}.

ه��م��چ��ن��ی��ن .xn = ۰ ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د م��وج��ود n ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ه��رگ��اه گ��وی��ی��م پ��وچ��ت��وان٣ را R از x ع��ن��ص��ر .١٢.١.١ ت��ع��ری��ف

.y۲ = y ه��رگ��اه گ��وی��ی��م خ��ودت��وان۴ را y ∈ R

ن��ب��اش��د. ب��دی��ه��ی غ��ی��ر پ��وچ��ت��وان ع��ن��ص��ر ش��ام��ل ه��رگ��اه گ��وی��ی��م ی��اف��ت��ه۵ ک��اه��ش را R ح��ل��ق��ه�ی .١٣.١.١ ت��ع��ری��ف

ای��ن در .an = ۰ ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د م��وج��ود n ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ه��رگ��اه گ��وی��ی��م پ��وچ ای��ده�آل را R از a ای��ده�آل .١۴.١.١ ت��ع��ری��ف

م��ی�ب��اش��ن��د. پ��وچ��ت��وان پ��وچ، ای��ده�آل ع��ن��اص��ر ل��ذا .xn = ۰ ،x ∈ a ه��ر ازای ب��ه وض��وح ب��ه ص��ورت

م��ج��م��وع��ه ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. R از ای��ده�آل��ی a ک��ن��ی��د ف��رض .١۵.١.١ ت��ع��ری��ف

{r ∈ R | ∃ n ∈ N ; rn ∈ a}
١local
٢annihilator
٣nilpotent
۴idempotent
۵reduced
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م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش�
√
a ب��ا و ن��ام��ی��ده a رادی��ک��ال را آن ک��ه اس��ت R از ای��ده�آل��ی

م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان V (a) ن��م��اد ب��ا را a ری��ت��ه١ وا ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. R ح��ل��ق��ه�ی از ای��ده�آل��ی a ک��ن��ی��د ف��رض .١۶.١.١ ت��ع��ری��ف

از ع��ب��ارت��س��ت و

V (a) = {p ∈ Spec(R) | p ⊇ a}.

م��ی�ده��ی��م. ن��ش��ان Min(a) ب��ا را a ش��ام��ل ک��م��ی��ن اول ای��ده�آل�ه��ای ه��م��ه�ی م��ج��م��وع��ه�ی ه��م��چ��ن��ی��ن

آن �ه ب� �ه ک�
√

۰ �ه، �ج� �ی� �ت� ن� در .
√
a = ∩p∈V (a)p �ورت ص� �ن ای� در �د. �اش� ب� R �ه�ی �ق� �ل� ح� از �ی �ده�آل� ای� a �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .١٧.١.١ �م ل�

م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش ن��ی��ز Nil(R) ب��ا ک��ه ∩p∈Spec(R)p ب��ا اس��ت ب��راب��ر گ��وی��ی��م R ح��ل��ق��ه�ی پ��وچ٢ رادی��ک��ال

ک��ن��ی��د. م��راج��ع��ه [٣٠] از ۴٨.٣ ل��م ب��ه ب��ره��ان.

�م ری� دا n �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� �ر ه� ازای �ه ب� �ورت ص� �ن ای� در �د. �اش� ب� R �ه�ی �ق� �ل� ح� از اول �ی �ده�آل� ای� p �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .١٨.١.١ �ه �ج� �ی� �ت� ن�

.
√
pn = p

ک��ن��ی��د. م��راج��ع��ه [٣٠] از ۴٧.٣ گ��زاره�ی ب��ه ب��ره��ان.

و �ی��ح �ح� ص� اع��داد و p اول ع��دد ص��ورت ای��ن در �د. �اش� ب� �اه��ی �ن� �ت� م� و �ع��ی م��وض� �ه�ای �ق� �ل� ح� (R,m) �ی��د �ن� ک� ف��رض .١٩.١.١ گ��زاره

.char(R) = p ب��ع��لاوه ،|R
m
| = pl و |m| = pt ،|R| = pn ک��ه ط��وری ب��ه م��وج��ودان��د l و t ،n م��ث��ب��ت

ک��ن��ی��د. م��راج��ع��ه [۶] از ١.٢ گ��زاره�ی ب��ه ب��ره��ان.

�ورت ص� �ن ای� در �د. �اش� ب� R �ه�ی �ق� �ل� ح� �ر �ف� ص� �ای �ه�ه� �ی� �ل� ع� �وم �س� �ق� م� �ه �وع� �م� �ج� م� Z(R) �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .٢٠.١.١ �زاره گ�

.Z(R) = ∪۰̸=x∈R
√

۰ :R x

١variety
٢nilradical
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ک��ن��ی��د. م��راج��ع��ه [١٢] از ١۵.١ گ��زاره�ی ب��ه ب��ره��ان.

ب��اش��د. ای��س��ت��ا آن ای��ده�آل�ه��ای از (ن��زول��ی) ص��ع��ودی زن��ج��ی��ر ه��ر ه��رگ��اه گ��وی��ی��م (آرت��ی��ن��ی) ن��وت��ری را R �ل��ق��ه�ی ح� .٢١.١.١ ت��ع��ری��ف

�ی��ن) �م� (ک� �ی��ن �ش� �ی� ب� �و ع��ض� آن، �ده�آل�ه��ای ای� از �ه��ی �ات� ن� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ر ه� �اه �رگ� ه� �م �ی� �وی� گ� �ن��ی) �ی� (آرت� �وت��ری ن� را R �ه �ق� �ل� ح� �ادل، �ع� م� �ور ط� �ه ب�

ب��اش��د. داش��ت��ه

اس��ت. ب��ی��ش��ی��ن R ح��ل��ق��ه�ی اول ای��ده�آل ه��ر ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. آرت��ی��ن��ی ح��ل��ق��ه�ای R ک��ن��ی��د ف��رض .٢٢.١.١ گ��زاره

ک��ن��ی��د. م��راج��ع��ه [١٢] از ١.٨ گ��زاره�ی ب��ه ب��ره��ان.

�ورت ص� �ه ب� اول �ای �ده�آل�ه� ای� از �ودی �ع� ص� �داً �ی� اک� �ه �ال� �ب� دن� اول، �ای �ده�آل�ه� ای� از �ر �ی� �ج� زن� �ک ی� .٢٣.١.١ �ف �ری� �ع� ت�

ری��ف ت��ع�� آن اول ای��ده�آل�ه��ای �ی��ره��ای زن��ج� ه��م��ه�ی ط��ول ری��م��م س��وپ�� را R �ل��ق��ه�ی ح� ب��ع��د اس��ت. n ط��ول ب��ه p0 ⊂ p1 ⊂ ... ⊂ pn

دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه م��ی�ده��ی��م. ن��ش��ان dim(R) ب��ا و م��ی�ک��ن��ی��م

dim(R) = sup{n | ∃ p0, ..., pn ∈ Spec(R); p0 ⊂ p1 ⊂ ... ⊂ pn}.

.۰ ≤ dim(R) ≤ ∞ ی��ع��ن��ی اس��ت ب��ی�ن��ه��ای��ت ی��ا ن��ام��ن��ف��ی ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ی��ک ه��م��واره R ح��ل��ق��ه�ی ب��ع��د

اس��ت. ص��ف��ر م��ی��دان ه��ر ب��ع��د ل��ذا ن��دارن��د، وخ��ودش��ان ص��ف��ر ب��ج��ز ای��ده�آل��ی ه��ی��چ م��ی��دان�ه��ا ک��ه آن�ج��ای��ی از .٢۴.١.١ م��ث��ال

ی��ک ،Z ح��ل��ق��ه�ی ب��ع��د ل��ذا اس��ت، اول ع��ددی p ک��ه م��ی�ب��اش��د pZ ص��ورت ب��ه Z ح��ل��ق��ه�ی اول ای��ده�آل�ه��ای چ��ون .٢۵.١.١ م��ث��ال

م��ی�ب��اش��ن��د. ۰ ⊂ pZ ش��ک��ل ب��ه آن زن��ج��ی��ره��ای زی��را اس��ت

ری��م: دا ص��ورت ای��ن در .a+m = R ی��ع��ن��ی ب��اش��ن��د، م��ت��ب��ای��ن ه��م ب��ه ن��س��ب��ت m و a ای��ده�آل�ه��ای ک��ن��ی��د ف��رض .٢۶.١.١ ق��ض��ی��ه

R

(a ∩m)
∼=

R

a
× R

m
.

ش��ود. رج��وع [١٢] از ١٠.١ گ��زاره�ی ب��ه ب��ره��ان.

. R

Ann(a)
∼= Ra آن�گ��اه ،a ∈ R و ب��اش��د ج��اب��ه�ج��ای��ی ح��ل��ق��ه�ای R اگ��ر .٢٧.١.١ ق��ض��ی��ه
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�ه�ی �ت� �س� ه� �رف��ی ط� از �رد. �ب� ب� ra �ه ب� را r ∈ R �ر ه� �ه ک� �رد ک� ری��ف � �ع� ت� �وری ط� Ra �ه ب� R از �ا �وش� پ� �ی �ت� �خ� ری� � �م� ه� ی��ک �وان �ی�ت� م� ب��ره��ان.

اس��ت. ب��رق��رار ح��ک��م ری��خ��ت��ی ی��ک�� اول ق��ض��ی��ه�ی ب��ه ب��ن��ا ل��ذا م��ی�ش��ود. Ann(a) ری��خ��ت��ی ه��م�� ای��ن

گ��راف ن��ظ��ری��ه�ی در م��ب��اح��ث��ی ٢.١

م��ی�ش��ود. ب��ی��ان اس��ت، ش��ده آوری ج��م��ع [١۶] از ک��ه گ��راف ری��ه ن��ظ�� از م��ق��دم��ات��ی ب��خ��ش ای��ن در

�ب �رت� م� زوج �راف، گ� �ار �ص� �ت� اخ� �ه ب� �ا ی� �اده س� �راف گ� �ک ی� �د. �اش� ب� �ی �ه� �ات� ن� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ک ی� V �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .١.٢.١ �ف �ری� �ع� ت�

�ه �وع� �م� �ج� م� را E ⊆ {{x, y}|x, y ∈ V } و �وس رئ� �ه �وع� �م� �ج� م� را V = {x۱, x۲, ..., xn} �ه ک� �د �اش� �ی�ب� م� G = (V,E)

ه��س��ت��ن��د. V م��ج��م��وع��ه�ی از ع��ض��وی دو م��ج��م��وع��ه�ه��ای��ی زی��ر E م��ج��م��وع��ه�ی اع��ض��ای ب��ن��اب��رای��ن گ��وی��ی��م. G گ��راف ی��ال�ه��ای

�م �ی� �وی� گ� �ی �اه� �ن� �ت� م� را G �راف گ� �م. �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� |G| �ا ب� و �م �ی� �وی� گ� �راف گ� �ه�ی �ب� �رت� م� را G �راف گ� �وس رئ� �داد �ع� ت� .٢.٢.١ �ف �ری� �ع� ت�

.|G| < ∞ ه��رگ��اه

ب��اش��د. ش��ده واق��ع E(G) در {u, v} ه��رگ��اه گ��وی��ی��م م��ج��اور را G گ��راف از v و u رأس دو .٣.٢.١ ت��ع��ری��ف

ن��ش��ان Kn ب��ا را رأس��ی n ک��ام��ل گ��راف ب��اش��ن��د. م��ج��اور v و u رأس دو ه��ر ه��رگ��اه گ��وی��ی��م ک��ام��ل را G گ��راف .۴.٢.١ ت��ع��ری��ف

م��ی�ده��ی��م.

و V́ ⊆ V ه��رگ��اه م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان Ǵ ⊆ G ب��ا و گ��وی��ی��م G = (V,E) گ��راف زی��ر را Ǵ = (V́ , É) گ��راف .۵.٢.١ ت��ع��ری��ف

.É ⊆ E

گ��وی��ی��م G از ف��راگ��ی��ر١ زی��رگ��راف را Ǵ ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. G گ��راف زی��ر Ǵ و گ��راف ی��ک G ک��ن��ی��د ف��رض .۶.٢.١ ت��ع��ری��ف

�ود. م��ی�ش� ح��اص��ل G گ��راف �ال�ه��ای ی� از �ع��دادی ت� ح��ذف �ا ب� G از �ر �ی� �راگ� ف� گ��راف �ر زی� �ر ه� وض��وح ب��ه .V (Ǵ) = V (G) �اه �رگ� ه�

�ا �ق� ال� �راف گ� �ر زی� را G از Ǵ گ��راف �ر زی� �ی��ن �ن� �چ� �م� ه� .۲|E(G)| �ا ب� اس��ت �ر �راب� ب� G از �ر �ی� �راگ� ف� �ای �راف�ه� گ� �ر زی� ک��ل �داد �ع� ت� �رای��ن �اب� �ن� ب�

اس��ت ب��راب��ر G ش��ده ال��ق��ا گ��راف�ه��ای زی��ر ک��ل ت��ع��داد ب��ن��اب��رای��ن آی��د. ب��دس��ت G رئ��وس از ت��ع��دادی ح��ذف ب��ا Ǵ ه��رگ��اه ن��ام��ی��م ش��ده٢

.۲|V (G)| ب��ا
١spanning subgraph
٢induced subgraph
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�اش��د ب� �ه �ت� �داش� ن� �ال��ی ی� �چ �ی� ه� و رأس �ی��چ ه� �ه ک� را �راف��ی گ� و �ه��ی١ ت� �راف گ� �د �اش� ب� �ه �ت� �داش� ن� �ی �ال� ی� �چ �ی� ه� �ه ک� را �راف��ی گ� .٧.٢.١ �ری��ف �ع� ت�

گ��وی��ی��م. پ��وچ٢ گ��راف

در خ��وش��ه٣ ی��ک را Ǵ آن�گ��اه ب��اش��د، ک��ام��ل Ǵ اگ��ر ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. G از گ��راف��ی زی��ر Ǵ �ن��ی��د ک� ف��رض .٨.٢.١ ت��ع��ری��ف

را G در خ��وش��ه ری��ن ب��زرگ��ت�� در م��وج��ود رأس�ه��ای ت��ع��داد م��ی�ب��اش��د. ش��ده ال��ق��ا گ��راف زی��ر گ��راف��ی، زی��ر چ��ن��ی��ن وض��وح ب��ه گ��وی��ی��م. G

گ��وی��ی��م. G خ��وش��ه�ای ع��دد آن ب��ه و م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان ω(G) ب��ا

اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر e ∈ Ē ی��ال و V̄ = V ه��رگ��اه گ��وی��ی��م G = (V,E) گ��راف م��ت��م��م را Ḡ = (V̄ , Ē) گ��راف .٩.٢.١ ت��ع��ری��ف

.e /∈ E

deg(v) �ا ی� degG(v) �ا ب� �ه ک� v رأس �ه�ی درج� �ورت ص� ای��ن در �د. �اش� ب� G �راف گ� از �ی رأس� v �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .١٠.٢.١ �ری��ف �ع� ت�

.G در v ب��ا م��ج��اور رأس�ه��ای ت��ع��داد ب��ا اس��ت ب��راب��ر م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان

را ∆(G) = max{deg(v)|v ∈ V (G)} وع��دد G ک��م��ی��ن درج��ه�ی را δ(G) = min{deg(v)|v ∈ V (G)} ع��دد

گ��وی��ی��م. G ب��ی��ش��ی��ن درج��ه�ی

ی��ال�ه��ا و رأس�ه��ا م��ت��ن��اوب��اً آن �ل��ه�ه��ای ج��م� ک��ه اس��ت، w = v۰e۱v۱...ekvk ن��ات��ه��ی دن��ب��ال��ه�ی G در گ��ش��ت۴ .١١.٢.١ ت��ع��ری��ف

ی��ا vk ب��ه v۰ از گ��ش��ت��ی را w ص��ورت ای��ن در ه��س��ت��ن��د. vi و vi−۱ ،ei ی��ال ان��ت��ه��ای دو ،۱ ≤ i ≤ k ب��رای ک��ه ب��ق��س��م��ی ه��س��ت��ن��د

�ل��ی�اش داخ� رأس�ه��ای را v۱, v۲, ..., vk−۱ و w �ا�ی �ه� �ت� ان� و �ت��دا اب� �ی��ب �رت� ت� �ه ب� را vk و v۰ رأس�ه��ای �ی��م. �وی� گ� ,v۰)-گ��ش��ت vk)

اس��ت. w ط��ول k ص��ح��ی��ح ع��دد م��ی�ن��ام��ی��م.

�ر �راب� ب� w ط��ول �ال��ت ح� ای��ن در �م. �ی� �ام� �ی�ن� م� �اه۵ �ذرگ� گ� را w �اه آن�گ� �ن��د، �اش� ب� �زا �ج� م� w گ��ش��ت از e۱, e۲, ..., ek �ال�ه��ای ی� �ر اگ�

ی��ک ی��ال�ه��ای ت��ع��داد ن��ام��ی��م م��س��ی��ر۶ را w ب��اش��ن��د، م��ج��زا v۰, v۱, ..., vk رأس�ه��ای اگ��ر ای��ن ب��ر ع��لاوه اس��ت. w ی��ال���ه��ای ت��ع��داد

م��ی�ده��ی��م. ن��ش��ان v۰ −−v۱ −− · · · −−vk ص��ورت ب��ه و آن رأس�ه��ا�ی دن��ب��ال��ه ب��ا را م��س��ی��ر ه��ر و گ��وی��ی��م م��س��ی��ر آن ط��ول را م��س��ی��ر

١empty graph
٢null graph
٣clique
۴walk
۵trail
۶path
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ب��اش��د. م��س��ی��ر ی��ک v۰e۱v۱...vn−۱ ه��رگ��اه م��ی�ن��ام��ی��م دور ی��ک را C = v۰e۱v۱...env۰ دن��ب��ال��ه�ی .١٢.٢.١ ت��ع��ری��ف

م��ی�ده��ی��م. ن��ش��ان Cn ب��ا را n ط��ول ب��ه دور و ک��رده ری��ف ت��ع�� آن ی��ال�ه��ای ت��ع��داد را دور ی��ک ط��ول

را آن ک��ه v و u رأس دو ب��ی��ن ف��اص��ل��ه�ی ص��ورت ای��ن در ب��اش��ن��د. G گ��راف از رأس دو v و u ک��ن��ی��د ف��رض .١٣.٢.١ ت��ع��ری��ف

ن��ب��اش��د، م��وج��ود v و u ب��ی��ن م��س��ی��ری ه��ی��چ اگ��ر .v و u ب��ی��ن م��س��ی��ر ری��ن ک��وت��اه��ت�� ط��ول از ع��ب��ارت��س��ت م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان d(u, v) ب��ا

.d(u, v) = ∞ آن�گ��اه

از ع��ب��ارت��س��ت و م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان diam(G) ب��ا را G گ��راف ق��ط��ر١ .١۴.٢.١ ت��ع��ری��ف

diam(G) = Sup{d(u, v) | u, v ∈ V (G)}.

�اق��د ف� گ��راف �ر اگ� �ی��م. م��ی�ده� ن��ش��ان gr(G) �ا ب� و �ی��م �وی� گ� گ��راف �م��ر٢ ک� را G گ��راف در دور ری��ن � �اه�ت� �وت� ک� ط��ول .١۵.٢.١ �ع��ری��ف ت�

.gr(G) = ∞ آن�گ��اه ب��اش��د، دور

آن�گ��اه ب��اش��د، دور ی��ک ح��داق��ل ش��ام��ل G گ��راف اگ��ر .١۶.٢.١ گ��زاره

gr(G) ≤ ۲diam(G) + ۱

ش��ود. رج��وع [٢٠] از ١.٣.٢ گ��زاره�ی ب��ه ب��ره��ان.

ک��ه رن��گ�ه��ای��ی ت��ع��داد ح��داق��ل از ع��ب��ارت��س��ت آن و م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان χ(G) ب��ا را رن��گ��ی٣ ع��دد ،G گ��راف در .١٧.٢.١ ت��ع��ری��ف

ن��ب��اش��ن��د. رن��گ ه��م م��ج��اور رأس دو ه��ر ک��ه ط��وری ب��ه ک��رد م��ت��ن��اظ��ر G رأس�ه��ای ب��ه ب��ت��وان

را �ب��اش��د ن� �م�رن��گ ه� م��ج��اور ی��ال دو ه��ر ک��ه ط��وری ب��ه ک��رد �ن��اظ��ر �ت� م� G گ��راف ی��ال�ه��ای �ه ب� �ت��وان ب� �ه ک� را �ای��ی رن��گ�ه� ت��ع��داد ح��داق��ل

م��ی�ده��ی��م. ن��ش��ان χ́(G) ب��ا و گ��وی��ی��م G گ��راف ی��ال��ی رن��گ��ی ع��دد

�ه ب� �رد ک� �م �ی� �س� �ق� ت� �زا �ج� م� �ش �خ� ب� r �ه ب� را آن �وس رئ� �ه �وع� �م� �ج� م� �وان �ت� ب� �اه �رگ� ه� �م �ی� �وی� گ� �ی �ش� �خ� r-ب� را G �راف گ� .١٨.٢.١ �ف �ری� �ع� ت�

ن��ب��اش��د. م��وج��ود ب��خ��ش ی��ک در واق��ع رأس دو ه��ر ب��ی��ن ی��ال��ی ه��ی��چ ک��ه ط��وری
١diameter
٢girth
٣chromatic number
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�ر �ای� س� در �ود �وج� م� �ای رأس�ه� �ام �م� ت� �ا ب� �ش، �خ� ب� �ر ه� �وس رئ� �ه ک� �ت اس� �ل �ام� ک� �ی �ش� �خ� r-ب� �راف گ� �ی، �ش� �خ� r-ب� �ای �راف�ه� گ� �ه �ل� �م� ج� از

م��ی�ده��ی��م. ن��ش��ان Km,n ب��ا را n و m ان��دازه�ه��ای از ب��خ��ش�ه��ای��ی ب��ا ک��ام��ل ب��خ��ش��ی دو گ��راف� م��ی�ب��اش��ن��د. م��ج��اور ب��خ��ش�ه��ا

م��ی�ب��اش��د. رأس n+ ۱ ش��ام��ل ک��ه گ��وی��ی��م س��ت��اره١ گ��راف را K۱,n ک��ام��ل ب��خ��ش��ی دو گ��راف

ب��اش��د. داش��ت��ه وج��ود آن دل��خ��واه رأس دو ه��ر ب��ی��ن م��س��ی��ری ه��رگ��اه گ��وی��ی��م ه��م��ب��ن��د را G گ��راف .١٩.٢.١ ت��ع��ری��ف

گ��وی��ی��م. درخ��ت را دور ف��اق��د ه��م��ب��ن��د گ��راف .٢٠.٢.١ ت��ع��ری��ف

م��ج��اورن��د رأس دو آن در ک��ه ،E(G) رئ��وس م��ج��م��وع��ه ب��ا اس��ت گ��راف��ی G گ��راف ب��ه �ت��ه واب��س� خ��ط٢ گ��راف .٢١.٢.١ ت��ع��ری��ف

ن��م��ای��ش L(G) ب��ا را G گ��راف ب��ه �ت��ه واب��س� خ��ط گ��راف ب��اش��ن��د. م��ج��اور ی��ک��دی��گ��ر ب��ا G در �ن��اظ��رش��ان �ت� م� ی��ال�ه��ای اگ��ر �ن��ه��ا ت� و اگ��ر

م��ی�ده��ی��م. ن��ش��ان [x, y] ب��ا را L(G) در آن م��ت��ن��اظ��ر رأس آن�گ��اه ،{x, y} ∈ E(G) اگ��ر و م��ی�ده��ی��م

در را �ر �گ� �دی� �ک� ی� �ا �ال�ه� ی� �ه ک� �رد ک� �م رس� �ه �ح� �ف� ص� در �وری ط� را آن �وان �ت� ب� �ر اگ� �م �ی� �وی� گ� �ح٣ �ط� �س� م� را G �راف گ� .٢٢.٢.١ �ف �ری� �ع� ت�

ن��ک��ن��ن��د. ق��ط��ع رئ��وس از غ��ی��ر ن��ق��ط��ه�ای

روی �ر ب� رأس� �دادی �ع� ت� �زودن اف� از �ل �اص� ح� �راف گ� �ورت ص� �ن ای� در �د. �اش� ب� �راف گ� �ک ی� G �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .٢٣.٢.١ �ف �ری� �ع� ت�

گ��وی��ی��م. G از ت��ق��س��ی��م۴ زی��ر ی��ک را G گ��راف ی��ال�ه��ای

K۵ �ا ی� K۳,۳ از �ی �م� �ی� �س� �ق� ت� �ر زی� �چ �ی� ه� دارای �ر اگ� �ا �ه� �ن� ت� و �ر اگ� �ت اس� �ح �ط� �س� م� G �راف گ� (۵ �ک��ی �س� �وف� �ورات� (ک� .٢۴.٢.١ �ه �ی� �ض� ق�

ن��ب��اش��د.

ک��ن��ی��د. م��راج��ع��ه [١۶] از ١٠.٩ ق��ض��ی��ه�ی ب��ه ب��ره��ان.

م��ی�گ��ذرد. ی��ال�ه��ا ت��م��ام از ک��ه ب��اش��د ب��س��ت��ه�ی گ��ذرگ��اه ش��ام��ل اگ��ر گ��وی��ی��م اوی��ل��ری را G گ��راف .٢۵.٢.١ ت��ع��ری��ف

ب��اش��د. زوج آن رئ��وس ت��م��ام درج��ه�ی اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر اس��ت اوی��ل��ری گ��راف ی��ک G ه��م��ب��ن��د گ��راف .٢۶.٢.١ ق��ض��ی��ه

ک��ن��ی��د. م��راج��ع��ه [١۶] از ١.۴ ق��ض��ی��ه�ی ب��ه ب��ره��ان.
١star graph
٢line graph
٣planar
۴subdivision
۵kuratowski
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ب��اش��د. داش��ت��ه وج��ود G در آن رأس�ه��ای ت��م��ام ش��ام��ل دوری اگ��ر گ��وی��ی��م ه��م��ی��ل��ت��ون��ی را G گ��راف .٢٧.٢.١ ت��ع��ری��ف

A م��ان��ن��د آن رئ��وس از م��ج��م��وع��ه�ای زی��ر ،G گ��راف در غ��ال��ب١ م��ج��م��وع��ه ب��اش��د. گ��راف ی��ک G ک��ن��ی��د ف��رض .٢٨.٢.١ ت��ع��ری��ف

در �ال��ب غ� �ه �م��وع� م��ج� ری��ن � �ت� �ک� ک��وچ� ان��دازه�ی �اش��د. ب� �اور م��ج� A از رأس ی��ک �م ک� دس��ت �ا ب� A خ��ارج رأس ه��ر �ه ک� ط��وری ب��ه اس��ت

م��ی�ده��ی��م. ن��ش��ان γ(G) ن��م��اد ب��ا و م��ی�گ��وی��ی��م G غ��ال��ب ع��دد را G گ��راف

ب��اش��د. ی��ک��س��ان رئ��وس��ش ت��م��ام درج��ه�ی ه��رگ��اه گ��وی��ی��م م��ن��ظ��م٢ را G گ��راف .٢٩.٢.١ ت��ع��ری��ف

�داد �ع� ت� �ر ب� آن �ه ب� �ل �ص� �ت� م� �ای �ال�ه� ی� و آن �ذف ح� �ا ب� �اه �رگ� ه� �م �ی� �وی� گ� �ی٣ �رش� ب� رأس را G �راف گ� در v رأس .٣٠.٢.١ �ف �ری� �ع� ت�

ش��ود. اف��زوده ه��م��ب��ن��دی م��ؤل��ف��ه�ه��ای

م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان e(v) ب��ا ک��ه v م��رک��ز۴ از خ��روج ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. G گ��راف از رأس��ی v ک��ن��ی��د ف��رض .٣١.٢.١ ت��ع��ری��ف

از ع��ب��ارت��س��ت

e(v) = max{d(u, v) | u ∈ V (G)}.

ب��ا اس��ت ب��راب��ر G ش��ع��اع ه��م��چ��ن��ی��ن

r(G) = min{e(v) | v ∈ V (G)}.

م��ی�ن��ام��ی��م. G م��رک��ز را G م��رک��زی رأس�ه��ای� م��ج��م��وع��ه .e(v) = r(G) ه��رگ��اه م��ی�گ��وی��ی��م م��رک��زی رأس را G از v رأس

١dominating set
٢regular
٣cut vertex
۴eccentricity


