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يهديˆه اَن Ͷتعال و تبارك الله يريدُ من قلب Ͷف يق΄ˇ نور˅ هو̵ انّما بالتّعلم، العلمˇ ليس عبدالله! ابا يا «فقال:

يˇفهِمˆك»، الله استفهِم̮ و باستعماله العلمˆ اطلب و العبوديه، حقيقة نفسك Ͷف او̷لا فاطلبˇ العلمˆ اَردتˆ فان

را هدایتش آنكه دلِ در خدا كه است نوری بل΋ه نم�ͳآید، دست به زیاد کردن تحصیل با دانش و «علم

بجوی خویش جان در را ͳبندگ جوهره ابتداء ،ͳرفت علم دنبال به هرگاه پس م�ͳتاباند. پاک)، بخواهد(دل

كند» عنایت تو به او تا بخواه خدا از را فهم و آور دست به آنرا دانش بستن ب΋ار با و

بردارم. گام دانش و علم کسب راه در تا فرمود عنایت توفیق مرا که را، سبحان خداوند ستایش و حمد

گرانقدر استاد راهنمایی�های و زحمات از که م�ͳدانم لازم خود بر دانش حرمت به احترام پاس به و

و یاری از مراحل تمام در و داشته عهده بر را تحقیق این نظارت که ش΋ری ͳعل دکتر آقای ارجمندم و

تقبل را پایانامه این داوری� زحمت که بزم، دکتر آقای از کنم. ͳقدر�دان بوده�ام برخوردار ایشان مساعدت

م�ͳکنم. تش΋ر فرمودند

برای مشوقم و بنده ͳعلم کننده یاری تنها سیموز، تئودور پروفسور ͳعلم کم�Έهای و راهنمایی�ها از

م�ͳکنم. ͳقدردان ͳنویس مقاله جهت رهنما، ارسال بخاطر و دارم را تش΋ر کمال ،ͳنویس مقاله

م�ͳکنم. سپاسΎزاری بوده ارشد و ͳکارشناس مقط΄ در بنده حال Έکم که ͳرحیم دکتر آقای جناب از

دوره در بنده تعلیم زحمت که ͳحجت دکتر و شهریاری دکتر ،ͳرحیم دکتر دارابی، دکتر آقایان از

م�ͳکنم. ویژه�ای تش΋ر داشته�اند بعهده را ͳکارشناس
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چ΋یده
جدید متقارن ͳهشت�گام اصلاحΎر پیشΎو روش Έی ارائه هدف نامه، پایان این در
متقارن ͳچندگام روش اساس بر روش این م�ͳباشد. بینهایت مرتبه از فاز تاخیر با
معادله عددی حل برای و بوده هشت جبری مرتبه و هشت�گام با کوئینلان-ترمین
ساخته وودس-ساکسن پتانسیل تابع از استفاده با ͳشعاع زمان از مستقل شرودینگر
جواب�های با اولیه مقدار مسائل عددی برایحل م�ͳتوان روش این از همچنین م�ͳشود.
بهینه روش�های از تعدادی با را جدید روش کرد. استفاده ͳچرخش مسائل مانند ͳنوسان
گیری اندازه روش�ها کارایی ایم. کرده مقایسه نشریات در موجود اخیر شده ساخته
از بهتر ͳخیل بینهایت مرتبه از فاز تاخیر با جدید روش که گرفتیم نتیجه و است شده

است. شده حل مسائل برای دیΎر روش�های
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مقدمه

ͳبعض جائی΋ه آن از

مهم مباحث از ͳ΋ی لذا م�ͳشود دیفرانسیل معادلات دستگاه Έی حل به منجر ͳعمل و کاربردی مسائل

زیادی وقت معادلات، بندی دسته با محض ریاضیات در است. ͳدیفرانسیل معادلات حل ریاضیات، در

آنها جواب آوردن بدست برای ͳتحلیل روش�ها��ی یادگیری و دیفرانسیل معادلات تحلیل و تجزیه صرف

ͳتحلیل روش به م�ͳتوان را معادلات از ͳخاص گروه که م�ͳشود داده نشان تحلیل و تجزیه این در م�ͳشود.

نمود. حل

به را آنها جواب موجود ͳتحلیل روش�های با نم�ͳتوان که دارند وجود ͳفراوان دیفرانسیل معادلات اما

دیفرانسیل معادلات ͳبعض اوقات، ͳگاه رسید، دقیق جواب به بتوان هم اگر ͳحت کرد. پیدا دقیق طور

م�ͳباشند. خاص حالتهای در استفاده قابل فقط تئوری روش�های دارند. پیچیده بسیار جواب�های نیز ساده

حل با لذا نمود، حل تئوری های روش با نم�ͳتوان را اولیه مقادیر با دیفرانسیل معادلات ͳکل حالت در

نمود. مشخص را کاربردی مسائل از ͳوسیع طیف جواب م�ͳتوان دیفرانسیل معادلات عددی

١



اول فصل

ͳاساس مفاهیم و مقدمات



فصل١

ͳاساس مفاهیم و مقدمات

را است نیاز مورد ͳآت فصل�های در که نمادهایی از ͳبرخ و ͳمقدمات قضایای و تعاریف بخش این در

قضایای ادامه در م�ͳپردازیم. آن به مربوط مسائل و ͳچندگام روش�های ͳمعرف به سپس م�ͳکنیم. ͳمعرف

،ͳدیفرانسیل معادله بهتر درک برای و داده شرح را شرودینگر معادله کرد. خواهیم بیان را آن به مربوط

م�ͳگیرد. قرار استفاده مورد فصل آخر در عددی مثال چند سازگاری و پایداری ناحیه

اولیه تعاریف ١.١

صورت به m مرتبه از ͳمعمول دیفرانسیل معادله Έی ͳکل فرم تعریف١.١.١.

f(x, y, y
′
, ..., y(m−1), y(m)) = 0, (١.١)

یا

y(m)(x) = f(x, y, y
′
, ..., y(m−1)), (٢.١)

٣



۴ ͳاساس مفاهیم و مقدمات .١ فصل

موجود، مشتق بالاترین فرم این در م�ͳنامند. (؟؟) دیفرانسیل معادله استاندارد فرم را (؟؟) فرم باشد. ͳم

دیفرانسیل یΈمعادله ͳعموم جواب م�ͳشود. داده نشان x مستقل متغییر پایین�تر مراتب مشتقات حسب بر

است نیاز نقطه Έی در شرط m ثابت، مقادیر این تعیین برای است، مستقل دلخواه ثابت m شامل m مرتبه

م�ͳنامند. اولیه١ مقدار مسأله را اولیه شرایط با همراه دیفرانسیل معادله م�ͳشوند. نامیده اولیه شرایط که

صورت به mام مرتبه اولیه مقدار مسأله بنابراین

y(m)(x) = f(x, y, y
′
, ..., y(m−1)), y(i)(x0) = ci0, i = 0, 1, ...,m− 1, (٣.١)

م�ͳشود. بیان

صورت به ٢ͳچندگام روش Έی ͳکل ساختار تعریف٢.١.١.

k∑
j=0

αjyn+j = h
k∑
j=0

βjfn+j , fn+j = f(xn+j , yn+j), (۴.١)

یا

α0yn + α1yn+1 + · · ·+ αkyn+k = hβ0fn + β1fn+1 + · · ·+ αkyn+k, (۵.١)

باشد α0 = β0 = 0 اگر . αk ̸= 0 و بوده ثابت مقادیر ،i = 0, · · · , k ازای به ها، αi, βi آن در که است

ͳخلل اینکه بدون . β0 ̸= 0 یا α0 ̸= 0 م�ͳکنیم فرض این بنابر م�ͳشود، حاصل ͳگام k−1روشΈی آنگاه

گرفت. نظر در Έی برابر را αk م�ͳتوان شود، وارد مساله کلیت به
١Initial value problem
٢Multistep method



۵ ͳاساس مفاهیم و مقدمات .١ فصل

شده تولید yn عددی جواب که است این م�ͳرود انتظار ͳچندگام روش از که ͳاساس خاصیت Έی

باشد. همΎرا y(x) ͳتحلیل جواب به کند، �ͳم میل صفر به h گام طول که ͳهنگام عددی روش توسط

تساوی [a, b] بازه�ی به متعلق xn هر ازای به هرگاه گویند همΎرا را عددی روش Έی تعریف٣.١.١.

lim
h−→0

xn=x0+nh

yn = y(xn), (۶.١)

م�ͳکند. صدق آغازین شرایط در که بوده (؟؟) ͳتفاضل معادله جواب�های yn آن در که باشد برقرار

به باشد داشته وجود ای δ(ϵ) ،ϵ > 0 هر ازای به هرگاه گویند پایدار را عددی روش Έی تعریف١.١.۴.

نامعادله آنگاه |y(x0)− y(x0)| < δ(ϵ) اگر 0 ≤ h ≤ h0 هر ازای به که طوری

|y(xn)− y(xn)| < ϵ,

باشد. برقرار

بصورت را L[y(x), x] عملΎر (؟؟) ͳچندگام روش برای

L[y(x), x] =

k∑
i=0

aiy(x+ ih)− h2
k∑
i=0

biy
′(x+ ih) , (٧.١)

.y(x) ∈ C[a, b] ͳوقت م�ͳکنیم، تعریف

عبارت به بنویسیم x نقطه حول را L[y(x), x] عملΎر تیلور سری اگر

L[y(x), x] = C0y(x) +
∞∑
i=1

Cih
iy(i)(x) , (٨.١)

مربوطه ͳخط ͳچندگام روش و تفاضلͳ(؟؟) عملΎر در هستند. ͳثابت اعداد ها Ci آن در که م�ͳرسیم



۶ ͳاساس مفاهیم و مقدمات .١ فصل

که جمله�ای همچنین است. p مرتبه از روش م�ͳگوییم Cp+1 ̸= 0 و C0 = C1 = · · ·Cp = 0 اگر (؟؟)

جملات مجموع همچنین و م�ͳگوییم (؟؟) روش ͳبرش خطای ͳاصل جمله را باشد Cp+1 عبارت شامل

م�ͳگوییم. (؟؟) روش ͳتجمع خطای را هستند i = p+ 1..∞ ازای به Ci عبارات شامل که

دیΎر عبارت به باشد، �p ≥ 1 مرتبه از هرگاه م�ͳشود گفته سازگار (؟؟) ͳچندگام روش تعریف١.١.۵.

[؟]. کند میل صفر به ( L (عملΎر روش ͳبرش خطای ،h −→ 0 ͳوقت

نم�ͳشود. تضمین ͳرائΎهم باشد سازگار اگر ͳول است، سازگار حتماً باشد همΎرا که ͳروش نتیجه١.١.۶.

[؟]. است سازگاری ،ͳرائΎهم برای لازم شرط

صورت به (؟؟) ͳچندگام روش مشخصه جمله�ای چند دومین و اولین اکنون

ρ(ζ) =
k∑
j=0

αjζ
j , σ(ζ) =

k∑
j=0

βjζ
j , (٩.١)

اگر تنها و اگر است سازگار ͳخط ͳچندگام روش م�ͳشود. تعریف

ρ(1) = 0, ρ′(1) = σ(1), (١٠.١)

ζ1 = +1 دارد. +1 یΈریشه همیشه ρ(ζ) مشخصه ای جمله چند اولین سازگار، یΈروش در این بنابر

فقط ͳبدل ریشه�های م�ͳنامند. ͳبدل ریشه�های را i = 2, 3, · · · , k ازای به ζi ریشه�های بقیه و ͳاصل ریشه را

[؟]. باشد Έی از بزرگتر روش گام�های تعداد که م�ͳشوند ظاهر ͳوقت

جمله�ای چند اولین از ریشه�ای هیچ هرگاه م�ͳشود گفته پایدار صفر ͳخط ͳگام روشچند تعریف٧.١.١.
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دیΎر بیان به باشد. صفر Έی مطلق قدر با ریشه�ها تعداد و نباشد Έی از بزرگتر مطلق قدر مشخصه�اش

م�ͳگیرند. قرار دایره روی معادله ساده ریشه�های شوند. واق΄ واحد دایره روی یا داخل ρ(ζ) ریشه�های

م�ͳشود. بیان ͳچندگام روش�های برای کوئیست دال ͳاساس قضیه اکنون

سازگار که است آن باشد همΎرا (؟؟) ͳخط ͳچندگام روش اینکه برای ͳکاف و لازم شرط .٨.١.١ قضیه

باشد. پایدار صفر و

شود. رجوع [؟] به اثبات.

صفر- و سازگاری ͳول است اولیه مقدار مسائل در گسترده بسیار مباحث شامل همΎرایی مفهوم چون

به کوئیست دال ͳاساس قضیه به توجه با لذا هستند ͳبررس قابل ͳراحت به که جبری ساده یΈمفهوم پایداری

سازگاری، مفهوم که است ذکر به لازم م�ͳشوند. ͳبررس صفر-پایداری و سازگاری همΎرایی، ͳبررس جای

ͳقبل محاسبات در ͳتجمع خطای پایداری، صفر که ͳحال در م�ͳکند، کنترل تکرار هر در را ͳبرش خطای

همΎرایی برای لازم شرط که ͳکل خطای زمان هم سازگاری و صفرپایداری این بنابر م�ͳکند. کنترل را

م�ͳنمایند. کنترل را است،

در باشد بیشتر k + 1 از نم�ͳتواند صفر-پایدار ͳگام k روش Έی مرتبه باشد فرد k اگر .٩.١.١ قضیه

باشد. بیشتر k + 2 از نم�ͳتواند روش مرتبه باشد زوج k اگر که ͳصورت

شود. رجوع [؟] به اثبات.
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سخت بزرگ L �شیتز لیپ ثابت و پایدار هموار، جواب Έی با اولیه مقدار مسأله Έی تعریف١٠.١.١.

نشان را مسائل از دسته�ای و است ͳکیف مفهوم Έی بل΋ه نیست ͳریاض تعریف Έی ͳسخت م�ͳشود. نامیده

کند. عمل صریح روش�های از بهتر ͳخیل م�ͳتواند ͳضمن روش�های آن�ها برای که م�ͳدهد

م�ͳشود، گفته A-پایدار اول مرتبه از ͳمعمول دیفرانسیل معادلات عددی یΈروشحل تعریف١١.١.١.

رابطه م�ͳشود، yn+1 = R(z)yn رابطه به منجر که y
′
= λy تست معادله روی عددی روش اعمال با اگر

روشA-پایدار پایداری ناحیه روشاست. پایداری چندجمله�ای R(z) اینجا در بدهد. نتیجه را |R(z)| < 1

است. مختصات ناحیه چپ سمت شامل

پایداری ناحیه ٢.١

این در م�ͳبریم ب΋ار λ ∈ C ،y′
= λy آزمون معادله روی را روش این (؟؟)، عددی روش پایداری برای

عبارت صورت

k∑
j=0

(αj − zβj)yn+j = 0 n = 0, 1, ...

صورت به (؟؟) روش برای مشخصه معادله .z = hλ آن در که م�ͳآید بدست

πz(ξ) = ρ(ξ)− zσ(ξ) =
k∑
j=0

(αj − zβj)ξ
j

م�ͳآید. بدست

مجموعه�ای ،ͳخط ͳچندگام یΈروش برای S ⊂ C پایداری ناحیه [؟]) به شود (رجوع تعریف١.٢.١.
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شود. کراندار y0, ..., yk−1 آغازین بردارهای ازای به yn دنباله که طوری به است، zها تمام از

پایدار صفر ͳچندگام روش همچنین کند. صدق ریشه شرط در πz اگر وتنها zاگر ∈ S که است ΀واض

.0 ∈ S اگر تنها و اگر است

م�ͳگیریم. نظر در را yn+2 − yn = 2hf(xn+1, yn+1) صریح ͳدوگام روش .٢.٢.١ مثال

عبارت y′
= λy آزمون معادله روی روش این به�کارگیری با

yn+2 = yn + 2zyn+1, z = hλ.

و ξ1 = z +
√
1 + z2 ریشه دو دارای πz(ξ) = ξ2 − 2zξ − 1 مشخصه چندجمله�ای م�ͳآوریم. بدست را

ریشه�ها این حاصل�ضرب است. ͳفرع ریشه ξ2 و ͳاصل ریشه ξ1 �که �طوری به م�ͳباشد ξ2 = z +
√
1− z2

ساده و گیرند قرار واحد دایره روی ξ2 و ξ1 اگر تنها و اگر است برقرار ریشه شرط بنابراین م�ͳباشد −1 برابر

رابطه در م�ͳشوند ریشه�ها این تولید به منجر که z مقادیر ،ξ2 = e−iθ و ξ1 = eiθ گرفتن نظر در با باشند.

z =
(ξ2 − 1)

2ξ
=

1

2
(eiθ − e−iθ) = i sin θ,

صورت به روش پایداری ناحیه بنابراین م�ͳکنند، صدق

S = {z ∈ C : Re(z) = 0, | z |< 1},

م�ͳباشد.



١٠ ͳاساس مفاهیم و مقدمات .١ فصل

پیشΎو-اصلاحΎر روش�های ٣.١

گام هر در شود. استفاده ͳضمن ͳخط ͳچندگام روش Έی از اولیه، مقدار مساله حل برای که کنید فرض

معادله باید yn+k تعیین برای

yn+k +
k−1∑
j=0

αjyn+j = hβkf(xn+k, yn+k) + h
k−1∑
j=0

βjfn+j , (١١.١)

معادله این ͳکل حالت در هستند. معلوم j = 0, 1, · · · , k − 1 ازای به yn+j و fn+j آن در که نمود حل را

شرط صورتی΋ه در است. ͳخط غیر

h < 1/L|βk|, (١٢.١)

تکرارهای و بوده بفردی منحصر جواب دارای yn+k آنگاه باشد برقرار

y
[i+1]
n+k +

k−1∑
j=0

αjyn+j = hβkf(xn+k, y
[i]
n+k) + h

k−1∑
j=0

βjfn+j , (١٣.١)

است. دلخواه اولیه دلخواه تقریب y[i]n+k آن در که م�ͳشوند، همΎرا yn+k به

اولیه تقریب اندازه هر است ΀واض است. f(xn+k, y[i]n+k) از محاسبه Έی شامل (؟؟) از تکرار هر

م�ͳشود. کمتر yn+k برای قبول قابل مقدار آوردن بدست برای لازم تکرارهای تعداد آنگاه باشد دقیق y[0]n+k

روش Έی از استفاده با کار این برای شود. ساخته دقیق طور به y[0]n+k اولیه حدس که است این هدف لذا

نظر در y[0]n+k اولیه حدس بعنوان شده محاسبه مقدار این و شده زده تخمین yn+k جداگانه طور به صریح

م�ͳشود. گرفته
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بل΋ه نم�ͳشود، برده کار به تنهایی به ͳضمن ͳچندگام روش Έی اولیه، مقدار مسائل حل برای عمل در

که را روند این م�ͳشود. استفاده صریح ͳچندگام روش�های از حاصل تقریب��های نمودن بهتر برای آن از

روش و پیشΎو صریح روش م�ͳنامیم. پیشΎو-اصلاحΎر روش است، ͳضمن و صریح روش از ترکیبی

م�ͳشود. نامیده اصلاحΎر ͳضمن

ادامه جایی تا (؟؟) تکرار اول روش در داد. انجام زیر روش دو از ͳ΋ی به م�ͳتوان را بالا فرایند حال

شده، تعیین قبل از Έکوچ مقدار Έی ϵ آن در که شود برآورد |y[i+1]
n+k −y[i]n+k| < ϵ شرط در که م�ͳشود داده

گرفته نظر در yn+k دقیق جواب برای ͳقبول قابل تقریب Έی عنوان به y[i+1]
n+k مقدار حالت این در است.

برای محاسبات میزان ͳیعن است. نیاز تکرار تعداد چه که گفت نم�ͳتوان پیشاپیش روش این در م�ͳشود.

است، y[i+1]
n+k اولیه حدس از مستقل y[i+1]

n+k برای شده پذیرفته مقدار دیΎر طرف از نیست. مشخص yn+k

بوده اصلاحΎر روش به وابسته تنها پیشΎو-اصلاحΎر روش ضعیف پایداری و ͳبرش خطای که طوری به

که شود انتخاب طوری باید h گام طول بخصوص بود. نخواهد گذار تاثیر آنها تعیین در پیشΎو خواص و

ایجاد محاسبات در ͳل΋مش هیچ بنابراین گیرد، قرار اصلاحΎر روش نسبی یا مطلق پایداری بازه درون h

صفر م�ͳتواند پیشΎو روش ͳحت) نگیرد قرار پیشΎو روش نسبی یا مطلق پایداری بازه درون h اگر نم�ͳشود

باشد). هم پایدار

تعداد کار این برای باشد، محدود yn+k تعیین برای محاسبات میزان که است این هدف دوم روش در
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در م�ͳشود. گرفته نظر در m م�ͳشود، برده ب΋ار yn+k تعیین برای گام هر در که اصلاحΎر روش تکرار

اصلاحΎر روش به وابسته تنها روش، کل ضعیف پایداری مشخصه�های و ͳموضع ͳبرش خطای حالت این

را C و پیشΎو روش برای ͳاندیس Pرا است. وابسته اصلاحΎر و پیشΎو ͳیعن روش دو هر به بل΋ه نیست،

در مولفه�هایش از معلوم مقادیر حسب بر f تابع ارزیابی برای نمادی را E و اصلاحΎر روش برای ͳاندیس

Έی بردن کار به با سپس شود، تعیین y[0]n+k مقدار و محاسبه y
[0]
n+k پیشΎو روش Έی با اگر م�ͳگیریم. نظر

م�ͳشود. داده نشان PEC با مراحل این صورت این در شود، محاسبه y[1]n+k اصلاحΎر روش

پیشΎو-اصلاحΎر روش�های ͳموضع ͳبرش خطای ١.٣.١

مرتبط ترتیب به Cp+1 و C∗
p+1 خطای ثابت�های ،p و p∗ مرتبه�های ،L و L∗ ͳخط عملΎر�های کنید فرض

در xn+k نقطه در پیشΎو-اصلاحΎر روش ͳموضع ͳبرش خطای باشند. اصلاحΎر، و پیشΎو روش�های با

است این بر فرض همچنین م�ͳشود. تعیین ͳموضع برش فرض با P (EC)m و P (EC)mE حالت دو هر

روابط لذا است. پذیر مشتق ͳکاف اندازه به اولیه مقدار مساله از y(x) ͳتحلیل جواب که

L∗[y(x);h] = C∗
p+1h

p∗+1yp
∗+1(x) +O(hp

∗+2),

L[y(x);h] = Cp+1h
p+1yp+1(x) +O(hp+2), (١۴.١)

برابر پیشΎو-اصلاحΎر روش برای خطا جمله p∗ = p− 2 فرض با هستند. برقرار

L[y(x);h]PC = ((C∗
p+1)

2 + Cp+1)h
p+1yp+1(x) +O(hp+2), (١۵.١)



١٣ ͳاساس مفاهیم و مقدمات .١ فصل

روشاصلاحΎر با پیشΎو-اصلاحΎر روش در ͳموضع ͳبرش mخطای = برای2 که م�ͳدهد نشان رابطه این

نیست. ارز هم اما است، مرتبه هم

متقارن روش�های برای فاز تاخیر ۴.١

حل لذا دارند کاربرد ͳمختلف زمینه�های در y′(x0) = y′0 که y′′ = f(x, y) ش΋ل به معادلات که آنجا از

برای فاز تأخیر مفهوم است. گرفته قرار بسیاری توجه مورد اخیر سال�های در معادلات نوع این عددی

شد. ͳمعرف [؟] نیΎرو و بروسو توسط بار اولین بالا ش΋ل به دیفرانسیل معادلات حل عددی روش�های

دارد. ۴ مرتبه�ی از فازی تأخیر که م�ͳباشد نومروف روش معادلات این حل روش مناسب�ترین

آزمون مسأله روی متقارن ͳ2−گامk روش Έی ͳوقت

y′′ = −ω2 y, ω ∈ R,

به�صورت ͳتفاضل معادله�ی Έی م�ͳشود برده کار به

Ak(ν) yn+k + · · ·+A1(ν) yn+1 +A0(ν) yn +A1(ν) yn−1 + · · ·+Ak(ν) yn−k = 0 , (١۶.١)

که م�ͳباشند، ν از چندجمله�ای�هایی Ak(ν)،...،A1(ν)،A0(ν) و ν = ω h که م�ͳآید بدست

Ai(ν) = ai + bi ν
2, i = 0(1)k.

به�صورت (١۴.١) با متناظر مشخصه�ی معادله�ی

Ak(ν) s
k + · · ·+A1(ν) s+A0(ν) +A1(ν) s

−1 + · · ·+Ak(ν) s
−k = 0, (١٧.١)


