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چیده

ͳخط ͳچندگام و رانΊ-کوتا روشهای ،ͳمعمول دیفرانسیل معادلات عددی حل برای متداول روش�های جمله از

روش�ها این بین مشترک روابط آوردن بدست برای روش دو این از ͳتعمیم بعنوان ͳعموم ͳخط روش�های است.

تا است نیاز دارند، کاربرد خاص مسائل در بیشتر که ͳعموم ͳخط روش�های آوردن بدست برای م�ͳباشند.

ای رده بعنوان قطری ͳضمن ای چندمرحله گیری انتΎرال روش�های شود. اعمال روش�ها این روی ͳمحدودیت�های

منجر اما باشد، محدود بسیار است ممن روش�ها از رده این گرچه شوند. ͳم ͳمعرف ͳعموم ͳخط روش�های از

در دارند. ͳتوجه قابل عملرد که م�ͳشود ͳذات رانΊ-کوتای پایداری خاصیت با ͳعموم ͳخط روش�های به

روش�ها این مزیت باعث آنها قطری ͳضمن ساختار همچنین و هستند بالاتری مرحله مرتبه از روش�ها این حقیقت

بزرگتر، پایداری ناحیه با و بالاتر مراتب از ͳروش�های ساخت راه�های از ͳی است. ͳقدیم روش�های به نسبت

ͳعموم ͳخط روش�های منظور بدین است. یΈروش با ͳتقریب جواب محاسبه در بالاتر مراتب مشتقات از استفاده

م�ͳآید. بدست ͳعموم ͳخط روش به دوم مشتق کردن اضافه با دوم مشتق با

دوم، مشتق با ͳعموم ͳخط روش و ͳعموم ͳخط روش�های ͳاساس خواص ͳبررس نامه پایان این ͳاصل هدف

ساخت همچنین و ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل برای روش�ها این پایداری شرایط و ͳرایΎهم مرتبه، جمله از

است. خاص مسائل حل برای مناسب ͳروش�های

کلماتکلیدی:
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پیش�گفتار

مدل�سازی ͳریاض به�صورت ͳاجتماع علوم و اقتصاد ،ͳپزش علوم، ،ͳمهندس در کاربردی مسائل از بسیاری

ͳتحلیل جواب آوردن به�دست که ͳآنجای از م��ͳشوند. ظاهر دیفرانسیل معادله Έی قالب در مواق΄ اکثر که م��ͳشوند

عددی روش�های بنابراین است، غیرممن نیز موارد ͳبرخ در و سخت کاری اغلب ͳمعمول دیفرانسیل معادله Έی

معادلات عددی حل این�رو از شوند. گرفته به�کار ͳاساس ابزار به�عنوان دیفرانسیل، معادله جواب تقریب با م��ͳتوانند

است. بوده محققین علاقه مورد مباحث مهمترین از ͳی دیفرانسیل

زمان از م�ͳگیرد. قرار ͳبررس مورد ͳمعمول دیفرانسیل معادله حل برای عددی روش�های پایان�نامه این در

برای زیادی روش�های نیز امروز تا و م�ͳگذرد زیادی زمان اویلر توسط مسائل این برای عددی روش اولین ͳمعرف

م�ͳشوند. ͳمعرف مسائل این برای جدیدتری روش�های امروزه هم هنوز وجود این با اند. شده ͳمعرف مسائل این حل

ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل در ͳمهم گام ͳعموم ͳخط روش�های ͳمعرف با ١٩۶۶ سال در بوچر١ جان

روش�ها، این روی ویژه شرایط گرفتن با [١١] جوایز٣ و [٩–۶] بوچر ،[١٢] رایت٢ آن از پس برداشت.

[١٠] ۴ͳحجت و بوچر ساختند. ͳمعمول دیفرانسیل خاصمعادلات مسائل برای را روش�ها این از ͳمختلف رده�های

حل برای قبل روش�های به نسبت بهتر دقت و ͳکارای با ͳروش�های ،ͳعموم ͳخط ازروش�های ͳتعمیم ͳمعرف با

نمودند. ارائه سخت، مسائل نام به مسائل این از ͳخاص رده بخصوص و ͳمعمول دیفرانسیل معادلات عددی

ͳخط روش�های همچنین و ͳعموم ͳخط روش�های ͳاساس خواص ͳبررس و ͳمعرف ضمن نامه پایان این در

شرایط گرفتن نظر در با که خاص، مسائل حل برای بهتر پایداری با روش�های ساخت روند یافته، تعمیم ͳعموم

م�ͳدهیم. قرار ͳبررس مورد را م�ͳشود، حاصل ͳعموم ͳخط روش�های روی ویژه

برای عددی روش�های از مختصری تاریخچه سخت، مسائل و اولیه مقدار مسائل ͳمعرف از پس اول فصل در

با سپس و کرده بیان را اویلر ساده روش� ابتدا دوم فصل در م�ͳکنیم. بیان ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل

اویلر روش از ͳتعمیم�های به�عنوان روش�ها این خواص ͳبررس به ،ͳخط ͳچندگام و رانΊ-کوتا روش�های یادآوری

سوم فصل در م�ͳشوند. بیان دار ریشه درختان از استفاده با رانΊ-کوتا روش مرتبه شرایط همچنین م�ͳپردازیم.

ͳاساس خواص ،ͳخط ͳچندگام و رانΊ-کوتا روش�های از ͳتعمیم به�عنوان ͳعموم ͳخط روش�های ͳمعرف با

م�ͳکنیم. ͳبررس دار ریشه درختان از استفاده با را مرتبه شرایط نیز روش�ها این برای م�ͳشوند. داده شرح نیز آنها

ای چندمرحله گیری انتΎرال روش�های مانند ͳعموم ͳخط روش�های تر کاربردی و مفید انواع چهارم فصل در

به�دست روش�ها این روی بر خاص شرایط تحمیل با ͳذات رانΊ-کوتای پایداری با روش�های و قطری ͳضمن

ͳمعرف ͳعموم ͳخط روش�های از ͳتعمیم به�عنوان دوم مشتق با ͳعموم ͳخط روش�های نیز آخر فصل در م�ͳآیند.

بیشتر کارهای برای ͳپیشنهادات و نموده نتیجه�گیری نیز نهایت در م�ͳشود. ͳبررس نیز آن ͳاساس خواص و شده

م�ͳدهیم. ارائه
١J.C.Butcher
٢W.M.Wright
٣Z. Jackiewicz

۴G. Hojjati



١ فصل

ͳمعمول دیفرانسیل معادلات

مقدمه ١.١

است: زیر به�صورت ͳمعمول دیفرانسیل معادله Έی ͳکل شل

y′(x) = f(x, y(x)), y(x۰) = y۰. (١.١)

به�صورت ͳتابع f و است زمان دهنده نشان ͳفیزی مسائل اغلب در و مستقل متغیر x آن در که

ͳمعن این به y′(x) = f(x, y(x)) رابطه م�ͳباشد. مسأله جواب y وابسته متغیر و است f : R× RN −→ RN

است. y(x) مشتق برابر م�ͳشود، حاصل f(x, y(x)) در y(x) به�وسیله y ͳزینΎجای با که x از ͳتابع که است

نمودار روی (x, y) نقطۀ در y(x) بر مماس خط زاویه ضریب که است چنین N = ۱ حالت در آن ͳهندس تعبیر

کرد. پیدا f(x, y) از م�ͳتوان را y(x)

م�ͳشود. نامیده ͳمعمول دیفرانسیل معادله ناخودگردان١ قالب است، y و x از ͳتابع f آن در که (١.١) معادله

است: زیر به�صورت ͳمعمول دیفرانسیل معادله خودگردان٢ قالب

y′(x) = f(y(x)) (٢.١)

به دیفرانسیل معادله Έی م�ͳشود. استفاده (٢.١) خودگردان قالب از عددی روش�های اکثر در ͳسادگ جهت به

دیفرانسیل معادلات دستΎاه کرد. تبدیل (٢.١) خودگردان قالب به ͳراحت به م�ͳتوان را (١.١) ناخودگردان شل

نوشت: زیر به�صورت م�ͳتوان را (١.١) ناخودگردان شل به

y′i(x) = fi(x, y۱(x), y۲(x), ..., yN (x)), yi(x۰) = y۰i, i = ۱,۲, ..., N

م�ͳدهیم: قرار

g۰(z۰(x), z۱(x), ..., zN (x)) = ۱,

gi(z۰(x), z۱(x), ..., zN (x)) = fi(x, y۱(x), y۲(x), ..., yN (x)), i = ۱,۲, ..., N
١nonautonomous
٢autonomous

٢
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همچنین و

z۰i =

 x۰, i = ۰
y۰i, i = ۱,۲, ..., N

م�ͳآید: به�دست زیر خودگردان شل به� دیفرانسیل معادلات دستΎاه بنابراین z′i(x) = gi(z۰(x), z۱(x), ..., zN (x))

zi(x۰) = z۰i, i = ۰,۱, ..., N

�شل به دیفرانسیل معادله ناخودگردان شل تبدیل با بنابراین .g : RN+۱ −→ RN+۱ مسأله این در که

م�ͳیابد. افزایش مسأله بعد خودگردان

به (٢.١) خودگردان قالب اما م�ͳشوند، مطرح (١.١) �شل به ͳمعمول دیفرانسیل معادلات اغلب اگرچه

جمله (از عددی روش�های سازی پیاده همچنین م�ͳشود. داده ترجی نظری بررس�ͳهای بیشتر برای ،ͳسادگ دلیل

است. آسان�تر (٢.١) قالب در ͳمعمول دیفرانسیل معادلات برای رانΊ-کوتا) روش�های

ͳبرخ به نیاز بنابراین نیستند. ͳکاف یتا جواب Έی آوردن به�دست برای خود بخودی دیفرانسیل معادلات

مسأله باشد، شده داده اولیه) (نقطه معین نقطه Έی در دیفرانسیل معادله جواب شرایط اگر داریم. ͳاضاف شرایط

باشند، شده تحمیل مجهول جواب بر نقطه Έی از بیش در شرایط آنها در که ͳمسائل و م�ͳشود نامیده اولیه١ مقدار

است: زیر به�صورت ناخودگردان قالب در شده داده اولیه مقدار مسأله Έی م�ͳشود. نامیده مرزی٢ مقدار مسائل

y′(x) = f(x, y(x)), y(x۰) = y۰

باشد: ͳم زیر به�صورت نیز آن خودگردان قالب همچنین

y′(x) = f(y(x)), y(x۰) = y۰ (٣.١)

بΎیرید: نظر در را زیر ͳمعمول دیفرانسیل معادله

y′(x) = f(x, y(x)), y(x۰) = y۰, x ∈ [x۰, xN ] (۴.١)

داریم: [xn xn+۱] بازۀ در رابطه این از گیری انتΎرال ∫با xn+۱

xn

f(x, y(x))dx = y(xn+۱)− y(xn)

است زیر به�صورت اولیه مقدار مسأله ͳرالΎانت شل پس

y(xn+۱) = y(xn) +

∫ xn+۱

xn

f(x, y(x))dx (۵.١)

تولید برای فرمول Έی و شود زده تقریب عددی گیری انتΎرال روش Έی توسط م�ͳتواند راست سمت انتΎرال

شود. حاصل دیفرانسیل معادله ͳتقریب جواب
١Initial value problem
٢Boundary value problem
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جوابها ͳتایی و وجود ٢.١

(۴.١) دیفرانسیل معادله شرایط آن تحت که م�ͳکند تحمیل f(x, y) تاب΄ بر را ͳشرایط وجود و ͳتایی قضیه

م�ͳکنیم. تشری را مربوطه قضیه تعریف، Έی بیان با منظور این برای است. به�فرد منحصر جواب Έی دارای

شیتز لیپ شرط در D مجموعۀ بر y متغیر به نسبت f(x, y) تاب΄ گوییم ،D ⊂ R۲ کنید فرض تعریف١.١

نقطه دو هر ازای به که به�طوری باشد، داشته وجود L > ۰ مانند ثابت عددی که ͳصورت در م�ͳکند، صدق

باشیم: داشته (x, y۱), (x, y۲) ∈ D

|f(x, y۱)− f(x, y۲)| ≤ L|y۱ − y۲| (۶.١)

م�ͳشود. نامیده f تاب΄ برای شیتز لیپ ثابت L

کنید: فرض بΎیرید. نظر در را (۴.١) اولیۀ مقدار مسأله ٢.١ قضیه

ͳمستطیل ناحیه در f(x, y) (الف)

D = {(x, y) : |x− x۰| ⩽ α , |y − y۰| ⩽ β}

باشد، پیوسته

کند. صدق شیتز لیپ شرط در D مجموعۀ بر y متغیر به نسبت f (ب)

بازه در که دارد وجود (۴.١) مسأله برای y = y(x) جواب Έی تنها و Έی آنΎاه

|x− x۰| ≤ δ := min
{
α,

β

M

}
.M = max

(x,y)∈D
|f(x, y)| که م�ͳشود، تعریف

مسائلسخت ٣.١

مسائل این�گونه حل شرایط این که هستند خاص شرایط با ͳمعمول دیفرانسیل معادلات از دسته�ای سخت١ مسائل

در وسی΄ تفاوت Έی به دیفرانسیل معادلات دستΎاه Έی در ͳسخت م�ͳسازد. دشوار را متداول روش�های به

نوسان�های با جواب مولفه�های دارای مسائل این�گونه م�ͳکند. اشاره جواب بردار مؤلفه�های ͳزمان مقیاس�های

چنین برای صری روش�های م�ͳکنند؛ کنترل مسأله دقت جهت را گام طول سخت غیر مسائل در م�ͳباشند. شدید

مسأله پایداری جهت باید دقت، گرفتن نظر در بر علاوه را گام طول سخت مسائل در ͳول هستند. مناسب ͳمسائل

ناحیه قبال در زیادی های محدودیت ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل برای صری روش�های کرد. کنترل نیز

برای که آنچه از بیشتر پایداری برقراری جهت گام طول ͳروش�های چنین از استفاده هنΎام لذا دارند. پایداری

محاسبات، هزینه افزایش بر علاوه که شود گرفته نظر در Έکوچ بسیار باید و م�ͳشود محدود باشد، لازم دقت

م�ͳشود. ͳکل خطای افزایش سبب اوقات ͳبعض
١Stiff problems
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آن�که علت م�ͳشود. استفاده ͳمسائل چنین حل برای ͳضمن روش�های از قبول، قابل پایداری برای معمولا˦

که م�ͳکنند تولید جواب برای تقریب ͳنوع روش�ها این که است آن دارند ͳخوب پایداری خواص ͳضمن روش�های

کنند. مطابقت م�ͳدهد، رخ سخت مسائل در همزمان که سری΄ ͳنزول ͳنمای و چندجمله�ای رفتار دو هر با م�ͳتوانند

م�ͳدهد. شرح را سخت مسائل حل ͳΎونΎچ زیر مثال

بΎیرید: نظر در را شده داده اولیه مقدار با زیر مسأله ٣.١ مثال


y′۱(x)

y′۲(x)

y′۳(x)

 =


y۲(x)

−y۱(x)

−Ly۱(x) + y۲(x) + Ly۳(x)

 ,


y۱(۰)
y۲(۰)
y۳(۰)

 =


۰
۱
ϵ


: زیراست به�صورت مسأله جواب آنΎاه ،ϵ = ۰ اگر خاص حالت در هستند. ثابت اعدادی ϵ و L که

y(x) =


sin(x)

cos(x)

sin(x)


: بود خواهد زیر به�صورت سوم مولفه ϵ دلخواه مقدار Έی برای ͳکل حالت در ͳول

sin(x) + ϵ exp(Lx)

٣.١ مثال دقیق جواب :١.١ شل

م�ͳکنیم. حل عددی روشهای با ϵ = ۲ و L = −۲۵ خاص حالت در [۰ ,۰٫۸۵] بازۀ در را مسأله این

گام n = ۱۶ با اویلر روش از استفاده با که ͳتقریب جواب ٢.١ شل در و دقیق جواب ١.١ شل در بعداً

n ͳوقت ͳول است، شده حاصل ͳقبول قابل نتیجه که م�ͳرسد نظر به اگرچه است. شده داده نمایش شده، محاسبه

است. خارج کنترل از خطا است، شده داده نشان ٣.١ شل در که همانطور باشد، ١٠ از کمتر

علاوه است. خوب نسبتاً تقریب Έی هم بزرگ گام�های طول برای ͳحت y۲ و y۱ تقریب م�ͳرسد نظر به

طول برای ͳول م�ͳشود. y۱ ͳتقریب مقادیر همان برابر y۳ ͳتقریب مقادیر ۰٫۰۸ از کمتر گام�های طول برای براین
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اویلر روش با n = ۱۶ و L = −۲۵ برای ٣.١ مثال ͳتقریب جواب :٢.١ شل

اویلر روش با n = ۱۰ و L = −۲۵ برای ٣.١ مثال ͳتقریب جواب :٣.١ شل

معادله در که y۳ − y۱ تفاضل ͳبررس با دارد. زیادی بسیار خطای y۳ تقریب�های ۰٫۰۸ از بزرگتر گامهای

جواب درککرد. بهتر م�ͳتوان را م�ͳافتد اتفاق که آنچه م�ͳکند، صدق exp(Lx)ثابت جواب با y′(x) = Ly(x)

شده، جوابمحاسبه رفتار با را این م��ͳتوان و z = hL که است exp(z) از ͳضریب ͳزمان گام هر در y′ = Ly دقیق

،yn = yn−۱+hf(xn−۱, yn−۱) = (۱+hL)yn−۱ = (۱+z)yn−۱ اویلر روش فرمول مطابق کرد. مقایسه

و است exp(z) از ͳضعیف تقریب ۱ + z حقیقت در م�ͳشود. ضرب ۱ + z عامل در گام هر در عددی جواب

باشد. z < ۰ که م�ͳآید به�وجود ͳزمان سخت مسائل در ͳاصل مشل

حالت این در م�ͳکنیم. ͳبررس را ͳضمن اویلر روش رفتار حال ،صری اویلر روش ناپایدار رفتار با مقابله در

بردن به�کار از حاصل نتای; م�ͳشود. استفاده exp(z) ≈ (۱− z)−۱ تقریب از exp(z) ≈ ۱+ z تقریب به�جای

م�ͳشود دیده که طور همان است. شده داده ۵.١ و ۴.١ شل�های در n = ۵ و n = ۱۰ با ͳضمن اویلر روش

م�ͳکند. عمل آن از بزرگتر گام طول با ͳحت صری اویلر روش از بهتر مسأله این برای ͳضمن اویلر روش

طول تا مجبوریم جواب پایداری برای محدود، پایداری ناحیه با عددی روش�های با سخت مسائل حل برای

است ممن که م�ͳیابد افزایش کردن گرد خطاهای کار این با اما بΎیریم، نظر در Έکوچ اندازه از بیش را گام

شود. عددی جوابهای ناپایداری باعث
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ͳضمن اویلر روش با n = ۱۰ و L = −۲۵ برای ٣.١ مثال ͳتقریب جواب :۴.١ شل

ͳضمن اویلر روش با n = ۵ و L = −۲۵ برای ٣.١ مثال ͳتقریب جواب :۵.١ شل

ͳتجرب تعریف م�ͳتوان اما ندارد، وجود دیفرانسیل معادله Έی ͳسخت از ͳکل شده پذیرفته تعریف Ϳهی اگرچه

کرد. بیان مسائل از دسته این برای را زیر مناسب

Έی A آن در که Y (t۰) = Y۰ ، Y ′(t) = AY (t) + Φ(t) ͳخط دیفرانسیل معادلات دستΎاه تعریف١.۴

سخت را است مفروض برداری تاب΄ Έی Φ(t) و Y (t) = [Y۱(t)Y۲(t) . . . Yn(t)]
T و ، n× n ثابت ماتریس

باشد: زیر شرایط با λn ، . . . ، λ۲ ، λ۱ متمایز ویژه مقدار n دارای A ماتریس هرگاه گوییم،

j = ۱,۲, , . . . , n ،Re(λj) < ۰ (الف)

R =
max

j
|Re(λj)|

min
j

|Re(λj)| ≫ ۱ (ب)

م�ͳکند. بیان را مسأله ͳسخت اندازۀ از ͳنسبت و م�ͳشود نامیده مسأله ͳسخت ضریب R

داریم. زیر به�صورت ͳمشابه تعریف نیز ͳغیرخط مسائل برای

مقادیر هرگاه گوییم، سخت را y(t۰) = y۰ با y′ = f(t, y) ͳغیرخط دیفرانسیل معادلات دستΎاه تعریف١.۵

مقادیر حالت این در البته کند. صدق ۴.١ تعریف (ب) و (الف) شرایط در J = ∂f
∂y ژاکوبین ماتریس ویژه

t ∈ I تمام برای هرگاه است، سخت I بازۀ در مسأله گوییم بنابراین است، t مقدار به وابسته و نبوده ثابت ویژه
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باشند. برقرار شرایط این

این�گونه برای اینرو از شود، اعمال گام طول در محدودیت بدون باید روش پایداری سخت، مسائل حل برای

داریم. بزرگ پایداری ناحیه با ͳروش�های به نیاز مسائل

جهت گام طول کردن محدود و ژاکوبین ماتریس ویژه مقادیر روی توجه تنها که داشت نظر در باید البته

داشت. نظر در نیز را گیری انتΎرال بازه طول باید ابتدا در بود. خواهد مسأله به ͳسطح نΎرش نوع Έی پایداری،

گرفته نظر در Έکوچ بسیار باید نیز گام طول این�صورت در باشد، Έکوچ ͳخیل انتΎرال�گیری بازه طول اگر

آن به�جای و نباشد شدید نوسان�های با همراه زیربازه�ها در مولفه�ها رفتار و نباشد سخت مسأله است ممن اما شود

داشت. نظرقرار مد بازه طول در را جواب مولفه�های رفتار باید

ͳمعمول دیفرانسیل معادلات عددی حل بر مختصری تاریخچه ۴.١

ͳمعرف ١ اویلر توسط ١٧۶٨ سال در که است ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل برای عددی روش اولین اویلر روش

م�ͳشود. تقسیم h طول به ͳهای بازه زیر به گیری انتΎرال بازه روش این در است. ساده بسیار روش این ایده شد.

روش م�ͳشود. متغیر گام طول با روش�های به منجر که باشد، متفاوت گام هر در یا و باشد ثابت م�ͳتواند گام طول

م�ͳکند محاسبه زیر رابطه با را ͳتقریب جواب n-ام گام پایان در اویلر

yn+۱ = yn + hf(xn, yn), yn ≈ y(xn).

م�ͳآید. به�دست y(xn+۱) برای ͳتقریب مقدار n-ام، گام در روش این با

ͳبرخ در رویردها این دارد. وجود گیری انتΎرال روش مرتبه٢ و دقت افزایش برای رویرد دو ͳکل به�طور

قبل گام�های به مربوط بیشتر اطلاعات گرفتن دقت، افزایش برای رویرد اولین هستند. هم مخالف نیز موارد

از استفاده دوم، رویرد م�ͳشوند. شناخته ͳچندگام روش�های به�عنوان روش�ها این است. جاری گام محاسبه در

چند روش�های عنوان با روش�ها این که است، گیری انتΎرال بازه طول در ͳداخل نقطۀ چندین در جواب تقریب

م�ͳشوند. شناخته ای٣ مرحله

روش�های عنوان با اکنون که شد، انجام بشفورت۵ و آدامز۴ توسط ١٨٨٣ سال در اویلر روش تعمیم اولین

عنوان تحت شده شناخته روش�های از ͳخاص حالت آدامز-بشفورت روش�های هستند. معروف آدامز-بشفورت

م�ͳباشند: زیر ͳکل �شل به که هستند ۶ͳخط ͳچندگام روش�های
k∑

i=۰
αiyn−i = h

k∑
i=۰

βif(yn−i). (٧.١)

خاص حالت دارد. نیاز قبل گام k در شده محاسبه اطلاعات به گام هر در و است ͳگام-k روش Έی روش این

این دیΎر تعمیم است. آدامز-بشفورت روش همان α۲ = α۳ = . . . = αk = ۰ و α۱ = ۱ با روش این
١L. Euler
٢order
٣multistage methods
۴J. C. Adams

۵F. Bashforth
۶Linear multistep methods



٩ ͳمعمول دیفرانسیل معادلات

آدامز-مولتون ͳضمن ساختار با روش�های حالت این در که شد، کامل β۰ ̸= ۰ حالت در مولتون١ توسط روش

مشل این حل برای ١٩۶٢ سال در ٢Έنردسی است، سخت بسیار روش این در گام طول تغییر م�ͳشود. نتیجه

به�دست ١٩٢۶ سال در میلن۴ ١٩٢۵و سال در نیستروم٣ توسط ͳخط ͳچندگام دیΎر روش�های داد. ͳپیشنهادات

نسبت قبل، گام�های از کمتری اطلاعات به آدامز-مولتون روش�های خاص، دقت Έی آوردن به�دست برای آمد.

باید بله نیست، موجود اطلاعات به وابسته کاملا̈ yn روش این در دارند. نیاز آدامز-بشفورت روش�های به

برای نیوتن تراری روش از استفاده آدامز مشل، براین غلبه آید.برای به�دست yn تا شود حل جبری معادله Έی

نمود. پیشنهاد را yn محاسبه

میلن دیΎر طرف از م�ͳگیرد. قرار استفاده مورد سخت مسائل حل برای ͳنیت به�عنوان رویرد این امروزه

ͳیعن شوند. سازی پیاده پیشΎو-اصلاحΎر جفت Έی از استفاده با باید روش�ها که داد پیشنهاد ١٩۴٩ سال در

رویرد دو گردد. اصلاح آدامز-مولتون روش از استفاده با سپس و شده ͳویΎپیش آدامز-بشفورت روش با yn

روش نشان�دهنده C پیشΎو، روش بیانΎر P که م�ͳشوند داده نشان P (EC)N و P (EC)NE با معمولا˦ ͳاصل

ͳرایΎهم برای اصلاحΎر ترار تعداد دهنده نشان N و معلوم نقاط در تاب΄ محاسبه نشان�دهنده E ، اصلاحΎر

ͳطبیع به�طور روش�ها این م�ͳآید، به�دست معلوم اطلاعات از استفاده با تنها yn ͳنهای تقریب که ͳآنجای از است.

م�ͳیابد. کاهش روش�ها این پایداری ناحیه ،ͳچندگام روش�های مرتبه افزایش با هستند. صری

روش هر که داد نشان او کرد. ͳمعرف را ͳرایΎهم و پایداری سازگاری، مفهوم دالوئست۵ ١٩۵۶ سال در

با م�ͳتوان را ͳچندگام روش ضرایب چΎونه که داد نشان همچنین است. همΎرا باشد، پایدار و سازگار که عددی

کرد مشخص زیر به�صورت σ(z) و ρ(z) مشخصه های جمله چند از استفاده
ρ(z) =αkz

k + αk−۱z
k−۱ + . . .+ α۱z + α۰

σ(z) =βkz
k + βk−۱z

k−۱ + . . .+ β۱z + β۰

برابر باشد فرد اگر و k + باشد،۱ زوج k اگر ͳخط ͳگام-k روش�های ͳرایΎهم مرتبه که داد نشان همچنین او

است. k + ۲

فرمول β۱در = . . . = βk−۱ = βk = ۰ دادن قرار با ۶(BDF)پسرو گیری مشتق فرمول روش�های

روش�ها این ساختار شد. ͳمعرف ف̃لدر٨ هرش و کورتیس٧ توسط ١٩۵٢ سال در ͳخط ͳچندگام روش�های ͳکل

که سخت مسائل حل در ͳاساس نقش و است عددی مشتقΎیری براساس است، پیدا نامشان از که همان�طور

پیاده اکثر هم هنوز روش�ها، این پایین سازی پیاده هزینه بدلیل دارند. باشند، بزرگ پایداری ناحیه دارای باید

م�ͳشود. انجام ۵ از کمتر مرتبه از BDF روش�های با کاربردی سازی�های
هیون١٠ همچنین است. ١٨٩۵ سال در ٩Ίران به منسوب ای، چندمرحله به�صورت اویلر روش تعمیم اولین

١F. R. Moulton
٢A. Nordseick
٣E. J. Nystrom
۴W. E. Milne
۵G. Dahlquist
۶Backward Differentiation Formulae

٧C. F. Curtiss
٨J. O. Hirschfelder
٩C. Runge

١٠K. Heun



١٠ ͳمعمول دیفرانسیل معادلات

را ۴ مرتبه تا روش�های کامل به�طور ١٩٠١ در کوتا١ کرد. کامل ١٩٠٠ در را روش�ها مرتبه و قواعد ͳبرخ

دیفرانسیل�های عنوان با اکنون که آنچه از م̃رسون٢ داد. ارائه ͳپیشنهادات نیز ۵ مرتبۀ روش برای و کرد مشخص

استفاده با عددی جواب�های که ببیند نتوانست اما کرد، استفاده دقیق نمایشجواب برای م�ͳشود، شناخته ͳمقدمات

Ίران روش�های جبری نظریه وانن̃ر۴ و هˆیرِر٣ ١٩٧٢ سال در م�ͳشوند. داده نمایش هم ͳمقدمات دیفرانسیل�های از

دادند. توسعه بود، شده ͳمعرف بوچر توسط قبل چندی که را کوتا

کرد. ͳمعرف ٧ لوباتو و رادو۶ فرمول و گاوس۵ روش�های پایه بر خاص ͳضمن روش� چند بوچر ١٩۶۴ سال در

که ͳزمان که است شرایط از ای مجموعه سازی ساده فرض م�ͳکنند. استفاده سازی ساده فرضیات از روش�ها این

م�ͳدهند. کاهش را خاص مرتبه Έی از روش آوردن به�دست برای نیاز مورد شرایط تعداد باشند، برقرار

این محاسبات هزینه کردن کم برای دارند. زیادی بسیار سازی پیاده هزینه ͳضمن رانΊ-کوتای روش�های

که ͳوقت نمود. ͳمعرف را ٩(DIRK) قطری ͳضمن رانΊ-کوتای روش�های الساندر٨ ١٩٧٧ سال در روش�ها

هزینه�ها مجموع و شود حل مرحله هر در ͳمتوال به�طور م�ͳتواند ͳخط غیر دستΎاه باشد، ͳمثلث پایین A ماتریس

م�ͳیابد. کاهش نیز

سال در نُرِست١٠ روش�ها این مناسب پایداری و ͳتقریب جواب و مراحل بالای دقت آوردن به�دست برای

این در کرد. ͳمعرف را م�ͳشوند، شناخته (SIRK)منفرد١١ ͳضمن روش�های عنوان با اکنون را ͳروش ١٩٧۶

یΈمرحله از ͳخروج تقریب�های و مراحل که م�ͳشود سبب شرط و است ویژه یΈمقدار دارای Aماتریس حالت

که داد نشان ١٩٧٩ سال در بوچر شد. انجام ١٢ بوراگ توسط ١٩٧٨ سال در روش�ها این خطای تحلیل باشند.

را SIRK روش�های کاش١٣ و بوچر کرد. تبدیل جردن متعارف ماتریس �شل به را A ماتریس م�ͳتوان چΎونه

است. قطری ͳاضاف مراحل ͳبرخ و منفرد ͳضمن بلوک Έی از متشل A ماتریس روش�ها این در دادند. توسعه

را روش عملرد قطری ͳاضاف مراحل است،اما ͳضمن روش همان مانند روش این مورد در جبری هزینه اگرچه

م�ͳشود. Έکوچ ͳتوجه قابل به�طور خطا ثابت و م�ͳبخشد بهبود

روش�های برای ای کننده متحد چارچوب Έی به�عنوان بوچر توسط ١٩۶۶ سال در ͳعموم ͳخط روش�های

خواص و ͳمعرف روش�ها این از ͳتعمیم همچنین و ͳخط ͳچندگام روش�های و رانΊ-کوتا روش�های نظیر ͳقدیم

گیری انتΎرال روش�های نام با ͳعموم ͳخط روش�های از ای رده بوچر ١٩٩٣ سال در شد. ͳبررس نیز آنها

بالای سازی پیاده هزینه نظیر ͳخط ͳچندگام و رانΊ-کوتا روش�های مشل رف΄ برای را قطری ͳضمن ͳچندگام

م�ͳباشند. گوناگون مسائل حل برای ͳتوجه قابل های ͳکارای دارای روش�ها این که نمود، ارائه روش�ها، این

ͳخط روش�های که داریم نیاز م�ͳباشند، ͳخوب بسیار پایداری دارای رانΊ-کوتا روش�های که ͳآنجای از

هم با روش دو پایداری ناحیه که پنداشت این�گونه م�ͳتوان باشد. رانΊ-کوتا پایداری خاصیت دارای ͳعموم
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١١ ͳمعمول دیفرانسیل معادلات

حل به نیاز پایداری چنین با ͳروش�های آوردن به�دست که است این روش�ها این مشلات از ͳی باشد. معادل

-Ίران پایداری تا یافت ͳداخل ماتریسهای بین ͳروابط م�ͳتوان دارد. ای پیچیده ͳخط معادلات دستΎاه�های

م�ͳشود. ͳذات رانΊ-کوتای پایداری عنوان تحت ͳخاصیت به منجر که کند، تضمین را روش�ها این کوتای

پایداری ناحیه و بالاتر مرتبه از روش�های آوردن به�دست برای ͳعموم ͳخط روش�های از ͳتعمیم نیز اخیراً

علاوه روش این در است. شده ͳمعرف ͳحجت و بوچر توسط دوم١ مشتق با ͳعموم ͳخط روش�های نام با بزرگتر،

م�ͳشود. استفاده عددی جواب تقریب محاسبات در نیز دوم مرتبه مشتق از اول، مشتق از استفاده بر

مانند آن�ها ͳاساس خواص ،ͳخط ͳچندگام روش�های و رانΊ-کوتا اویلر، روش�های بیان ضمن بعد فصل در

م�ͳکنیم. ͳبررس را پایداری و ͳرایΎهم

١Second derivative General Linear Method



٢ فصل

دیفرانسیل معادلات برای عددی روش�های

ͳمعمول

مقدمه ١.٢

بΎیرید نظر در را زیر به�صورت اولیه مقدار مسأله

y′(x) = f(x, y(x)), y(a) = y۰, a ≤ x ≤ b. (١.٢)

م�ͳتوان و نیست انتظار از دور که چیزی اما نیست، مقدور ͳکل حالت در مسأله این برای ͳتحلیل جواب نمودن پیدا

(xj , y(xj)) نقاط ͳیعن y(x) ͳمنحن نقاط به که است (xj , yj) مانند ͳنقاط کرد، پیدا عددی کمΈروش�های به

را xj نقطه در y(x) تاب΄ ͳتقریب مقدار حقیقت در .y(xj) ≈ yj و y(a) = y۰ دیΎر عبارت به باشند. Έنزدی

م�ͳدهیم. نمایش yj با

سپس و انتخاب N مانند عددی ابتدا ،(١.٢) اولیه مقدار مسأله ͳتقریب یΈجواب کردن پیدا برای ادامه در

م�ͳکنیم. ͳمعرف زیر رابطۀ با را [a b] بازۀ در گره نقاط .h = b−a
N م�ͳدهیم قرار

xj = a+ jh, j = ۰,۱,۲, ..., N.

م�ͳپردازیم. عددی روش�های ارائه به (xj , yj) ͳتقریب مقادیر محاسبه برای اکنون

روشاویلر ٢.٢

زیر رابطه از xn = xn−۱ + h در (١.٢) مسأله جواب اولیه(١.۵)، مقدار مسأله ͳرالΎانت شل به توجه با

م�ͳآید به�دست

y(xn) = y(xn−۱) +
∫ xn

xn−۱
f(x, y(x))dx. (٢.٢)

١٢



١٣ ͳمعمول دیفرانسیل معادلات برای عددی روش�های

داشت خواهیم بزنیم، تقریب ریمان١ چپ مجموع با را انتΎرال اگر ∫حال xn

xn−۱
f(x, y(x))dx ≈ (xn − xn−۱)f(xn−۱, yn−۱).

م�ͳآید. به�دست زیر به�صورت اویلر روش بنابراین

yn = yn−۱ + hf(xn−۱, yn−۱). (٣.٢)

ͳرایΎهم مرتبۀ ١.٢.٢

به�صورت ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل برای عددی روش�های ͳرایΎهم مرتبه و ͳرایΎهم به مربوط تعاریف

است. زیر

وجود و ͳتایی قضیه در که اولیه مقدار مسأله هر برای هرگاه گوییم همΎرا را عددی روش Έی تعریف١.٢

باشیم: داشته h → ۰ ͳوقت م�ͳکند، صدق

max
۰≤n≤N

||y(xn)− yn|| → ۰

باشیم: داشته اولیه مقدار مساله هر برای هرگاه است، p مرتبه از عددی روش Έی گوییم تعریف٢.٢

y(xn)− yn = O(hp+۱), ∀n = ۰,۱,۲, ..., N

دقیق جواب اگر م�ͳشود. تعیین اویلر روش مرتبه دقیق، جواب تیلور سری بسط با اویلر روش مقایسه با

داریم دهیم، بسط xn−۱ حول تیلور سری با را xn در y(xn) = y(xn−۱ + h)

y(xn) = y(xn−۱) + hy′(xn−۱) +
h۲

۲! y
′′(xn−۱) +

h۳

۳! y
′′′(xn) + ... (۴.٢)

nO(h۲) = O(h) که ͳآنجای از و y(xn)− yn = O(h۲) م�ͳشود (۴.٢)نتیجه از (٣.٢) رابطه کردن کم با

است. Έی مرتبۀ از اویلر روش بنابراین

ͳضمن روشاویلر ٢.٢.٢

بزنیم، تقریب راست٢ ریمان مجموع از استفاده با را انتΎرال ،(١.٢) اولیه مقدار مسأله ͳرالΎانت شل در اگر

داشت ∫خواهیم xn

xn−۱
f(x, y(x))dx ≈ (xn − xn−۱)f(xn, yn). (۵.٢)

م�ͳآید به�دست زیر به�صورت ͳضمن اویلر روش بنابراین

yn = yn−۱ + hf(xn, yn). (۶.٢)

معادلات دستΎاه حل با بله نم�ͳآید، به�دست مستقیم به�طور yn زیرا است، ͳضمن روش Έی پسرو اویلر روش

م�ͳشود. تعیین جبری
١left Riemann sum
٢right Riemann sum



١۴ ͳمعمول دیفرانسیل معادلات برای عددی روش�های

ͳضمن و صری اویلر روش�های پایداری ٣.٢.٢

اختلال اگر است پایدار١ اولیه مقدار مسأله Έی حل برای عددی روش Έی (Lambert [١٧] ) تعریف٣.٢

شود. مسأله برای روش از آمده بدست عددی جواب در ͳکوچ اختلال به منجر شده داده اولیه مقدار در ͳکوچ

مختلط عددی م�ͳتواند λ) y′ = λy ͳخط دیفرانسیل معادله برای را آن اویلر، روش پایداری ͳبررس برای

داریم م�ͳبریم، به�کار باشد.)

yn = (۱+ hλ)yn−۱ = (۱+ hλ)۲yn−۲ = ... = (۱+ hλ)ny۰.

{z : |۱+z| ≤ ۱} مجموعه .|۱+z| ≤ ۱ اگر تنها و اگر است کراندار yn جوابعددی .z = hλ م�ͳدهیم قرار

آن�ها به�ازای روش به�طوری�که است z ∈ C همه مجموعه روش پایداری ناحیه نامیم. روش پایداری٢ ناحیه را

است. شده داده نشان راست) ١.٢(سمت شل در اویلر روش پایداری ناحیه باشد. پایدار

ͳخط دیفرانسیل معادله روی روش این بردن به�کار با پسرو، اویلر روش پایداری ͳبررس برای مشابه به�طور

داریم ،y′ = λy

yn = yn−۱ + hλyn, ⇒ (۱− hλ)yn = yn−۱,

⇒ yn =
۱

۱− hλ
yn−۱ = . . . =

( ۱
۱− hλ

)n
y۰ =

( ۱
۱− z

)n
y۰.

ناحیه بنابراین .|۱ − z| ≥ ۱ پس
∣∣ ۱
۱−z

∣∣ ≤ ۱ باشیم داشته باید جواب بودن کراندار برای نیز حالت این در

است. شده داده نشان چپ) ١.٢(سمت شل در که م�ͳباشد |۱− z| ≥ ۱ به�صورت پسرو اویلر روش پایداری

اویلر روش پایداری ناحیه که م�ͳشود مشاهده است. روش آن پایداری ناحیه خورده هاشور قسمت شل دو هر در

است. ب�ͳکران ͳضمن اویلر روش پایداری ناحیه و است کراندار صری

چپ) (سمت پسرو اویلر روش و راست) (سمت اویلر روش پایداری ناحیه :١.٢ شل

١stable
٢stability region


