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චاری... ণپاس໋�
آراست. عقل زیور به را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس

و دلسوز مادر همراهͬ و همدلͬ به بیͺران سپاس با و بزرگوارم پدر پر�فتوح روح به فراوان درود با
پروراند. وجودم در را محبت گل ایثارش سجده که مهربانم

همواره که مس�فروش علͬ دکتر آقای جناب فرزانه، و فرهیخته استاد از شایسته تشͺر و تقدیر با
بودند. پایان�نامه این اکمال و اتمام در من راهͽشای و راهنما

بودند، من همͽام و همراه پایان�نامه، این نͽارش لحظه لحظه در که عزیزم همسر از پایان در
مͬ�کنم. قدردانͬ و تشͺر صمیمانه

಻ඌࣹن�৖ور ୓۱۳۹۲دی



ଓฬ࠻ھدৎ
علوم دانشͺده کاربردی ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی حسین�پور هادی اینجانب
تحت ، تطبیقͬ وردشͬ چند�مقیاسͬ روش�های عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، دانشͽاه ریاضͬ

مͬ�شوم: متعهد مس�فروش علͬ دکتر راهنمایͬ

برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •
است.

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیͽر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیͽری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در امتیازی

دانشͽاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود دانشͽاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University “ یا “ شاهرود

در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلͬ نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
مͬ�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج مقالات

استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده

دسترسͬ افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا یافته

಻ඌࣹن�৖ور ୓۱۳۹۲دی

وऑقඩিر ষتا৆ج مالࢁࢹت
برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
این مͬ�باشد. شاهرود دانشͽاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها رایانه�ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب

نمͬ�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
ͬͺنیͺت با همراه را تطبیقͬ وردشͬ چند�مقیاسͬ روش به�نام جدید متناهͬ عناصر روش ͷی
مقیاس جواب مͬ�دهیم. توسعه جواب، ظریف مقیاس بخش از تقریبͬ آوردن بدست برای منظم،
زده تخمین شده�اند، حل عددی صورت به که مجزا موضعͬ مسایل جواب�های مجموع با ظریف،
گسسته�سازی مهم پارامترهای به که مͬ�گیریم نتیجه انرژی نورم در را پسینͬ خطای برآورد مͬ�شود.
و ظریف مقیاس مش اندازه درشت، مقیاس مش اندازه از: عبارتند پارامترها این است. وابسته
به�صورتخودکار که دهیم مͬ ارایه را تطبیقͬ الͽوریتمͬ پسین، خطای برآورد پایه بر وصله�ها. اندازه
این که مͬ�دهیم نشان مختلف، عددی مثال�های ارایه با نهایت در مͬ�کند. کنترل را پارامترها این

مͬ�کند. کار چͽونه عمل در روش

وردشͬ، چند�مقیاسͬ روش تطبیق، پسین، خطای برآورد دوگان، گالرکین، کلیدی: کلمات
موضعͬ. مسایل دوره�ای، سلولͬ، مساله همͽن�سازی،
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١ فصل

پیش�نیاز و مقدمه

مقدمه ١.١

بیشتر مسایل این هستند. محاسباتͬ ریاضیات در چالش�ها بزرگترین از چند�مقیاسͬ، مسایل امروزه
مͬ�شوند. چند�مقیاسͬ ویژگͬ�های با جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات از دستͽاه�هایͬ به تبدیل
وجود ١ زمانͬ گام�های از اندازه�ای و مش اندازه مانند پارامترهایͬ معمولͬ، مش با روش ͷی در

دارد.
اندازه مقیاس�ها، همه روی مش اندازه�های در�نظر�گرفتن به نیاز چند�مقیاسͬ، روش�های مطالعه برای
معادلات مختلفبرای مش�های موضعͬ، مسایل برای مرزی شرایط موضعͬ، مسایل برای زیر�دامنه�ها
که هر�چند مͬ�باشد. مشابه مواردی و مختلف معادلات برای مختلف زمان گام�های مختلف،
مͬ�شود. استفاده نیز خطا تخمین برای آن�ها از اما دارند، نظری جنبه بیشتر تطبیقͬ الͽوریتم�های
استفاده قبلͬ جواب�های از جواب، بهبود برای و مͬ�کنند عمل به�صورتتͺراری تطبیقͬ الͽوریتم�های

مͬ�کنند.
این انجام از جلوگیری برای که هستند سنͽین محاسباتͬ دارای مهندسͬ علوم از شاخه�هایͬ امروزه

دارند. زیادی کاربرد چندمقیاسͬ روش�های از استفاده پیچیده، محاسبات
با دیفرانسیل معادلات حل برای جدید چند�مقیاسͬ روش ͷی توسعه پایان�نامه، این اصلͬ هدف

مͬ�باشد. روش این از تفͺی�ͷناپذیری بخش خطا، تطبیق و برآورد مͬ�باشد. جزیͬ مشتقات
در تطبیق برای چارچوبͬ عنوان به بتواند روش، این تطبیقͬ الͽوریتم و خطا برآورد که امیدواریم

گیرد. قرار استفاده مورد چند�مقیاسͬ مسایل

١Time Steps

١



٢ پیش�نیاز و مقدمه .١

تعاریف ٢.١

مͬ�کنیم. بیان مͬ�باشند، نیاز مورد که را تعاریفͬ بخش این در

به�صورت ٢ لاپلاس عملͽر .١.٢.١ تعریف

∆n =
n∑
i=١

∂٢

∂x٢
i

,

به�صورت ٣ گرادیان عملͽر و
∇ =

(
∂

∂x١
,
∂

∂x٢
, · · · , ∂

∂xn

)
,

مͬ�باشد: زیر به�صورت عملͽر دو این بین رابطه مͬ�شود. تعریف
∆ = ∇ · ∇.

زیر رابطه که به�گونه�ای ،L : V → R که است L مانند تابعͬ ،۴ خطͬ ͷتابعͷی .٢.٢.١ تعریف
باشد: برقرار

L(λu+ µv) = λL(u) + µL(v).

که است a : V × V → R مانند تابعͬ ،V روی a(·, ·) مانند ۵ دوخطͬ فرم ͷی .٣.٢.١ تعریف
داریم: λ, µ ∈ R و u, v, w ∈ V هر برای یعنͬ است. خطͬ خود آرگومان به نسبت

a(λu+ µw, v) = λa(u, v) + µa(w, v),

a(u, λv + µw) = λa(u, v) + µa(u,w).

هرگاه مͬ�نامیم ۶ متقارن را a(·, ·) دوخطͬ فرم .۴.٢.١ تعریف
a(v, w) = a(w, v), ∀v, w ∈ V,

هرگاه مͬ�گوییم ٧ مثبت معین آن�را و باشد
a(v, v) > ٠, ∀v ∈ V, v ̸= ٠,

باشد.

رابطه که باشد موجود Mبه�گونه�ای ثابت هرگاه است ٨ کراندار a(·, ·) دوخطͬ فرم .۵.٢.١ تعریف
باشد: برقرار زیر

|a(w, v)| ≤M∥w∥V ∥v∥V , ∀v, w ∈ V.

٢Laplacian
٣Gradient
۴Linear Functional
۵Bilinear Form
۶Symmetric
٧Positive Definite
٨Bounded



٣ تعاریف .٢.١

باشد: برقرار زیر رابطه هرگاه مͬ�نامیم V در ٩ کورسیو را a(·, ·) دوخطͬ فرم .۶.٢.١ تعریف
a(v, v) ≥ α∥v∥٢

V , ∀v ∈ V, α > ٠.

آنͽاه باشد، کورسیو و کراندار V در که باشد متقارن دوخطͬ فرم ͷی a(·, ·) اگر .٧.٢.١ تعریف
مͬ�کنیم: تعریف زیر شͺل به را ١٠ انرژی نورم

∥v∥a = a(v, v)
١
٢ ,

باشد. پیوسته مشتقات دارای کافͬ تعداد به هرگاه مͬ�شود نامیده ١١ هموار تابع ͷی تعریف٨.٢.١.

Rn در بردار دو Y = (y٠, · · · , yn) و X = (x٠, · · · , xn) که مͬ�کنیم فرض .٩.٢.١ تعریف
مͬ�کنیم: تعریف زیر به�صورت را بردار دو این ١٢ داخلͬ ضرب باشند.

⟨X,Y ⟩ = x٠y٠ + · · ·+ xnyn.

مͬ�کنیم: مشخص زیر به�صورت را ماتریس�ها بین داخلͬ ضرب .١٠.٢.١ تعریف
A : B = tr

(
ATB

)
= aijbij.

مͬ�نامیم V ١٣ دوگان فضای را V روی کراندار خطͬ تابع�ͷهای همه مجموعه .١١.٢.١ تعریف
مͬ�دهیم. نمایش V ∗ با آن�را و

مͬ�شود: تعریف زیر به�صورت L٢(Ω) فضای .١٢.٢.١ تعریف

L٢(Ω) =

{
v :

(∫
Ω

|v(x)|٢ dx

) ١
٢

<∞

}
مͬ�کنیم: تعریف زیر به�صورت را H١

٠ فضای .١٣.٢.١ تعریف

H١
٠ (a, b) =

{
v ∈ L٢(a, b) :

∫ b

a

(
(v(x))٢ + (v′(x))٢) dx <∞, v(a) = v(b) = ٠

}
,

مͬ�دهیم. نمایش H−١ با را H١
٠ دوگان فضای همچنین

مͬ�شود: تعریف زیر به�صورت H١ فضای .١۴.٢.١ تعریف
H١ = {v : ∥v∥+ ∥∇v∥ <∞}.

باشد X ×X بر حقیقͬ تابعͬ d و دلخواه غیرتهͬ مجموعه ͷی X کنید فرض .١۵.٢.١ تعریف
که: به�طوری

,d(x؛ y) ≥ ٠ ،X از y و x هر ازای به .١

x؛ = y اگر فقط و اگر d(x, y) = ٠ ،X از y و x هر ازای به .٢
٩Coercive
١٠Energy Norm
١١Smooth
١٢Inner Product
١٣Dual



۴ پیش�نیاز و مقدمه .١

,d(x؛ y) = d(y, x) ،X از y و x هر ازای به .٣

،X از z و y ،x هر ازای به .۴
d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y),

متریͷمͬ�نامند. فضای ͷی را (X, d) و X متریͷروی ͷی را d این�صورت، در

بازه روی را q مساوی یا کمتر درجه از چند�جمله�ای�های تمام شامل برداری فضای .١۶.٢.١ تعریف
مͬ�دهیم. نمایش pq(a, b) نماد با (a, b)

تشͺیل λq, · · · , λ١, λ٠ توابع از که دهیم مͬ نشان {λi}qi=٠ نماد با را ١۴ لاگرانژ پایه�ای توابع
شͺل به (a, b) بازه در a = x٠ < x١ < · · · < xn = b گره�ای نقطه ͷی متناظر تابع هر شده�اند.

مͬ�شود: تعریف زیر

λi(xj) = δij =

١, i = j,

٠, i ̸= j.

مͬ�شود: تعریف زیر به�صورت ١۵ شوارتز کوشͬ نامساوی .١٧.٢.١ تعریف
|⟨u, v⟩| ≤ ∥u∥∥v∥.

رابطه ،ε ∈ Rd غیر�صفر بردار هر برای هرگاه مͬ�نامیم مثبت معین را Aماتریس .١٨.٢.١ تعریف
باشد: برقرار زیر

εAε > ٠.

v٢ و v١ ثابت�های هرگاه مͬ�نامیم مثبت معین یͺنواخت به�طور را A ماتریس .١٩.٢.١ تعریف
رابطه که به�قسمͬ باشند موجود ،٠ < v١ < v٢ که به�گونه�ای

v١|ε|٢ ≤ ε · A(x)ε ≤ v٢|ε|٢, ∀x ∈ Ω, ∀ε ∈ Rd,

باشد. برقرار

باشد. v− = lims→٠+ v(tn− s) و v+ = lims→٠+ v(tn+ s) که مͬ�کنیم فرض .٢٠.٢.١ تعریف
مͬ�کنیم: تعریف زیر به�صورت را tn زمان در ١۶ پرش

[vn] = v+n − v−n .

مرکز به باز گوی ͷی را s(a, r) = {x : d(x, a) < r} مجموعه ،r > ٠ ازای به .٢١.٢.١ تعریف
مͬ�نامیم. r شعاع و a

s(a, r) مانند بازی گوی صورتͬ�که در مͬ�نامیم درونͬ نقطه ͷی را a ∈ A نقطه .٢٢.٢.١ تعریف
باشد. درونͬ آن نقطه هر صورتͬ�که در مͬ�نامیم باز را A مجموعه باشد. A جز که یافت بتوان

١۴Lagrange Basis Functions
١۵Cauchy- Schwarz
١۶Jump



۵ تعاریف .٢.١

زیر�مجموعه�های Hاز خانواده Aباشد. ⊆M متریͷو Mیͷفضای فرضکنید تعریف٢٣.٢.١.
باز اعضایش که پوششͬ باشد. A ⊆ ∪B⊆HB صورتͬ�که در مͬ�شود نامیده A پوشش ͷی ،M

مͬ�شود. نامیده پوششباز باشند،

باشد. M از بازی ١٧ پوشش {uα} و باشد هموار M که مͬ�کنیم فرض .٢۴.٢.١ تعریف
که: به�قسمͬ مͬ�باشد {ρα} هموار توابع از مجموعه�ای ،{uα} پوشش با ١٨ واحد افراز تابع

باشد: برقرار زیر رابطه α هر برای .١
٠ ≤ ρα ≤ ١.

باشد: برقرار زیر رابطه α هر برای .٢
supp(ρα) ≤ uα.

کند. قطع α متناهͬ تعداد برای را supp(ρα) که باشد داشته ͬͽهمسای ͷی k ∈M نقطه هر .٣

باشد: برقرار زیر رابطه k ∈M هر برای .۴∑
α

ρα(k) = ١.

شرط با را q ∈ [١,+∞] این�صورت در باشد. p ∈ [١,+∞] که مͬ�کنیم فرض .٢۵.٢.١ تعریف
١
p
+

١
q
= ١,

ضعیف همͽرایͬ u(x) ∈ Lq(Ω) به {un(x)}∞n=١ ∈ Lp(Ω) دنباله که مͬ�گوییم مͬ�گیریم. نظر در
مͬ�نویسیم: و دارد

un(x)⇀ u(x),

باشد: برقرار زیر رابطه این�که بر ∫مشروط
Ω

un(x)v(x) dx→
∫
Ω

u(x)v(x) dx, ∀v ∈ Lq(Ω).

قوی همͽرایͬ u(x) ∈ Lq(Ω) به {un(x)}∞n=١ ∈ Lp(Ω) دنباله که مͬ�گوییم .٢۶.٢.١ تعریف
مͬ�نویسیم: و دارد

un(x) → u(x),

باشد: برقرار زیر رابطه این�که بر مشروط
lim
n→∞

∥un(x)− u(x)∥ = ٠.

عددی k که باشد Ak+١ = A هرگاه مͬ�نامیم ١٩ دوره�ای را A مربعͬ ماتریس .٢٧.٢.١ تعریف
اندازه به دوره�ای Aماتریس مͬ�گوییم آنͽاه باشد، صحیح عدد کمترین k اگر است. مثبت و صحیح

دارد. k
١٧Cover
١٨Partition of Unity
١٩Periodic



۶ پیش�نیاز و مقدمه .١

ی�ͷدوره�ای توابع ،ͷی دوره با توابع به باشد. واحد یͷسلول y که کنیم فرضمͬ تعریف٢٨.٢.١.
نمایش H١

per(y)به�صورت را هستند دوره�ای ͷی که H١(Rd) هموار توابع از فضایͬ مͬ�شود. گفته
مͬ�دهیم.

مͬ�کنیم: تعریف زیر به�صورت را H فضای .٢٩.٢.١ تعریف

H =

{
u ∈ H١

per(y) :

∫
y

udy = ٠
}
.

مͬ�شود: تعریف زیر به�صورت که مͬ�دهیم نمایش H∗ با را H فضای دوگان .٣٠.٢.١ تعریف
H∗ =

{
u ∈

(
H١
per(y)

)∗
; ⟨u,١⟩(H١

per)
∗
,H١

per
= ٠

}
.

داخلͬ ضرب ͷی باشد، متقارن و مثبت معین که را V روی دوخطͬ فرم ͷی .٣١.٢.١ تعریف
مͬ�نامیم. V روی

داخلͬ ضرب فضای آن، روی شده تعریف داخلͬ ضرب همراه به را V فضای .٣٢.٢.١ تعریف
مͬ�نامیم.

رابطه هرگاه مͬ�نامیم، V در کوشͬ دنباله ͷی را {vi}∞i=١ دنباله .٣٣.٢.١ تعریف
∥vi − vj∥ → ٠,

مͬ�کنند. میل بͬ�نهایت سمت به j و i آن در که باشد برقرار

ضرب فضای آنͽاه باشد، همͽرا V داخلͬ ضرب فضای در کوشͬ دنباله هر اگر .٣۴.٢.١ تعریف
مͬ�شود. نامیده ٢٠ کامل ،V داخلͬ

مͬ�نامیم. ٢١ هیلبرت فضای آن�را باشد، کامل داخلͬ ضرب فضای ͷی V اگر .٣۵.٢.١ تعریف

پواسون معادله ٣.١

معادله بیشتر پایان�نامه، این در مͬ�کنیم. بیان را ٢٢ پواسون معادله استاندارد فرمول�بندی فصل این در
مثال: برای مͬ�کنیم. بررسͬ را −∆uپواسون = f, in Ω,

u = ٠, on Γ,
(١.١)

این ویژگͬ مهمترین مͬ�باشد. مجهول جواب u و Γ مرز با دامنه�ای Ω مفروض، تابعͬ f آن در که
مدل این مͬ�باشد. هموار ،f یعنͬ ٢٣ بار تابع از ناهموار بخش�های از خارج که است این معادله
ظاهر الͺترومغناطیس و سازه ͷانیͺم حرارت، انتقال مثل مهندسͬ علوم از شاخه�ها همه در معادله

مͬ�شود.
٢٠Complete
٢١Hilbert Space
٢٢Poisson
٢٣Load



٧ متناهͬ عناصر روش .۴.١

متناهͬ عناصر روش ۴.١

جواب�های محاسبه برای ١٩۶٠ سال در بود، یافته توسعه ١٩۵٠ سال در که ٢۴ متناهͬ عناصر روش
برای بیشتر روش این آغاز، در شد. متناهͬ تفاضل روش�های جایͽزین دیفرانسیل معادلات تقریبͬ
پایه شد. پرداخته آن ریاضͬ جنبه�های به ادامه در ولͬ مͬ�گرفت، قرار استفاده مورد سازه ͷانیͺم
بهبود در مͬ�تواند که مͬ�کند فراهم خطا برآورد تحلیل برای ابزاری متناهͬ، عناصر روش ریاضͬ

گیرد. قرار استفاده مورد تقریبͬ جواب

ضعیف فرم ١.۴.١

این به مͬ�باشد. آن ٢۵ ضعیف فرم تشͺیل متناهͬ، عناصر روش به مساله فرمول�بندی در گام اولین
٢۶ آزمون تابع منظور

v ∈ V =
{
v ∈ H١(Ω) : v = ٠ on Γ

}
,

با و مͬ�کنیم انتͽرال�گیری Ω روی و کرده ضرب v ∈ V در را (١.١) معادله گرفته، نظر در را
مͬ�شود: خوانده زیر به�صورت ضعیف فرم جز، به جز انتͽرال از استفاده

رابطه که کنید پیدا به�گونه�ای را u ∈ V∫
Ω

∇u · ∇v dx =

∫
Ω

fv dx, ∀v ∈ V, (٢.١)

باشد. برقرار
بدست (١.١) معادله برای را (٢.١) معادله جواب از تقریبͬ که است این متناهͬ روشعناصر هدف

آورد.
که کنید فرض مͬ�سازد. ممͺن را خطا برآورد ،٢٧ تابعͬ آنالیز از ابزارهایͬ و ضعیف فرم از استفاده
از متشͺل مشͬ روی شده تعریف ٢٨ پیوسته قطعه�وار چند�جمله�ای�های شامل V گسسته فضای Vh

باشد. hk قطر با ∪K = K عناصر
مͬ�شود: خوانده زیر به�صورت متناهͬ عناصر روش

رابطه در که بیابید به�گونه�ای را U ∈ Vh∫
Ω

∇U · ∇V dx =

∫
Ω

fv dx, ∀v ∈ Vh, (٣.١)

کند. صدق
باشد. آن از خوبͬ تقریب که امیدواریم اما بود، نخواهد برابر u با U ، Vh ⊂ V که آن�جا از

٢۴Finite Element Method
٢۵Weak Form
٢۶Test Function
٢٧Functional Analysis
٢٨Continuous Piecewise Polynomials



٨ پیش�نیاز و مقدمه .١

خطا برآورد ٢.۴.١

.٣١ پسین دیͽری و ٣٠ پیشین ͬͺی دارد، وجود متناهͬ عناصر ٢٩ خطای برآورد برای رده دو
و محاسبات خطا، برآورد این در دارد. ͬͽبست u یعنͬ معادله دقیق جواب به پیشین خطای برآورد

مͬ�گیرد. صورت محاسبات انجام از پیش و تئوری شͺل به خطا تحلیل
جواب آوردن بدست از پس خطا برآورد این واقع در است. مانده به وابسته پسین خطای برآورد

مͬ�شود. محاسبه U یعنͬ تقریبͬ
ͬͽوابست h و U به پسین برآورد در و h و u به پیشین برآورد در e = u− U برای خطا بالای کران

مͬ�گیریم. نظر در را پسین برآورد فقط پایان�نامه، این در دارد.
مراجعه [١٢] و [١۴] ،[٣] به مͬ�شود، یافت کتاب�ها از بسیاری در پواسون معادله پسین برآورد

مثال: برای شود.
∥e∥ ≤ C

(∑
K∈τh

R٢
K

) ١
٢
,

آن، در که
RK = h٢

K∥Auh − f∥K + h
٣
٢
K∥a[n · ∇uh]∥ ∂K

Γ
,

مͬ�کنیم: بیان انرژی نورم نیم در را برآوردی نمونه، برای همچنین مͬ�باشد. دیفرانسیل Aعملͽری که

∥∇e∥٢ ≤ C
∑
K∈K

p٢
K , (۴.١)

آن، در که
p٢
K = h٢

K∥f +∆U∥٢
K + hK∥[n · ∇u]∥٢

∂K ,

مͬ�کند مشخص را n نرمال مشتق در ∂K مرز سرتاسری پرش [n · ∇u] و مͬ�باشد K مرز ∂K که
مͬ�باشد. h از مستقل ثابت C و

تطبیقͬ الͽوریتم�های ٣.۴.١

حل Vh فضای ٣٢ تظریف با و مͺرر به�صورت را مساله که است تͺراری فرآیندی تطبیقͬ الͽوریتم
اجرای مثال، برای مͬ�شود. استفاده پسین خطای از تطبیقͬ، الͽوریتم�های پیاده�سازی برای مͬ�کند.

مͬ�گیرد: صورت زیر به�شͺل (۴.١) از استفاده با (٣.١) معادله برای تطبیقͬ الͽوریتم

ببینید). را (١.١) چپ سمت (شͺل مͬ�کنیم، حل اولیه مش روی را (٣.١) معادله .١

مͬ�کنیم. محاسبه (۴.١) معادله از را pK .٢

٢٩Error Estimation
٣٠A Priori
٣١A Posteriori
٣٢Refine



٩ متناهͬ عناصر روش .۴.١

تطبیقͬ به�طور تظریف�شده مش راست سمت شͺل و یͺنواخت مش چپ سمت شͺل :١.١ شͺل
مͬ�باشد.

بر را مش این�صورت غیر در و مͬ�شویم متوقف بود، ͷکوچ کافͬ اندازه به
∑

K∈K p
٢
K اگر .٣

برمͬ�گردیم. (١) به و مͬ�کنیم تظریف pK اساس

مͬ�کنید. مشاهده (١.١) راست سمت شͺل در را تطبیقͬ مش از نمونه�ای





٢ فصل

جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات

مقدمه ١.٢

با دیفرانسیل معادلات روی چند�مقیاسͬ روش�های مورد در فصل، این در بحث مورد موضوع
با دیفرانسیل معادلات مورد در را مقدماتͬ توضیحاتͬ ابتدا مͬ�باشد. ١ بیضوی جزیͬ مشتقات
معادلات این روی همͽن�سازی مفهوم معرفͬ به سپس و مͬ�کنیم بیان بیضوی جزیͬ مشتقات

مͬ�پردازیم.
بررسͬ را دیریͺله مرزی مقدار مساله با همراه بیضوی جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله همچنین

مͬ�کنیم.

بیضوی جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله ٢.٢

مجموعه روی تعریف�شده تابع u واقع در که مͬ�باشد u کردن پیدا به�معنای (همͽن)، دیریͺله مساله
مͬ�باشد. Ω ⊂ Rd −∇.(A(x)∇u)باز = f, ∀x ∈ Ω,

u(x) = ٠, ∀x ∈ ∂Ω,
(١.٢)

داریم: همچنین و مͬ�باشد مثبت معین ماتریس ͷی A(x) که
f = f (x) ∈ H−١(Ω),

باشد. dبعدی ٢ واحد چنبره ͷی ،y = Td که مͬ�کنیم فرض مͬ�باشد. H١
٠ دوگان فضای H−١ که

که: به�قسمͬ باشد، مͬ u(y) ی�ͷدوره�ای تابع کردن پیدا دوره�ای، مساله
−∇y.(A(y)∇yu) = f(y), (٢.٢)

١Elliptic PDE
٢Unit Torus

١١



١٢ جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات .٢

مͬ�باشد. H دوگان H∗ که است f ∈ H∗ و دوره�ای مثبت معین ماتریس ،A(y) آن در که
مͬ�گیریم. نظر در را A(x) ضرایب از گروهͬ زیر، تعریف در

.٠ < α ≤ β <∞ که به�قسمͬ ،α, β ∈ R که مͬ�کنیم فرض .١.٢.٢ تعریف
به�صورت ،A ∈ L∞(Ω;Rd×d) به�نام d × d ماتریس�های از مجموعه�ای به�صورت را M(α, β,Ω)

مͬ�کنیم: تعریف زیر
داریم: ،x ∈ Ω هر و ε ∈ Rd بردار هر برای

،⟨ε, A(x)ε⟩ ⩾ α|ε|٢ .١

.|A(x)ε| ≤ β|ε| .٢

ضرایب با ،M(α, β, y) در موجود ماتریس�های از مجموعه�ای به�صورت را ،Mper(α, β, y) به�علاوه
مͬ�کنیم. تعریف yدوره�ای

مͬ�کنیم: بررسͬ را زیر فرم در بیضوی عملͽرهای
A = −∇.(A∇) + b.∇+ c. (٣.٢)

مͬ�باشند: زیر به�صورت ماکزیمم اصل در بیضوی عملͽر�های
A = −A : ∇∇+ b.∇+ c. (۴.٢)

گفته بیضوی یͺنواخت به�طور (۴.٢) یا (٣.٢) در A عملͽر به آنͽاه باشد، A ∈ M(α, β,Ω)اگر
۴ غیر�واگرایͬ فرم به (۴.٢) فرم عملͽرهای و ٣ واگرایͬ فرم به (٣.٢) فرم عملͽرهای مͬ�شود.

هستند. معروف

بیضوی جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای دیریͺله مساله ١.٢.٢

نیازمندیم: خطͬ دو فرم معرفͬ به منظور این برای مͬ�کنیم. بیان را جواب از دقیقͬ تعریف ابتدا

a[ϕ, ψ] =

∫
Ω

∇ψT (x)A(x)∇ϕ(x) dx, ∀ ϕ, ψ ∈ H١
٠ (Ω). (۵.٢)

که: داریم توجه
a[ϕ, ψ] = (A∇ϕ,∇ψ).

از H−١(Ω) و H١
٠ (Ω) بین ۵ کردن جفت برای و (·, ·) از L٢(Ω) در استاندارد داخلͬ ضرب برای

مͬ�کنیم. استفاده ⟨·, ·⟩
مͬ�کنیم: بیان را ۶ میلͽرام لͺس بسیار�مهم قضیه حال

٣Divergence
۴Nondivergence
۵Pairing
۶Lax- Milgram



١٣ بیضوی جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله .٢.٢

کورسیو و کراندار ،V هیلبرت فضای در a(·, ·) دو�خطͬ فرم اگر میلͽرام). (لͺس ٢.٢.٢ قضیه
که: به�گونه�ای است موجود u ∈ V یͺتای بردار آنͽاه باشد، V در کرانداری خطͬ فرم L و باشد

a(u, v) = L(u), ∀v ∈ V. (۶.٢)

شود. مراجعه [١٢] به قضیه، این اثبات دیدن برای

رابطه اگر مͬ�باشد (١.٢) مرزی مقدار مساله ضعیف جواب ،u ∈ H١
٠ (Ω) .٣.٢.٢ تعریف

a[u, v] = ⟨f, v⟩H−١,H١
٠
, ∀v ∈ H١

٠ (Ω), (٧.٢)

باشد. برقرار

در شده ارایه A(x) ماتریس�های از کلاسͬ یͺتایͬ و وجود مͬ�توان ،(٢.٢.٢) قضیه به�وسیله
کرد. اثبات را (١.٢.٢) تعریف

است: زیر به�صورت (١.٢) مساله ضعیف فرم .۴.٢.٢ نͺته
رابطه که کنید پیدا به�گونه�ای را u ∈ H١

٠ (Ω)

a[u, v] = (f, v), ∀v ∈ H١
٠ (Ω), (٨.٢)

باشد. برقرار

جواب ͷی ،f ∈ H−١(Ω) و A ∈ M(α, β,Ω) با همراه (١.٢) دیریͺله مساله .۵.٢.٢ قضیه
داریم: را زیر برآورد به�علاوه دارد. را u ∈ H١

٠ (Ω) واحد ضعیف

∥u∥H١
٠ (Ω) ≤

١
α
∥f∥H−١(Ω), (٩.٢)

داریم: مͬ�باشد، مثبت معین Aماتریس چون مͬ�کنیم. شروع کورسیوی، خاصیت با ابتدا برهان.

a[u, u] =

∫
Ω

⟨A∇u,∇u⟩ dx ≥ α

∫
Ω

|∇u|٢ dx = α∥u∥٢
H١

٠ (Ω)
, (١٠.٢)

آنͽاه: ،u دهیم قرار v به�جای ،(٨.٢) معادله در اگر
a[u, u] = ⟨f, u⟩ , (١١.٢)

داریم: شوارتز کوشͬ نامساوی بنا�به طرفͬ از
a[u, u] = ⟨f, u⟩ ≤ ∥f∥H−١(Ω)∥u∥H١

٠ (Ω), (١٢.٢)

داریم: (١٢.٢) و (١٠.٢) روابط از استفاده با
α∥u∥٢

H١
٠ (Ω)

≤ a[u, u] ≤ ∥f∥H−١(Ω)∥u∥H١
٠ (Ω).

مͬ�شود: حاصل زیر رابطه نهایت در
α∥u∥H١

٠ (Ω) ≤ ∥f∥H−١(Ω) ⇒ ∥u∥H١
٠ (Ω) ≤

١
α
∥f∥H−١(Ω).

مͬ�باشد. [۵] از برگرفته قضیه این اثبات


