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سپاسگزاري

به شدن نزدیک و تو براي وجودم ذره ذره نیست، شکر توان بی�کرانت نعمات بر مرا وجود، بخش هستی اي پروردگارا!

دست نه و اسارت براي حلقه�اي نه غرور، و تکبر فزونی براي نردبانی نه اندکم، دانش تا کن مدد مرا الهی می�تپد. تو

دیگران. و خود زندگی ساختن متعالی و تو از تجلیل براي باشد گامی بلکه تجارت، براي مایه�اي

مسیر این در که کسانی از می�دانم لازم گشته�ام تحصیل از مقطع این اتمام به موفق بزرگ پروردگار لطف به که اکنون

نمایم. تشکر نموده�اند، راهنمایی مرا

دکتر آقاي جناب گرانقدرم و فرزانه استاد خدمت به را خود قلبی عمیق قدردانی و سپاس مراتب می�دانم واجب خود بر

ظرفیت قدر به والایشان اخلاق و دانش جوشان چشمه از پایان�نامه ارائه و تحصیل دوران طول در که کرامتی باقر

نمایم. ابراز گشته�ام مند بهره خویش محدود

دارم. را تشکر کمال داشتند عهده بر را پایان�نامه این مشاوره که صافی محمدرضا دکتر آقاي جناب ارجمندم استاد از

بر را پایان�نامه مطالعه زحمت داور مقام در که دمیرچی دکتر آقاي جناب و نوري دکتر آقاي جناب بزرگوار اساتید از

می�نمایم. قدردانی داشتند عهده

سپاسگزارم. می�دانم، آن�ها دیروز زحمات مدیون را امروزم سربلندي که عزیزم خانواده زحمات از



چکیده
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است. شده استفاده خطی مرزي شرایط با ترکیبی اي نقطه دو مرزي مقدار
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پیشگفتار

حل براي قوي ابزاري مثابه به و است یافته تکامل و رشد که است سال 300 به نزدیک دیفرانسیل معادلات نظریه

به مدیریت و اقتصاد چون انسانی علوم هاي رشته در حتی و شیمی مهندسی فیزیک، ریاضیات، در گوناگون مسائل

از ریاضی ئل مسا عددي حل تحلیلی، هاي روش هاي محدودیت دلیل به دهد، می نشان ریاضیات تاریخ رود. می کار

ها روش این ي جمله از است. شده ارائه متنوعی هاي روش نیاز و ضرورت حسب بر و است بوده موردتوجه باز دیر

تجزیه صرف زیادي تلاش محض ریاضیات در کرد. اشاره دیفرانسیل معادلات حل براي عددي هاي روش به توان می

نشان شود. می آنها جواب آوردن دست به براي تحلیلی هاي روش و فنون ویادگیري دیفرانسیل معادلات تحلیل و

زیادي دیفرانسیل معادلات اما کرد، حل تحلیلی هاي روش با توان می را معادلات از خاصی دسته که شود می داده

عددي هاي روش از رو این از آورد. دست به را آنها جواب موجود، تحلیلی هاي روش با توان نمی که دارند وجود

شود. می استفاده جواب از تقریبی آوردن دست به براي

. باشد می فصل سه بر مشتمل نامه پایان این

این حل براي روش چند و معمولی دیفرانسیل معادلات در اولیه مقدار مسائل مقدماتی مفاهیم و تعاریف اول فصل در

. است شده آورده مسائل نوع

تکراري روش چند همچنین شده، تشریح و تقسیم خطی غیر و خطی دسته دو به مرزي مقدار مسائل دوم فصل در

است. شده بیان آن در جواب تقریبی برآورد براي

است: شده پرداخته زیر موارد بررسی به متفاوت هاي بخش در سوم فصل در

مقدار مسائل حل براي عددي روش یک چنین هم است، شده آورده محدود تفاضل روش همگرایی نتایج از برخی

است. شده آورده روشها این مهم کاربردهاي از برخی انتها در و پیشنهاد خطی غیر و خطی مرزي شرایط با مرزي



1 فصل

معمولی دیفرانسیل معادلات در اولیه مقدار مسائل

مقدمه 1.1
قالب در مختلف علوم در کاربردي مسائل از بسیاري و است ریاضی در مهم مباحث از دیفرانسیل معادلات نظریه

گردند می تقسیم جزئی و معمولی دسته دو به دیفرانسیل معادلات طورکلی به گیرند. می قرار دیفرانسیل معادلات

است. شده اشاره آن معمولی نوع به نامه پایان این در که

شود. می نامیده معمولی دیفرانسیل معادله باشد، مستقل متغیر یک تنها شامل که دیفرانسیلی معادله .1.1 تعریف

باشد: می زیر صورت به y تابع حسب بر n مرتبه معمولی دیفرانسیل معادله یک کلی فرم

F (x, y, y
′
, ..., y(n)) = ٠

دیفرانسیل معادله یک شوند، ظاهر یک درجه با تنها آن مشتقات و وابسته متغیر که دیفرانسیلی معادله .2.1 تعریف
است. خطی غیر دیفرانسیل معادله صورت این غیر در شوند می نامیده خطی

باشد: می زیر صورت به خطی n مرتبه معمولی دیفرانسیل معادله یک کلی فرم

an(x)y
(n) + an−١(x)y

(n−١) + ...+ a١(x)y
′
+ a٠(x)y = h(x)

. نامیم می همگن را معادله گاه آن h(x) ≡ ٠ اگر فوق خطی معادله در

1



2 معمولی دیفرانسیل معادلات در اولیه مقدار مسائل .1 فصل

که اولیه مقدار با مسائل گیرند: می قرار بررسی مورد مسائل از نوع دو کلی طور به معمولی دیفرانسیل معادلات در

مقدار مسائل فصل این در است. مرزي مقدار مسائل دیگري و دارد وجود آنها حل براي زیادي استاندارد روشهاي

می مرزي مقدار مسائل به بعد فصل در و دهیم می قرار بحث مورد را مسائل نوع این حل براي عددي روشهاي و اولیه

پردازیم:

اولیه مقدار مسائل مقدماتی نظریه 2.1
داریم: نیاز معمولی دیفرانسیل معادلات نظریه از نتایجی و تعریف چند به اولیه مقدار مسائل در بحث براي

و باشد a نقطه شامل باز بازه یک روي پیوسته مشتق n داراي f تابع کنید فرض : تیلور1 قضیه .1.2.1 قضیه
داریم: بازه این به متعلق x هر براي آنگاه باشد، شده تعریف a نقطه شامل اي بازه در نیز آن ام (n+١) مرتبه مشتق

f(x) = [
n∑

k=٠

f (k)(a)

k!
(x− a)k] +Rn+١(x)

آن در که

Rn+١(x) =
f (n+١)(c)

(n+ ١)! (x− a)n+١

است. x و a بین مقداري c و

می نامیده باقیمانده براي لاگرانژ فرمول که است آمده بدست لاگرانژ2 جوزف توسط 1797 سال در Rn+١(x) خطاي

شود.

نامتناهی سري
∞∑
k=٠

f (k)(a)

k!
(x− a)k

.limn−→∞Rn(x) = ٠ اگر تنها و اگر است f به همگرا

1Taylor
2Joseph Lagrange



3 معمولی دیفرانسیل معادلات در اولیه مقدار مسائل .1 فصل

نماید می برقرار L > ثابت٠ عدد Dبا ⊂ R٢ روي y متغیر به نسبت را لیپشیتز3 شرط f(x, y) تابع .3.1 تعریف
اگر

∀(x, y١), (x, y٢) ∈ D =⇒ |f(x, y١)− f(x, y٢)| ≤ L|y١ − y٢| (1.1)

نامند[21]. می لیپشیتز ثابت را L آن در که

نقطه آنگاه باشند، D به متعلق X٢ و X١ نقاط اگر هرگاه گویند محدب را D ⊂ Rn مجموعه .4.1 تعریف
.[24] باشد D به متعلق ٠ ≤ λ ≤ ١ هر براي ((١− λ)X١ + λX٢)

متعلق X٢ و X١ هر براي و باشد محدب مجموعه f دامنه اگر گوییم، محدب را f : Rn −→ R تابع .5.1 تعریف
:[24] باشیم داشته ٠ ≤ λ ≤ ١ و f دامنه به

f(λX١ + (١− λ)X٢) ≤ λf(X١) + (١− λ)f(X٢)

یکدیگر به را (X٢, f(X٢)) و (X١, f(X١)) نقطه دو هر که خطی پاره که است این نامساوي این هندسی معنی

گیرد. قرار f منحنی بالاي کند، می متصل

با L > ٠ عدد اگر باشد شده تعریف D ⊂ R٢ محدب مجموعه یک روي f(x, y) کنید فرض .2.2.1 قضیه
ثابت با D روي y به نسبت لیپشیتز شرط در f آنگاه باشد، داشته وجود ،∀(x, y) ∈ D ، |∂f(x,y)

∂y
| ≤ L خاصیت

.[21] کند می صدق L لیپشیتز

اساسی قضایاي از یکی زیر قضیه دهد. می ارائه را لیپشیتز شرط برقراري براي کافی شرایط تنها (2.2.1) قضیه

است. اول مرتبه معمولی دیفرانسیل معادلات براي یکتایی و وجود

باشد، پیوسته D روي f(x, y) و D = {(x, y) | a ≤ x ≤ b,−∞ < y < ∞} کنید فرض .3.2.1 قضیه

3Lipschitz



4 معمولی دیفرانسیل معادلات در اولیه مقدار مسائل .1 فصل

اولیه مقدار با مسئله آنگاه نماید، برقرار y متغیر به نسبت D روي را لیپشیتز شرط f اگر

y
′
= f(x, y) y(a) = β a ≤ x ≤ b

.[24] است a ≤ x ≤ b در y(x) مانند یکتائی جواب داراي

اولیه مقدار مسئله .6.1 تعریف


dy

dt
= f(t, y), a ≤ t ≤ b

y(a) = α,
(2.1)

اگر: گوییم وضع خوش مسئله یک را

باشد، داشته وجود مسئله این براي y(t) مثل فردي به منحصر جواب (1)

اولیه مقدار مسئله ،|δ(t)| < ε ، a ≤ t ≤ b هر ازاي به و |ε٠| < ε گاه هر ، ε > ٠ هر براي (2)


dz

dt
= f(t, z) + δ(t), a ≤ t ≤ b

z(a) = α + ε٠,
(3.1)

باشد، داشته را z(t) فرد به منحصر جواب

که باشد داشته وجود خاصیت این با k > ٠ مانند ثابتی (3)

∀t ∈ [a, b] : |z(t)− y(t)| < kε.

شرایطی زیر قضیه نامند. می (2.1) اصلی مسئله به وابسته شده مختل یا آشوب مسئله یک اغلب را (3.1) مسئله

دهد. می نشان را اولیه مقدار مسئله یک بودن وضع خوش که کند می بیان را

اولیه مقدار مسئله .D = {(t, y) | a ≤ t ≤ b , c ≤ y ≤ d} کنیم فرض .4.2.1 قضیه


dy

dt
= f(t, y), a ≤ t ≤ b

y(a) = α,



5 معمولی دیفرانسیل معادلات در اولیه مقدار مسائل .1 فصل

.[24] کند صدق لیپشیتز شرط در D مجموعه بر y متغیر به نسبت و پیوسته f اگر است وضع خوش

به دترمینانی توابع، این رونسکین4 از منظور باشند. I ⊆ R بر توابعی yn و ... و y٢ و y١ کنید فرض .7.1 تعریف
:[23] است زیر صورت

W (y١, y٢, ..., yn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y١(x) y٢(x) ... yn(x)

y
′

١(x) y
′

٢(x) ... y
′
n(x)

... ... . . . ...
y
(n−١)
١ (x) y

(n−١)
٢ (x) ... y

(n−١)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
که باشند، L(y) = ٠ معادله جوابهاي I بازه روي yn(t) و ... و y٢(t) و y١(t) توابع کنید فرض .5.2.1 قضیه
اگر تنها و اگر هستند خطی وابسته yn(t) و ... و y٢(t) و y١(t) آنگاه است، خطی دیفرانسیل عملگر یک L آن در

.[23] باشد صفر با برابر I بازه روي توابع این رونسکین

عددي هاي روش 3.1

پرداخت: اولیه مقدار مسائل حل براي عددي روش چند ارائه به توان می حال

پیکارد5 تکرار روش 1.3.1

حل تحلیلی روشهاي یا استاندارد روش یک وسیله به را آنها توان نمی که دارند وجود بسیاري دیفرانسیل معادلات

یک بررسی به زیر در نمود. استفاده مسائل این تقریبی جواب کردن پیدا براي عددي روشهاي از توان می ولی نمود.

صورت به اولیه شرایط با مسئله یک جواب و پردازیم می است موسوم پیکارد تکرار روش به که تقریبی روش
 y

′
= f(x, y)

y(x٠) = y٠

(4.1)

4Wronskian
5Picard
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هم باشد. جواب یک داراي x٠ شامل اي فاصله در (4.1) که است این بر فرض آوریم. می بدست تقریبی بطور را

داریم: (4.1) از انتگرالگیري با باشد. پیوسته y(x) تابع کنیم می فرض چنین

y(x) = y٠ +

∫ x

x٠

f(s, y(s))ds (5.1)

در y٠ با y تعویض با yاز y١ تقریب اولین بنابراین باشد. می y٠ نزدیکی در y مقادیر ، x٠ به نزدیک x مقادیر براي

آید. می بدست (5.1) راست سمت

y١(x) = y٠ +

∫ x

x٠

f(s, y٠)ds (6.1)

بود: خواهد زیر صورت به تقریب دومین (6.1) راست سمت در y٠ جاي به y١ جایگذاري با و

y٢(x) = y٠ +

∫ x

x٠

f(s, y١(s))ds

آید: می بدست زیر صورت به ym(x) از ym+١(x) تقریب امین (m+ ١) عمل، این ادامه با

ym+١(x) = y٠ +

∫ x

x٠

f(s, ym(s))ds m = ٠,١, ... (7.1)

شد. خواهد همگرا (4.1) معادله جواب به خاصی شرایط با که آید می بدست تقریبها از دنباله یک ترتیب این به

طرفین از حدگیري با آنگاه باشد، همگرا x٠ شامل J = [a, b] بازه در y(x) پیوسته تابع به {ym(x)} دنباله اگر

:[11] داریم (7.1)

y(x) = lim
m→∞

ym+١(x) = y٠ + lim
m→∞

∫ x

x٠

f(s, ym(s))ds = y٠ +

∫ x

x٠

f(s, y(s))ds
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اویلر6 روش 2.3.1

[24] وضع خوش اولیه مقدار مسئله جواب براي تقریبی تعیین روش، این هدف


dy

dx
= f(x, y), a ≤ x ≤ b

y(a) = α,
(8.1)

بازه متعدد نقاط در y به هایی تقریب عوض، در شود. نمی حاصل y(x) جواب به پیوسته تقریب یک عمل، در است.

یعنی باشد، می یکسان طور به [a, b] بازه طول در اي شبکه نقاط توزیع آیند. می پدید اي، شبکه نقاط نام به [a, b]

و xi = a+ ih ، i = ٠,١, ..., N هر ازاي به آن در که {x٠, x١, ..., xN} نقاط و N مثبت صحیح عدد فرض با

است. شبکه گام اندازه h =
b− a

N

(8.1) معادله فرد به منحصر جواب y(x) کنیم فرض کنیم. می استفاده تیلور قضیه از اویلر روش به رسیدن براي

است موجود ζiچون اي نقطه i = ٠,١, ..., N − ١ هر ازاي به بطوریکه دارد، [a, b] بر پیوسته مشتق دو که باشد

،xi < ζi < xi+١ که

y(xi+١) = y(xi + h) = y(xi) + hy
′
(xi) +

h٢

٢ y
′′
(ζi) (9.1)

کرد: بازنویسی زیر صورت به را (9.1) توان می θi = ζi − xi

h
و h = xi+١ − xi جایگذاري با

y(xi+١) = y(xi) + hy
′
(xi) +

h٢

٢ y
′′
(xi + θih) (10.1)

می صدق (8.1) در y(x) چون و ٠ < θi < ١ ،i = ٠,١, ..., N − ١ هر براي (10.1) معادله در که است واضح

داریم: کند،

y(xi+١) = y(xi) + hf(xi, y(xi)) +
h٢

٢ y
′′
(xi + θih)

6Euler
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نتیجه: در

y(xi+١)− y(xi)

h
= f(xi, y(xi)) +

h

٢y
′′
(xi + θih) (11.1)

و بوده کوچک نیز h٢y
′′
(xi + θih) جمله ،y′′ پیوستگی بنابر باشد، کوچک کافی قدر به h وقتی

y(xi+١)− y(xi)

h
≈ f(xi, y(xi)) (12.1)

داشت: خواهیم و wi ≈ y(xi) دهیم می قرار i = ١,٢, ..., N هر براي

w٠ = α , wi+١ = wi + hf(xi, wi) (13.1)

افزایش کنترل یابد، می افزایش تدریج به خطا xi افزایش با شود. می نامیده اویلر روش تفاضلی معادله (13.1) معادله

است. شده آورده زیر قضیه در اویلر روش براي کلی حالت در خطا کران یک است. اویلر روش پایداري لازمه خطا،

وضع خوش اولیه مقدار مسئله فرد به منحصر جواب y(x) کنید فرض .1.3.1 قضیه
 y

′
= f(x, y), a ≤ x ≤ b

y(a) = α,
(14.1)

بر f گاه هر باشد. N مثبت صحیح عدد ازاي به اویلر روش توسط شده تولید تقریبهاي w٠, w١, ..., wN و بوده

D = {(x, y) | a ≤ x ≤ b,−∞ < y < ∞}

،|y′′
(x)| ≤ M بطوریکه باشد داشته وجود x ∈ [a, b] هر ازاي Mبه ثابت و کرده صدق Lثابت با لیپشیتز شرط در

،i = ٠,١, ..., N هر ازاي به آنگاه

|y(xi)− wi| ≤
hM

٢L [eL(xi−a) − ١] (15.1)
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شود. مراجعه [24] به اثبات.

سنجش اولین اویلر، روش نظیر معمولی، دیفرانسیل معادلات حل جهت تفاضلی معادله یک بکارگیري روشهاي در

مرحله یک در را روش دقت مقدار چون دارد، نام موضعی خطا این باشد. می روش موضعی برشی خطاي نیاز مورد

به شده، تقریب دیفرانسیل معادله به خطا این کند. می گیري اندازه قبل مرحله در آن بودن دقیق فرض به معین،

براي ام i مرحله در موضعی برشی خطاي اویلر، روش در دارد. بستگی نیز تقریب در خاص مرحله به و گام اندازه

از: است عبارت i = ١,٢, ..., N هر ازاي به (8.1) مسئله

τi =
yi+١ − yi

h
− f(xi, yi)

θi ازاي به که شود می نتیجه (11.1) معادله گرفتن نظر در با است. xi در جواب دقیق مقدار yi = y(xi) آن در که

، ٠ < θi < ١ که اي

τi =
h

٢y
′′
(xi + θih)

صورت: این در باشد، [a, b] بازه بر y′′
(x) براي کرانی M اگر

|τi| ≤
h

٢M

است. O(h) برابر اویلر روش در برشی خطاي بنابراین

را آن که دیفرانسیلی معادله با را iام مرحله در τi موضعی برشی خطاي با تفاضلی معادله روش یک .8.1 تعریف
اگر گوییم سازگار کند می تقریب

lim
h−→٠

max
١≤i≤N

|τi| = ٠

اگر گوییم همگرا کند می تقریب را آن که دیفرانسیلی معادله به را تفاضلی معادله روش یک .9.1 تعریف

lim
h−→٠

max
١≤i≤N

|yi − wi| = ٠
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ام i مرحله در تفاضلی روش از حاصل تقریب wi و بوده دیفرانسیل معادله جواب دقیق مقدار yi = y(xi) آن در که

است.

بالاتر مرتبه از تیلور روشهاي 3.3.1

سعی اولین آید، می بدست دیفرانسیل معادله جواب تقریب براي n = ٢ با تیلور قضیه از استفاده با اویلر روش چون

می n بزرگتر مقادیر به روش این تعمیم تفاضلی، روشهاي از بهتر همگرایی خواص با روشهایی آوردن بدست در ما

باشد[24].

اولیه مقدار مسئله از y(x) جواب کنیم فرض
 y

′
= f(x, y), a ≤ x ≤ b

y(a) = α,
(16.1)

داده، بسط xi حول آن ام n درجه تیلور اي جمله چند برحسب را y(x) جواب و باشد پیوسته مشتق (n+١) داراي

داشت: خواهیم ٠ < θi < ١ ، θi ازاي به

y(xi+١) = y(xi) + hy
′
(xi) +

h٢

٢ y
′′
(xi) + ...+

hn

n!
y(n)(xi) +

hn+١

(n+ ١)!y
(n+١)(xi + θih) (17.1)

که دهد می نتیجه ،y(x) از یعنی جواب، از متوالی گیري مشتق

y
′
(x) = f(x, y(x))

y
′′
(x) =

∂f

∂x
(x, y(x)) +

∂f

∂y
(x, y(x))

dy

dx

=
∂f

∂x
(x, y(x)) +

∂f

∂y
(x, y(x))f(x, y(x)) ≡ f

′
(x, y(x))

y
′′′
(x) =

df
′

dx
(x, y(x)) ≡ f

′′
(x, y(x))
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کلی حالت در و

y(k)(x) =
dy(k−١)

dx
=

df (k−٢)

dx
(x, y(x)) ≡ f (k−١)(x, y(x))

داشت: خواهیم را زیر معادله ٠ < θi < ١ که اي θi ازاي به ،(17.1) معادله در نتایج این جایگذاري با

y(xi+١) = y(xi) + hf(xi, y(xi)) +
h٢

٢ f
′
(xi, y(xi)) + ...

+
hn

n!
f (n−١)(xi, y(xi)) +

hn+١

(n+ ١)!f
(n)(xi + θih, y(xi + θih))

(18.1)

می نامیده nمرتبه تیلور روش ، θi شامل باقیمانده جمله از کردن نظر صرف با (18.1) معادله با متناظر تفاضلی روش

،i = ٠,١, ..., N − ١ هر ازاي به شود.

w٠ = α , wi+١ = wi + hT (n)(xi, wi) (19.1)

آن در که

T (n)(xi, wi) = f(xi, wi) +
h

٢f
′
(xi, wi) + ...+

hn−١

n!
f (n−١)(xi, wi)

است. اول مرتبه تیلور روش همان اویلر روش گفت توان می (19.1) به توجه با

برشی خطاي داراي n مرتبه تیلور روش صورت این در باشد، خوشرفتار کافی قدر به دیفرانسیل معادله جواب اگر

(18.1) معادله به توجه با شود. می ملاحظه سادگی به مطلب این است، O(hn) موضعی

yi+١ − yi − hf(xi, yi)−
h٢

٢ f
′
(xi, yi)− ...− hn

n!
f (n−١)(xi, yi)

=
hn+١

(n+ ١)!f
(n)(xi + θih, y(xi + θih))
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است: زیر صورت به ،i = ٠,١, ..., N − ١ هر ازاي به مرحله، امین (i+ ١) در موضعی برشی خطاي نتیجه در

τi+١ =
yi+١ − yi

h
− T (n)(xi, yi)

=
hn

(n+ ١)!f
(n)(xi + θih, y(xi + θih))

هر ازاي به بنابراین است، کراندار [a, b] بر y(n+١)(x) = f (n)(x, y(x)) نتیجه در y ∈ Cn+١[a, b] اگر

.τi = O(hn) ، i = ١,٢, ..., N

کوتا7 - رونگ روشهاي 4.3.1

f(x, y) مشتقهاي ارزیابی و محاسبه لزوم همچنین هستند، بالا مرتبه از موضعی برشی خطاي داراي تیلور روشهاي

عمل در بندرت تیلور روشهاي نتیجه در باشد، گیر وقت و پیچیده تواند می مسائل از بسیاري در که است آن نقص

حالی در کند، می استفاده تیلور روشهاي بالاي مرتبه موضعی برشی خطاي از کوتا - رونگ روشهاي روند. می بکار

را متغیر دو با تیلور قضیه است لازم روش، ارائه از قبل کند. می حذف را f(x, y) مشتقهاي ارزیابی و محاسبه که

کنیم[24]: بیان

بر (n+ ١) از نابیشتر مرتبه از آن جزئی مشتقهاي همه و f(x, y) کنیم فرض .2.3.1 قضیه

D = {(x, y) | a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}

بطوریکه دارد وجود (ζ, η) ∈ D مانند اي نقطه ،(x, y) ∈ D هر ازاي به .(x٠, y٠) ∈ D همچنین، باشد. پیوسته

f(x, y) = pn(x, y) +Rn(x, y)

7Runge-Kutta


