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���� ���� ��� �	 �� ��S�	 q�0 -��5 !� ?�	 �� ����"��� &"L�� _� �J�* ����� ����"��� �� �J�7��(
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���� ���� ��� �	 �� !���� 	��� !
���* h���* -&���
&��� !� !���� �� �J�* ���
��0 � ����VD ���
��0 -&���� !� ���
��0 �� !
���* h���* �� 
�#�� !� �� �J�7
h���* � ����"� ��0 &"L�� ���� -?�� ����"� �� � ����"� ��0 &"L�� _� 4� !��0 ����� K�*�* �� ��
O.�@ 4� ���% ���S"�� � 6�Z O.�@ !*��J�� ^��*�� 
���S"�� !*��J�� ^��*�� ��# !1��� !
���*
+��J� !
���* h���* � ����"� ��0 &"L�� g�	 !��0 ��`� �U��� �� � -&���5 !� ?�	 �� �� ��	�� �	 6�Z

-�# �0��� �*
��� �� �� N=	��� 4� �	� ��( �	�� O@ ��0 P�� ��"�� �	 
�#�� !� !���� Or1 �� 
���\( Or1 �	 •
� -���# !� �L��:� &0 �� ��# O@ �	�� ��0 ��`� a��"� -&�0	 !� ���/ !���� 	��� �J�* ���
��0 � �J�*

-����% !� ���/ !���� 	��� ��	��� &�� �� 	���� !��� �	 � N�
��8� ���7 �U��� �� �� �0 P�� ?/	

Fe



( +G&
��)��� *��

�� &��2�� ���� ��[��,	�] !:�:@ 3�D��5 �[��] �	�� 3�D��5 4� &\� ����C/ � t����* !��� Or1 ��� �	
-	��S�� ���/ �	�Q"�� 	��� ���� ��\Jr1 �	 	�7�� &�0�Q� �"\� g�	 ����

�
�B H�!��' � �I�I7 H�!��' �
 ���� ?���-� (J(
�4� ?�� O2'"� [!)�X ���	�� ��C1 _� J(J(J(K�$46


�0�D�2�� 4� F ����� _� ·�

�0��	�� ��� �� (V,+) !J�5 ���% _� ·	

���Z�� ��.� �	 �� �D�2�� 6�Z ��� �� σ(α, x) = αx �)��Z �� σ : F × V → V ?#�S� _� ·

-��� !� u�. ��4

v- ∀α ∈ F, ∀x, y ∈ V ; α(x+ y) = αx+ αy,

vv- ∀α, β ∈ F, ∀x ∈ V ; (α + β)x = αx+ βx,

vvv- ∀α, β ∈ F, ∀x ∈ V ; (αβ)x = α(βx),

vw- ∀x ∈ V ; �.x = x.

h�7 �� (V,+) !J�5 ���% �	 h�7 O�� -&���� !� F ����� ��� ���	�� ��C1 _� �� V =�� t���* �	
���	�� ��C1 �� F ��% �5 F = C �%� � !:�:@ ���	�� ��C1 �� F ��% �5 F = R �%� -&���� !� ���	��

-&���% !� MJ"Y�
J(J(J( /�L�

F
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-�#�� !� P	�� ��� ���	�� ��C1 _� ����� �0 ·�
-��"L0 F ����� ��� ���	�� ��C1 _� F ����� ��� m× n ��0 ^��*�� ����]� ·	

��� ���	�� ��C1 _� 
&�0	 !� ��'� F [x] 	��� �� �� �� F ����� ��� �� �J�7 ��( h���* ��C1 ·

�&��� x�1 -��0	 !� O�2'* ����� �5

V =
{
a� + a�x+ a	x	 + · · ·+ anx

n|ai ∈ F,� ≤ i ≤ n, n ∈ N
}
. [F-FX

��� �	 -m ≥ n � g(x) =
m∑
i=�

bix
i � f(x) =

n∑
i=�

aix
i ���� x�1 -c ∈ F � f(x), g(x) ��	�� �	 ����

�&��� !� t���* N��.

h(x) = f(x) + g(x) =
n∑

i=�
(ai + bi) x

i +
m∑

i=n+�
bix

i,

cf(x) =
n∑

i=�
caix

i. [c-FX

��� ���	�� ��C1 _� ��# t���* 6�Z � h�7 O�� ?8* V 
!)� ���	�� ��C1 t���* �� �7�* ��
-��"L0 ���	�� ��C1 4� !��0 ��`� 	���� ��� -&�0	 !� k���� P [F ] �� F [x] �� � �#�� !� F

��4 _� �� V 4� W ����]� ��4 
�#��F ����� ��� ���	�� ��C1 _� V &��� x�1 J8J(J(K�$46
���	�� ��C1 _� 
V ��� �D�2�� 6�Z � ���	�� h�7 ����� �� P	�� W ��% �0 &���� !� V ��C1

-�#�� F ���
&���%V ���� ��� _� �� B ⊆ V 
�#��F ����� ��� ���	�� ��C1 _� V &��� x�1 J9J(J(K�$46

���%�0
-�#�� !)� O:"L� B ����]� -F

-��� ��D�* �� V ��C1 B ����]� -c
����	 !.��� ���	�� ��0�C1 h/�� �	 -��#�� !� �C1 � �8Q. ��0��	�� ��C1 &���* ���	�� ��0�C1
�	 h�7 
?�� ��$ ?��# �C1 � �8Q. ��0��	�� h�7 >`�-����	 �C1 � �8Q. ��0��	�� ��C1 ��
����	 �C1 ��� �	 h�7 O�� � ?�� �m� !� �C� ����	 k��0��	�� h�7 -?�� ���( 3�� ���	�� ��C1
�	 ��	�� �	 �D�2�� 6�Z � �C1 � �8Q. ��0��	�� h�7 y��� ���* ���>� � -?�� �m� !� �C�
�	 �J.�1 ����� !��0�Q� 
���	�� ��0�C1 �	 ��# �"1��$ &�0�Q� �� ��� -�����/�� 3�� ���	�� ��0�C1
�� &��� !1��� �� ��S�	 ��C1 �l�� ���0 �� -�#�� !�� ���� O��/ �\�5 ��� ����4 � ��	�� �	 ��l �� �):�
6�Z ��C1
	��% !� ���/ ��D�)� 	��� !)� OU�L� �	 �� �	���� 4� !2� -	��	 ��� !J��	 6�Z ��C1
�7�* �� � 
	�� t���* !J��	 6�Z o��l 4� �� ��� 
�� ?�� !��C1 
!J��	 6�Z ��C1 -?�� !J��	
�):� 6�Z �� !D���� �D�2�� 6�Z ���0 !J��	 6�Z -	�� 6�Z &0 �	 �� �C� �	 
����* !%V�� ��
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-&�4�	� !� !��0 ��`� ����� � �5 !1��� �� ��4 �	 -?�� R	 �� R	 ��C1 �	 ��
�	 �� ‖ · ‖ : V → R� (F = R) �#�� F ����� ��� ���	�� ��C1 _� V &��� x�1 JCJ(J(K�$46

��� ���l �� -&���� !� ��	 ��� ���	�� ��C1 _� �� ��� u�. ��4 M����
v- ∀ x ∈ V ; x = �⇔ ‖x‖ = �, ‖x‖ ≥ �,
vv- ∀ x ∈ V, ∀α ∈ F ; ‖α x‖ = |α| ‖x‖,

vvv- ∀ x, y ∈ V ; ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖ ‖y‖.

��� 4� ��`� ��( ��4 �	 -	�� t���* ���* !� �	��"� ��0 ��� ���	�� ��C1 _� ��� 8J(J( /�L�
-&���5 !� �� Rn ���

v- x = (x�, · · · , xn) ‖x‖� =
n∑

i=�
|xi|,

vv- ‖x‖	 =

(
n∑

i=�
|xi|	

) �	
,

vvv- � ≤ P <∞ , ‖x‖P =

(
n∑

i=�
|xi|P

) �
P

,

vw- ‖x‖∞ = max {|x�|, |x	|, · · · , |xn|} .

�� (V, d) ��% �5 d(x, y) = ‖x − y‖ &�#�� �"#�	 x, y ∈ V �0 ���� � �#�� ��	 ��� ��C1 _� V �%�
-?�� ��"� ��C1 _� ��	 ��� ��C1 �0 �������� -����% ��� �J��� �� ��# �:D� ��"� ��C1 _�

���%�0 (xn → x) &���% x �� ��S�0V ��	 ��� ���	�� ��C1 �	 �� {xn}∞n=� �D�
�	 JMJ(J(K�$46
lim
n→∞

‖xn − x‖ = � [G-FX
���%�0 
&���% F !'� �D�
�	 V ��	 ��� ���	�� ��C1 �	 �� {xn}∞n=� �D�
�	 J@J(J(K�$46

∀ε > �, ∃N, ∀m,n, (m,n > N ⇒ ‖xn − xm‖ < ε) . [e-FX
-�#�� ��S�0 V �	 !'� �D�
�	 �0 ��% �0 &���% O��� �� (V, d) ��"� ��C1 J:J(J(K�$46

�� �� ��"�X q���"� �"� �� ��"� ��C1 ��% �0 &���% c z���� ��C1 _� �� ��	 ��� ��C1 JAJ(J(K�$46
-�#�� O��� ��"� ��C1 _� 
[	�# !� �:D� ��� �J���

F
c
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�
7 _� �� X ��0 ����]� ��4 4� M �	����� -�#�� !\* ��W ����]� _�X &��� x�1 JDJ(J(K�$46
���% �0 &���%


[�#�� �"L� n��"7� O�� ?8*X �#�� M �	 M �C� �	 �0 n��"7� ·�
-�#�� M �	 M �C� �0 &�"� ·	

{mi}∞i=� ⊆ �%� !��� -�#�� �"L� ����# n��"7� ?8* ��% �0 &���% �
7Rσ_� ��M �
7 J(NJ(J(K�$46
-m =

∞⋃
i=�
mi ∈M ��% �5 M

�� (X,M) s�4 
�#�� X ��� �
7Rσ _� M � �#�� !D�� ��W ����]� _� X �%� J((J(J(K�$46
-&���% ��$ �4���� ��C1 _�

�� f ����� ���$ �4���� h���* ���* ����]� N��. ��� �	 
� < p < ∞ &��� x�1 J(8J(J(K�$46
��S�	 N��
� �� -&���% Lp(X) ��C1 �� 
�#�� ��$ ���S"�� |f(t)|p

Lp(X) =

{
f |f : X → C,

∫
X

|f(t)|pdt <∞
}
. [i-FX

�&��� !� t���* f ∈ Lp � p ≥ � �0 ��4� �� -?�� ���	�� ��C1 _� Lp �� 	�	 ��'� ���* !� !���5 ��

‖f‖p =
{∫

X

|f(t)|pdt <∞
} �

p

. [b-FX

-&���% f ���RLp �� ‖f‖p 	�� �
MJ"Y� h��* _� ��% �0 &���% !J��	 6�Z ��C1 _� �� [!:�:@X MJ"Y� !)� ��C1 J(9J(J(K�$46
α ∈ K�0 � ∀x, y, z ∈ X �0 ���� �� ���l �� -&�0	 !� ��'� 〈, 〉 	��� �� �� �5 ��X ∗X ��� [!:�:@X

�&�#�� �"#�	
v- 〈α x, y〉 = α〈x, y〉,

vv- 〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉,

vvv- 〈x, y〉 = 〈y, x〉,

vw- 〈x, x〉 = �⇔ x = �, 〈x, x〉 ≥ �.

-	�# !� ������ y � x !J��	 6�Z 〈x, y〉 ��% �5
6�Z ��C1 _� X ��S�5 
K = C �%� � !:�:@ !J��	 6�Z ��C1 _�V ��S�5 
�#��K = R �%�

�?�� ���:"� !J��	 6�Z 
?�� !:�:@ !J��	 6�Z ��C1 �� �	���� �	 -?�� MJ"Y� !J��	
∀x, y ∈ X; 〈x, y〉 = 〈y, x〉. [d-FX
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?�� x �� ��S�0 X �	
∞∑

n=�
xn ��� -�#�� X ��	 ��� ��C1 �	 �� �D�
�	 {xn}∞n=� �%� J(CJ(J(K�$46

∞∑
n=�

‖xn‖ ��% �0 &���% ��S�0 �:J)� ��
∞∑

n=�
xn ��� � -�#�� x �� ��S�0 Sn =

n∑
i=�

xi �D�
�	 ��% �0
-�#�� ��S�0

��� �	 ��� �0 �� ?�� �5 
�#�� O��� X ��	 ��� ��C1 �� �5 ���� !1�� � �4= {�# J(J(J( ��OP
-�#�� ��S�0 �:J)� �C1

-?�� O��� (� ≤ p ≤ ∞) 
Lp ��C1 [ G �'�1R3��X J8J(J( ��OP
-?�� z���� O��� ��C1 _� Lp ^ ?�� O��� ��	 ��� ��C1 _� (� ≤ p ≤ ∞) ��4� �� Lp ��C1

�&���	 
?�� z���� ��C1 _� p = 	 ��4� �� 
Lp ��C1 J9J(J( /�L�
L	(X) =

{
f |f : X → C,

∫
X

|f(t)|	dt <∞
}
, [f-FX

��� ��
‖f‖	 =

{∫
X

|f(t)|	dt <∞
} �	

. [H-FX
�C1 ��� ��� ��� 〈., .〉 ����� !J��	 6�Z _� ��% �0 -�#�� z���� ��C1 H &��� x�1 J(MJ(J(K�$46

-&���% e N�
J�0 ��C1 _� �� H z���� ��C1 
	�# t���* ‖x‖ =
√〈x, x〉, x ∈ H N��. ��

�	�# !� t���* ��4 ��1 �� X = L	[a, b] ��C1 JCJ(J( /�L�
L	[a, b] =

{
f |f : [a, b] → C,

∫ b

a

|f |	dt <∞
}
. [FI-FX

!� !1��� ��4 N��. �� �C1 ��� ��� �� !J��	 6�Z h��* -	��	 !0��"� ���S"�� � ��$ �4���� f !���
�&���

∀f, g ∈ L	[a, b], 〈f, g〉 =
∫ b

a

f(x)g(x)dx. [FF-FX
-?�� !J��	 6�Z h��* 
=�� ��# !1��� h��*

�0 ?�� 	��� �C1 ��� 4� y �C� �� X !J��	 6�Z ��C1 _� 4� x �C� &��� x�1 J(@J(J(K�$46
-&�0	 !� k���� x ⊥ y 	��� �� �� �5 � -〈x, y〉 = � ��%

∀x, y ∈ ��% �0 &���% ����"� �� A ⊂ X -�#�� !J��	 6�Z ��C1 _� X &��� x�1 J(:J(J(K�$46
G
e
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�A

〈x, y〉 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
� , x �= y

α , x = y

[Fc-FX

-&���% ����� �� �2� ����"� �� A ����]� 
‖x‖ = � &�#�� �"#�	 x ∈ A �0 ���� �%�
�	��� ��4 M���# ��% �5 
�#�� H N�
J�0 ��C1 4� �2� ����"� ����]� ��4 _� A �%� J9J(J( ��OP

���"L0
-[ i ������ 	�8*�X∑

x∈A
|〈x, y〉|	 = ‖y‖	 �&���	 y ∈ X �0 ��4� �� ·�

-?�� O��� A ����]� ·	
-?�� H ���� �2� ����"� ��� _� A ����]� ·


�C� �0 ��% �5 
�#�� H N�
J�0 ��C1 4� O��� �2� ����"� ����]� ��4 _� A �%� O
/ ��C/ �� �7�* ��
-?�� y �� ��S�0 ���$� ����1 ��� �� 	�	 ML�∑

x∈A
|〈x, y〉|x b ����1 ��� N��. �� ���* !� �� y ∈ H

���% �0 &���% �4� h��* [a, b] �4�� �� �� w(x) h��* J(AJ(J(K�$46
-�#�� ��$ ���S"�� (a, b) �4�� �� w(x) h��*-F

-�#�� !Q���� (a, b) �4�� �� w(x) h��*-c
-	�'� �Q. [a, b] �4�� ��4 |�0 �� w(x) h��*-G

�	�# !� t���* ��4 N��. �� L	[a, b] �	 �� w(x) �4� h��* �� ?
L� !J��	 6�Z h��*
〈f, g〉w(x) =

∫ b

a

w(x)f(x)g(x)dx. [FG-FX

/�$01�� 23
�4� 8J(
-[	�] &�0	 !� �U��� �� ���S"�� N=	��� 4� ��D�� t����* kY� ��� �	

-	��	 ���/ ���S"�� ?�>� ��4 ��\]� h��* �5 �	 �� ?�� �� �D	��� ���S"�� �D	��� _� J(J8J(K�$46
i
b
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/�$01�� 23
�4� ���= ?�,I6 (J8J(
�� ��"L0 b� a ?��m 	���� K�*�* �� ���% ���S"�� 	��@ �5 �	 �� 
&J0	�1 ���S"�� �D	��� J8J8J(K�$46

�	�# !� t���* ��4 N��.
φ(x) y(x) = f(x) + λ

∫ b

a

K(x, t) y(t) dt a ≤ x, t ≤ b [Fe-FX
-	�# ����* ���� �� ?�� ��\]� h��* y(x) � ����J�� λ �"���� � f(x) h��* � �"L0 K(x, t) �5 �	 ��

�� 
	�# !� �0�} x 4� !���* N��. �� ���% ���S"�� 	��@ �5 �	 �� 
��"D� ���S"�� �D	��� J9J8J(K�$46
�	�# !� t���* ��4 N��.

φ(x) y(x) = f(x) + λ

∫ x

a

K(x, t) y(t) dt [Fi-FX
-	�# ����* ���� �� ?�� ��\]� h��*y(x) � ����J�� λ �"���� � f(x) h��* � �"L0 K(x, t) �5 �	 ��

��� !"D�@ �	 (	� · �) � (�� · �) ���S"�� N=	��� �� J$�Q6
���S"�� �D	��� K�*�* �� �#�� ��'� �0�} ���S"�� ?�>� 4� ����� �	 ��\]� h��* !��� 
φ(x) = � ·�
K�*�* �� �� N=	��� ��� φ(x) = � �� !"D�@ �	 � &���% ��� n�� ���"D� ���S"�� �D	��� � ��� n�� &J0	�1

-&���% !� ��	 n�� ���"D� ���S"�� �D	��� � ��	 n�� &J0	�1 ���S"�� �D	���
��� ��W �	� !)� ���S"�� N=	��� 
	�# �0�} !)� N��. �� ���S"�� ?�>� ��4 ��\]� h��* ·	
�� K�*�* �� !)� ��W � !)� ���S"�� N=	��� !J� O2# -&���% !)� ��W ���S"�� N=	��� 
N��.

�?�� ��4 ��1

φ(x) y(x) = f(x) + λ

∫
Γ

K(x, t) y(t) dt,

φ(x) y(x) = f(x) + λ

∫
Γ

K(x, t) F (y(t)) dt. [Fb-FX

-?�� !)� ��W y(x) KL@�� F (y(x)) � ���% ���S"�� ����	 Γ 
���S"�� �D	��� �"L0 K(x, t) �5 �	 ��
���l �� ?1�% �E� �	 (�� ·�) y�� ?D�@ _� ����� �� ���* !� �� (	� ·�) �D	��� �� ?�� ��~ O��/

-	�# x�1 �Q. x ∈ [a, b] � t > x ���� K(x, t) �"L0 ��
-&���% �S�0 ��W N��. ��� ��W �	 � �S�0 �� �D	��� f(x) ≡ � ·


6��7 _� M:1 � M:1 (�� · �) �S�0 ��W &J0	�1 ���S"�� �D	��� �R���1� ?��
$& ��OP 8J8J( ��OP
�S�0 &J0	�1 ���S"�� �D	��� 6��7 �%� �\�* � �%� 	��	

y(x) = λ

∫ b

a

K(x, t) y(t) dt [Fd-FX
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-�#�� y(x) = � !\��� 6��7
�%� �� ���l �� -���� !� ��� �� 3�� O�L���Q�	 N=	��� 6��7 k���� ����� �� ���S"�� N=	��� 6��7
!� �0�} �� !D��S"�� �D	��� ��% �5 �#�� �4�� ���:� �D�L� _� N��. �� �E� 	��� O�L���Q�	 �D	���
�5 
�#�� ��D�� ���:� �D�L� _� KD�/ �	 �E� 	��� O�L���Q�	 �D	��� �%� � �# �0��� &J0	�1 n�� 4� 	�#

-	�� �0��� ��"D� ���S"�� �D	��� _� O.�@ �D	��� ��%
	�# !� {���� &J0	�1 � ��"D� ���S"�� N=	��� 4� �"�	 �	 �0 �� �� !D��S"�� N=	��� 4� �S�	 �"�	
M��* FHII ��� O���� �	 ��"�� N=	��� n�� ��� -��#�� !� &J0	�1 � ��"D� O�L���Q�	R���S"�� N=	���
o�:8* �	 �� 	�� ?m��� ��m�* y�rY� � ?���7 �#� ���� ��D�)� ��@ �	 ��"D� -���# !1��� ��"D�
�	 ��::8� � �����'��	 -	�� 6�Y"�� �\�5 ���� �� ���$� ��� � �# �7��� N=	��� ���% ��� �� 	��
��� O@ �� ���W � ���*�� kY � ��'"�� ���� 
���% ��:"�� ��E� �	���� �	 ��J� 	����� �	 	�� k0�V 

-���� !� ��� 4��� N=	���
_� �	 &0 �� ���S"�� � o"'� �SJ�� �5 �	 �� ?�� �� �D	��� 
O�L���Q�	R���S"�� �D	��� JCJ8J(K�$46
s��� �	 ---�� � y�(x) �� y�(x) ��E� k��0 o"'� 4� !2� O/��@ � y(x) ��\]� h��* -����	 ��C@ �D	���

-����	 ���/ ���S"�� ?�>� ��4 �	 �����0 �
O�L���Q�	R���S"�� �D	��� � &J0	�1 O�L���Q�	R���S"�� �D	��� ���� K�*�* �� �� ��4 	�����"�� ��0 ��1

-&��� !� x�1 ��"D�

y(n)(x) = f(x) + λ

∫ b

a

K(x, t) y(t) dt y(k)(a) = bk,� ≤ k ≤ (n− �),
y(n)(x) = f(x) + λ

∫ x

a

K(x, t) y(t) dt y(k)(a) = bk,� ≤ k ≤ (n− �). [Ff-FX

��D�� M���# �� ��"L0 !��0 ?��m �0bk � �0	 !� ��'� �� x �� ?
L� y(x) h��* ��n o"'� y(n)(x) �"
D�
-���� !� �Y'� ��

���S"�� �D	��� �	 �%� JMJ8J(K�$46
φ(x) y(x) = f(x) + λ

∫ β(x)

α(x)

K(x, t) y(t) dt. [FH-FX

-&���% 	�Q�� ���S"�� �D	��� �� �D	��� ��� 
��#�� !0��"��� ���% ���S"�� �@ �	 �0 �� =�� �@ 
���� �@
4�� �#�� ��'� t���* �� !0��"��� ���% ���S"�� ����	 4� �):� ��( �� _� �	 �D	��� ��� �"L0 �%� ��>� ��

���S"�� �D	��� ��`� ���� -&���� !� 	�Q�� ���S"�� �D	��� �� �D	��� ��� &0
y(x) = �− 	√x−

∫ x

�
�√
x− t

y(t) dt. [cI-FX


