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චاری ণپاس໋�
من به همیشه چون را خود لطف تحصیل از دیͽر مرحله�ای در که شاکرم را مهربان خدای ابتدا در
راهنمای و قلب قوت روشن�گر، چراغͬ و یاری�گر دستͬ مانند کنارم، در همیشه که او داشت. ارزانͬ
گام توکل و اعتماد با و محͺم پای با تا است بوده زندگͬ نشیب و فراز در من یاور همواره و بود راهم

نͺوشم. خلق به خدمت جز یابم توفیق آن�که امید به بردارم،
از ” الخالق یشͺر لم المخلوق، یشͺر لم ”من باب از و وظیفه حسب بر راه، این انتهای در ͷاین
از کریمانه و بوده�اند بͬ�چشم�داشت یاوری و یار زندگͬ عرصه�های تمام در که عزیزم، مادر و پدر
بوده قلبم قوت مهربانشان، نͽاه و ذهنم آرامش�بخش سخنشان، گوهر و گذشته�اند غفلت�هایم کنار

سپاس�گزارم.
در وجودشان امیدبخش گرمای که محترمشان خانواده�های و عزیزم برادران و مهربانم خواهران از

دارم. را قدردانͬ و سپاس نهایت بودند، پشتیبانم بهترین روزگاران سردترین این
تͺمیل در بنده راهنمای فروتنͬ و خلق حسن با که خانͬ علͬ دکتر آقای جناب ارجمند، استاد از

مͬ�کنم. تشͺر صمیمانه بودند، پایان�نامه
و پایان�نامه مشاوره�ی و مطالعه زحمت که جهانشاهͬ محمد پروفسور آقای جناب ارجمند، اساتید از
قدردانͬ و سپاس نهایت فرمودند، تقبل را پایان�نامه داوری زحمت که رنجبر مجتبͬ دکتر آقای جناب
را تشͺر کمال پایان�نامه مطالعه�ی زحمت قبول بخاطر نظری داود آقای جناب از همچنین دارم. را

دارم.
فیض کسب محضرشان از تحصیل دوران در که معلمانͬ و اساتید کلیه�ی از تا مͬ�دانم لازم خود بر

نمایم. تشͺر داشته�ام، را شاگردیشان افتخار و نموده

य़ھدଢباداख़ਁیഊࢣقای
ෙ७ور۱۳۹۳
ධෑر୍،اୌان
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چͺیده

تحلیلͬ-تقریبͬ جواب�های آوردن به�دست برای تعمیم�یافته دیفرانسیل تبدیل روش پایان�نامه، این در
یͷسری شͺل به تحلیلͬ روشیͷجواب این �است. شده ارائه کسری انتͽرال-دیفرانسیل معادلات
تبدیل روش از استفاده با مͬ�کند. تعیین مͬ�شوند محاسبه آسانͬ به که مؤلفه�هایͬ با نامتناهͬ توانͬ
غیر و خطͬ کسری انتͽرال-دیفرانسیل معادلات جواب مͬ�توانیم (GDTM) تعمیم�یافته دیفرانسیل
حل برای امیدبخش ابزار ͷی روش این آوریم. به�دست دقیق جواب به نسبت ناچیز خطای با را خطͬ
برای مثال�هایͬ همچنین مͬ�باشد. خطͬ غیر و خطͬ کسری انتͽرال-دیفرانسیل معادلات از بسیاری

است. شده ارائه پیشنهادی روش دقت و کارایͬ دادن نشان
کسری، محاسبات دیفرانسیل، تبدیل روش کسری، دیفرانسیل معادله�ی کلیدی: های واژه

کاپوتو. کسری مشتق تعمیم�یافته، تیلور رابطه�ی

ح



پیشͽفتار

انتͽرال- معادلات حل است، شده تنظیم [٢٧ ،١٧ ،١۵ ،١٠ ،٨] اساسمراجع بر که پایان�نامه این در
کرده�ایم. بررسͬ را تعمیم�یافته دیفرانسیل تبدیل روش با کسری دیفرانسیل

معادلات نوع این است. محض و کاربردی ریاضیات در مهم ابزارهای از ͬͺی انتͽرال معادلات
مͬ�شوند. ظاهر مهندسͬ علوم و ͬͺفیزی پدیده�های غیرخطͬ، پدیده�های از بسیاری مدل�سازی در
حرارت، انتقال کوانتومͬ، ͷانیͺم دینامیͷسیالات، مانند مهندسͬ مسائل و ͬͺفیزی پدیده�های اکثر
طریق از مͬ�توان را ... و بیماری انتقال ، هسته�ای راکتورهای رفتار مطالعه�ی وراثت، و جمعیت رشد
آن�را ریاضͬ مدل مͬ�توان مسائل این ͬͺفیزی بیان از بعد واقع در کرد. درک آن�ها ریاضͬ مدل�سازی
حاصل معادلات مطالعه، مورد فرایند همچنین و رفته کار به تحلیل نوع به توجه با که کرد بیان
یا انتͽرال معادلات جزئͬ، مشتقات با دیفرانسیل معادلات معمولͬ، دیفرانسیل معادلات شͺل به

مͬ�باشد. انتͽرال-دیفرانسیل معادلات
انتͽرال-دیفرانسیل معادلات و انتͽرال معادلات از استفاده با ͬͺفیزی یͷسیستم فرضکنید حال
و دشوار خیلͬ باشد، ممͺن اگر معادلات این تحلیلͬ جواب آوردن به�دست باشد. شده مدل�سازی
روش�های برنامه�نویسͬ، زبان�های آمدن به�وجود و کامپیوترها پیشرفت و گسترش با است. پیچیده
از کردند. پیدا ویژه�ای اهمیت مͬ�آورند، به�دست معادلات نوع این جواب برای تقریبͬ که عددی
بعدی ͷی انتͽرال-دیفرانسیل و انتͽرال معادلات حل برای زیادی و توجه قابل مطالعات این�رو

است. شده انجام
مورد مختلف علوم در گسترده�ای به�طور کسری محاسبات از استفاده اخیر سال�های در همچنین
خاصͬ اهمیت از کسری مشتق و انتͽرال شامل معادلات حل این�رو از است. گرفته قرار بررسͬ
است. واداشته تͺاپو به کارا و سریع روشͬ آوردن به�دست برای را بسیاری افراد و است برخوردار

نیز روش این مͬ�باشد. تیلور اساسسری بر یͷروشتحلیلͬ-تقریبͬ نیز دیفرانسیل تبدیل روش
معادلات مشتقاتجزئͬ، با دیفرانسیل معادلات معمولͬ، دیفرانسیل معادلات حل در را خود کارایͬ

است. داده نشان انتͽرال-دیفرانسیل معادلات و انتͽرال

خ



د پیشͽفتار

مͬ�باشد. فصل چهار شامل پایان�نامه این
است. شده بیان انتͽرال معادلات مقدماتͬ و اولیه مفاهیم اول، فصل در

است. شده معرفͬ کسری محاسبات دوم، فصل در
آنها به مربوط قضایای و تعمیم�یافته دیفرانسیل تبدیل روش و دیفرانسیل تبدیل روش سوم، فصل در

است. شده بیان
به تعمیم�یافته دیفرانسیل تبدیل روش با کسری انتͽرال-دیفرانسیل معادلات حل چهارم، فصل در

است. شده بیان روش کارایͬ و دقت بررسͬ برای عددی مثال چند همراه



١ فصل

مقدماتͬ وتعاریف مفاهیم

مقدمه ١.١

کرد. خواهیم بیان را انتͽرال معادلات مقدماتͬ و اولیه مفاهیم فصل این در

تاریخچه ٢.١

١٧٨٢ سال در لاپلاس١ پژوهشͬ کارهای به انتͽرال معادلات پیدایش اولین که دارد وجود نظریه�ای
انتͽرال تبدیل وی ∫برمͬ�گردد. ∞

٠
e−sxf(x) dx

برد. به�کار دیفرانسیل معادلات و تفاضلͬ انتͽرال معادلات حل در را s > ٠ ازای به را
فرانسوی ریاضͬ�دان و فیزی�ͷدان فوریه٢، ،١٨١١ سال در ریاضیات پیشرفت و تͺامل جریان در
انتͽرال معادلات با رابطه در نتایجͬ به گرما انتقال مسئله�ی حل در مثلثاتͬ سری�های از استفاده با
کرد، مطرح را فوریه تبدیلات و کرد کار حرارت نظریه�ی روی فوریه ١٨٢٠ سال در یافت. دست
معروفش، کتاب در وی شد، منجر انتͽرال معادلات حل به فوریه تبدیلات معͺوس کردن پیدا که

معادله�ی معͺوس مسئله�ی گرما، تحلیلͬ نظریه�ی

f(x) = (٢π)−
١
٢

∫ ∞

−∞
exp(−itx)g(t) dt

١Laplace
٢Fourier

١



٢ مقدماتͬ تعاریف و مفاهیم

جواب و گرفت نظر در g مجهول جست�وجوی و f بودن معلوم فرض با را

g(x) = (٢π)−
١
٢

∫ ∞

−∞
exp(itx)f(t) dt

معͺوس به�عنوان را f مͬ�توان البته کرد. معرفͬ را است شده شناخته فوریه معͺوس تبدیل به�عنوان که
برده به�کار ولترا توسط نوزدهم قرن انتهای در بعدها تعبیر این گرفت. نظر در فوریه انتͽرال عملͽر
فوریه تبدیل به�عنوان امروزه که رابطه�ای ١٨٣٠ − ١٧۶٣ سال�های در فوریه این�که به توجه با شد.

مͬ�دانند. انتͽرال معادلات نظریه�ی آغازگر را وی عده�ای آورد، به�دست را مͬ�شناسیم
دیفرانسیل معادلات حل برای ١٨٢۶ − ١٨٢٣ سال�های در رساله�اش در نروژی ریاضͬ�دان آبل٣،

انتͽرال معادله�ی از
f(x) =

∫ t

a
(x− s)−αy(s) ds, ٠ < α < ١

و مͬ�کند صدق f(a) = ٠ شرط در و مͬ�باشد معلوم و پیوسته تابع ͷی f(x) آن در که کرد، استفاده
معادله�ی نوعͬ خود مغناطیسͬ نظریه�ی در پواسن۴ سال همان در است. مجهول تابع y(s) همچنین

به�صورت انتͽرال
y(x) = f(x) + λ

∫ x

a
k(x, t)y(x) dx

کرد. حل λ پارامتر با توانͬ سری ͷی به y(x) بسط با آن�را و نمود مطرح را
کرد. معرفͬ خودش نام به انتͽرالͬ معادله�ی آبل کار از گاهͬ آ بدون لیوویل۵ ،١٨٢٣ سال در
که داد نشان و کرد مطرح را انتͽرال معادله�ی و دیفرانسیل معادله�ی بین رابطه�ی ١٨٣٧ سال در وی

مͬ�شود. تعیین انتͽرال معادله�ی ͷی به�وسیله�ی معین دیفرانسیل معادله�ی ͷی خصوصͬ جواب
معادل انتͽرال صورتجوابیͷمعادله�ی به را ٧ دیریͺله جوابمسئله�ی نیومن۶ ،١٨٧٠ سال در
انتͽرال معادله�ی آن به اصطلاحاً که کرد، تبدیل انتͽرال یͷمعادله�ی به را دیریͺله مسئله�ی و داد نشان

مͬ�گویند. مرزی شرایط با
حل برای بویس-ریموند١٠ ،١٨٨٨ سال در و سوناین٩ ،١٨٨۴ سال در روشه٨، ،١٨۶٠ سال در

٣Abel
۴Poisson
۵Liouville
۶Neumann
٧Direclet
٨Rouche
٩Sonine
١٠Bois-Reymond



٣ مقدماتͬ تعاریف و مفاهیم

بار اولین انتͽرال” ”معادلات عنوان کردند. تلاش آبل معادلات به�ویژه گوناگون، انتͽرال معادلات
است. شده برده به�کار بویس-ریموند توسط

ولترا١١ ایتالیایͬ ریاضͬ�دان به�واسطه�ی انتͽرال معادلات نظریه�ی در جدیدی شروع ١٨٩۵ سال
به�صورت کلͬ�تری معادلات وی خورد. رقم

∫ x

٠
k(x, s)f(s) ds = g(x)

یا
f(x) +

∫ x

٠
k(x, s)f(s) ds = g(x)

حل مسئله�ی ولترا یعنͬ بود، انتͽرال عملͽر ͷی معͺوس وجود اثبات او هدف که گرفت، نظر در را
بود. داده قرار معین انتͽرال عملͽر ͷی معͺوس یافتن با معادل را انتͽرال معادله�ی

وجود اثبات در فردهلم١٢ به�نام سوئدی مشهور ریاضͬ�دان ١٩٠٣ − ١٩٠٠ سال�های حدود در
کرد. استفاده انتͽرال معادلات از دیریͺله مسئله�ی جواب

توسعه�ی و پیشرفت سر بر انتͽرال معادلات مطالعه�ی اصلͬ بحث ولترا و فردهلم از پس سال�ها
ادامه کاربردی ریاضیات در مهم مبحث ͷی به�عنوان انتͽرال معادلات بود. تابعͬ آنالیز دیدگاه از آن
نهایتا و ١٩٩۵ سال در ه�ͷبوش١۵ آن از پس و ١٩٨۶ سال در واندرهاون١۴ و برونر١٣ این�که تا یافت،
عددی رفتار و انتͽرال معادلات عمومͬ نظریه�ی مورد در کتاب�هایͬ سال همان در نیز اتͺینسون١۶

کردند. منتشر معادلات این�گونه

١١Volterra
١٢Fredholm
١٣Bruner
١۴Vander Hauwen
١۵Hackbusch
١۶Atkinson



۴ مقدماتͬ تعاریف و مفاهیم

انتͽرال معادلات ٣.١

قرار انتͽرال علامت زیر y(x) مجهول تابع آن در که است معادله�ای انتͽرال معادله�ی .١.١ تعریف
به�صورت معادله�ای هر دیͽر، بیان به باشد. داشته

ϕ(x)y(x) = f(x) + λ

∫ β(x)

α(x)
k(x, t)y(t) dt (١.١)

مͬ�گویند. انتͽرال معادله�ی ͷی را
انتͽرال حدود β(x) و α(x) و مͬ�شود نامیده انتͽرال معادله�ی �ی هسته k(x, t) معادله�ی(١.١)، در
معلوم f(x) و β(x) ،α(x) توابع و λ پارامتر و انتͽرال معادله�ی هسته�ی که کرد توجه باید هستند.

کند. صدق (١.١) در که است y(x) مجهول تابع تعیین ما هدف هستند.

انتͽرال معادلات دسته�بندی ۴.١

هستند. ولترا و فردهلم انتͽرال معادلات انتͽرال، معادلات از مهم رده�ی دو

فردهلم انتͽرال معادلات ١.۴.١

انتͽرال�گیری بالای حد و پایین حد آن در که دوم نوع فردهلم خطͬ انتͽرال معادله�ی ͷی کلͬ ساختار
به�صورت هستند b و a ثابت اعداد به�ترتیب

ϕ(x)y(x) = f(x) + λ

∫ b

a
k(x, t)y(t) dt, x ∈ [a, b] (٢.١)

معادله�ی هسته�ی به�عنوان k(x, t) تابع و هستند معلوم مقادیری b و a ،λ معادله این در مͬ�باشد.
هستند. معلوم توابعͬ f(x) تابع و انتͽرال

اگر مͬ�شود. تبدیل اول نوع فردهلم خطͬ انتͽرال معادله�ی به انتͽرال معادله�ی ،ϕ(x) = ٠ اگر
مͬ�گویند. غیرهمͽن آن�را این�صورت غیر در و همͽن را انتͽرال معادله�ی ،f(x) = ٠

باشد، k(x, t, y(t)) یا k(x, t)F (y(t)) نظیر عبارتͬ ،k(x, t)y(t) به�جای انتͽرال داخل عبارت اگر
مͬ�شود. تبدیل فردهلم خطͬ غیر انتͽرال معادله�ی به (٢.١) انتͽرال معادله�ی



۵ مقدماتͬ تعاریف و مفاهیم

خطͬ غیر انتͽرال معادله�ی آن�گاه باشد، k(x, t)F (y(t))به�صورت انتͽرال داخل عبارت صورتͬ�که در
معادله�ی آن�گاه باشد، k(x, t, y(t))به�صورت انتͽرال داخل عبارت اگر و هامرشتاین١٧ نوع از فردهلم

مͬ�باشد. اوریسون١٨ نوع از فردهلم خطͬ غیر انتͽرال

ولترا انتͽرال معادلات ٢.۴.١

انتͽرال�گیری حدود از ͬͺی حداقل آن در که دوم نوع ولترای خطͬ انتͽرال معادله�ی ͷی کلͬ ساختار
به�صورت مͬ�شود، انتخاب متغیر به�عنوان انتͽرال بالای حد معمولا و بوده متغیر

ϕ(x)y(x) = f(x) + λ

∫ x

a
k(x, t)y(t) dt, x ∈ [a, b] (٣.١)

انتͽرال معادله�ی هسته�ی به�عنوان k(x, t) تابع و هستند معلوم مقادیری a و λ معادله� این در مͬ�باشد.
هستند. معلوم توابعͬ f(x) تابع و

تبدیل اول نوع ولترای خطͬ انتͽرال معادله�ی به انتͽرال معادله�ی ،ϕ(x) = ٠ اگر نیز حالت این در
مͬ�گویند. غیرهمͽن آن�را این�صورت غیر در و همͽن را انتͽرال معادله�ی ،f(x) = ٠ اگر و مͬ�شود
باشد، k(x, t, y(t)) یا k(x, t)F (y(t)) نظیر عبارتͬ ،k(x, t)y(t) به�جای انتͽرال داخل عبارت اگر
عبارتداخل صورتͬ�که در مͬ�شود. تبدیل ولترا خطͬ غیر انتͽرال معادله�ی به (٣.١) انتͽرال معادله�ی
و هامرشتاین نوع از ولترا خطͬ غیر انتͽرال معادله�ی آن�گاه باشد، k(x, t)F (y(t)) به�صورت انتͽرال
نوع از ولترا خطͬ غیر انتͽرال معادله�ی آن�گاه باشد، k(x, t, y(t))به�صورت انتͽرال داخل عبارت اگر

مͬ�باشد. اوریسون
فردهلم انتͽرال معادلات یͷحالتخاصاز به�عنوان مͬ�توان را (٣.١) رابطه�ی که کرد توجه باید

یعنͬ فرضشود، صفر x ∈ [a, b] و t > x برای k(x, t) هسته�ی بطوری�که گرفت، نظر در

k(x, t) =

 k̃(x, t), a ≤ t ≤ x,

٠, x < t ≤ b,

است. ولترا انتͽرال معادله�ی هسته�ی همان اول ضابطه�ی در موجود k̃(x, t) آن در که

١٧Hammerstein
١٨Urysohn
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انتͽرال معادلات انواع از مثال�هایͬ

y(x) +

∫ ١

٠
sin(x+ t)y(t) dt = cos(t) خطͬ دوم نوع فردهلم انتͽرال ∫معادله�ی ١

٠

١
x− t

y(t) dt = x خطͬ اول نوع فردهلم انتͽرال معادله�ی

y(x) +

∫ x

٠
ex−ty(t) dt = x خطͬ دوم نوع ولترای انتͽرال ∫معادله�ی x

٠
ex−ty(t) dt = x خطͬ اول نوع ولترای انتͽرال معادله�ی

y(x) +

∫ x

٠
sin(x+ t)y٢(t) dt = x هامرشتاین نوع از خطͬ غیر دوم نوع ولترای انتͽرال معادله�ی

y(x)+

∫ ١

٠
sin(x+ty(t)) dt = ١ اوریسون نوع از خطͬ غیر دوم نوع فردهلم انتͽرال معادله�ی

انتͽرال معادله�ی و دیفرانسیل معادله�ی بین ارتباط ۵.١

این و دارد وجود مرزی مقدار مسائل و اولیه مقدار مسائل و انتͽرال معادلات بین ͬͽاتنͽتن ارتباط
است مشͺل معمول روش از آن�ها حل که دیفرانسیل معادلات از آن�دسته برای عطفͬ نقطه�ی ارتباط
عددی حل با که مواردی در همچنین کرد. حل را آن�ها مͬ�توان انتͽرال معادله�ی به تبدیل با و مͬ�باشد
چون است، با�صرفه�تر انتͽرال معادله�ی ͷی به دیفرانسیل معادله�ی تبدیل هستیم، رو�برو مسئله ͷی
از کردن صرف�نظر با ولͬ مͬ�یابد، افزایش به�صورتصعودی دیفرانسیل�گیری خطای عددی آنالیز در

مͬ�کند. میل مشخص مقدار ͷی سمت به �عددی گیری انتͽرال خطای جزئیات،
معادله�ی و فردهلم انتͽرال معادله�ی به مͬ�توانیم را مرزی مقدار مسائل نوع از دیفرانسیل معادله�ی

کنیم. تبدیل ولترا انتͽرال معادله�ی به مͬ�توانیم را اولیه مقدار مسائل نوع از دیفرانسیل
ناهمͽن اولیه�ی مقدار مسئله�ی مثال به�عنوان

y′′(x) + y(x) = cos(x),

y(٠) = ٠, y′(٠) = ١

دوم نوع ناهمͽن خطͬ ولترای انتͽرال معادله�ی به

y(x) +

∫ x

٠
(x− t)y(t)dt = cos(x)− x

مͬ�شود. تبدیل



٧ مقدماتͬ تعاریف و مفاهیم

مرزی مقدار مسئله�ی دیͽر، مثال به�عنوان یا

y′′(x) + y(x) = x, ٠ < x < ١,

y(٠) = ١, y(١) = ٠

به�صورت دوم نوع ناهمͽن خطͬ فردهلم انتͽرال معادله�ی به

y(x)−
∫ ١

٠
k(x, t)y(t) dt = ٢x− ١

از: است عبارت k(x, t) هسته�ی آن در که مͬ�شود تبدیل

k(x, t) =

 t(١ − x), ٠ ≤ t ≤ x,

x(١ − t), x ≤ t ≤ ١.

انتͽرال-دیفرانسیل معادلات ۶.١

تأثیر و جمعیت رشد پدیده�ی مطالعه�ی در که معادلات از جدیدی نوع ولترا ١٩٠٠ سال اوایل در
این شدند. معروف انتͽرال-دیفرانسیل معادلات به که کرد معرفͬ را بود شده مواجه آن با وراثت
زیست��شناسͬ ،ͷفیزی نوترون، پخش انتشار، پدیده�ی حرارت، انتقال نظیر مواردی در معادلات نوع

دارند. فراوانͬ کاربرد مهندسͬ علوم و

معادله�ی آن�را باشد، نیز مجهول تابع از مشتقاتͬ شامل انتͽرال معادله�ی ͷی اگر .٢.١ تعریف
مͬ�گویند. انتͽرال-دیفرانسیل

به�صورت ولترا خطͬ غیر انتͽرال-دیفرانسیل معادله�ی

Dy(x) = f(x) + λ

∫ x

a
k(x, t)F (y(t))dt, x ∈ [a, b] (۴.١)

شرایط با
m−١∑
j=٠

(aijy
(j)(a) + cijy

(j)(b)) = di, i = ٠,١, ...,m− ١

و مͬ�باشد i = ٠,١, ...,m ،pi(x) ضرایب با m مرتبه�ی از دیفرانسیل عملͽر D آن در که مͬ�باشد،
مͬ�باشد. معلوم عددی نیز λ پارامتر و هستند معلوم توابعͬ k(x, t) و f(x) توابع



٨ مقدماتͬ تعاریف و مفاهیم

همچنین مͬ�گویند. خطͬ را انتͽرال-دیفرانسیل معادله�ی ،F (y(t)) = y(t) اگر ،(۴.١) رابطه�ی در
مͬ�گویند. فردهلم انتͽرال-دیفرانسیل معادله�ی آن�را ،b ثابت عدد x به�جای انتͽرال بالای کران اگر

صورت به (۴.١) معادله�ی آن�گاه باشد، همانͬ عملͽر ،D عملͽر هرگاه

y(x) = f(x) +

∫ x

a
k(x, t)F (y(t)) dt

است. انتͽرال معادله�ی ͷی که مͬ�شود، نوشته

به انتͽرال معادله�ی ͷی تبدیل در مͬ�شود ظاهر ولترا انتͽرال-دیفرانسیل معادله�ی که مواردی از ͬͺی
است. دیفرانسیل معادله�ی

انتͽرال معادله�ی از مشتق�گیری با مثال، به�عنوان

y(x)−
∫ x

٠
(t− x)y(t) dt = x٢ +

١
١٢

x۴

انتͽرال-دیفرانسیل معادله�ی

y′(x) +

∫ x

٠
y(t) dt = ٢x+

١
٣
x٣,

y(٠) = ٠

دیفرانسیل معادله�ی فوق، رابطه�ی از مجدد مشتق�گیری با مͬ�شود، نتیجه

y′′(x) + y(x) = ٢ + x٢,

y(٠) = ٠, y′(٠) = ٠

شد. خواهد نتیجه
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انتͽرال-دیفرانسیل معادلات انواع از مثال�هایͬ

اول مرتبه�ی خطͬ غیر ولترای انتͽرال-دیفرانسیل معادله�ی

y′(x) + y(x) + ٢
∫ x

٠
xte−y٢(t) dt = ١, x ∈ [٠,١],

y(٠) = ٠.

چهارم مرتبه�ی خطͬ غیر ولترای انتͽرال-دیفرانسیل معادله�ی

y(۴)(x)−
∫ x

٠
e−ty٢(t) dt = ١, x ∈ [٠,١],

y(٠) = ١, y′(٠) = ١,

y(١) = e, y′(١) = e.

دوم مرتبه�ی خطͬ فردهلم انتͽرال-دیفرانسیل معادله�ی

y′′(x)−
∫ ١

٠
xty′(t) dt = ex − x, x ∈ [٠,١],

y(٠) = ١, y′(٠) = ١.

اول مرتبه�ی خطͬ فردهلم انتͽرال-دیفرانسیل معادله�ی

y′(x) +

∫ ١

٠
ex−ty(t) dt = x, x ∈ [٠,١],

y(٠) = ٠.



٢ فصل

کسری محاسبات

مقدمه ١.٢

به و دارد مهندسͬ و علوم در فراوانͬ کاربردهای که است ریاضیات از شاخه�ای کسری محاسبات
از انتͽرال و دیفرانسیل از تعمیمͬ واقع در کسری محاسبات نمͬ�باشد. کسرها محاسبه�ی معنای
اکثر در زیاد کاربردهای به�دلیل و مͬ�باشد مختلط یا حقیقͬ دلخواه مرتبه�ی ͷی به صحیح مرتبه�ی
با تحقیقات است. کرده جذب خود به را زیادی افراد مهندسͬ و شیمͬ ،ͷفیزی مانند زمینه�ها

دارد. وجود [٢٧ ،٢۶ ،١٣] در مختلف شاخه�های در کاربردها از مجموعه�ای
به آن پیشینه�ی و بوده قدیمͬ موضوع ͷی پایه�ای لحاظ از این�که با کسری محاسبات موضوع
به یا ͷفیزی با ارتباط برقراری عدم به�دلیل اخیر دهه�ی چند تا اما برمͬ�گردد، قبل سال ٣٠٠ حدود
تئوری لحاظ از تنها و است نͺرده چندانͬ رشد کاربردی، مسائل و ͬͺفیزی مفاهیم نبود عبارتͬ،
این اخیر دهه�ی چند در اما است، بوده ریاضͬ�دانان توجه قابل فقط و است شده داده توسعه محض
با ͷترافی و جمعیت رشد مانند طبیعͬ پدیده�های از بسیاری و است داشته چشم�گیری رشد موضوع
انتͽرال و مشتق اساسͬ و مهم کاربرد همچنین است. شده مدل�بندی کسری محاسبات از استفاده
کاربرد مͬ�توان امروزه حتͬ نمود، مشاهده ͬͺدینامی سیستم�های کنترل نظریه�ی در مͬ�توان را کسری

کرد. مشاهده نیز ͬͺپزش علوم در را موضوع این

١٠


