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೯دایا...
معرفتت و شͺسته های قلب شفای یادت و خسته دلهای درمان تو نام که دانند مͬ همه

است... عارفان معراج

گامͬ خودم حیات و خلقت هدف ترین اساسͬ سوی به توانستم که شاکرم را تو خدایا

شاید، گرچه عمل. و علم با جز شود نمͬ میسر و محقق گاهͬ دارم، بر ͷکوچ چند هر

دلͬ با اما دارم دشوار بس راهͬ و راهم ابتدای در انسانیت اعلای حد بر رسیدن برای هنوز

در صبر شͺست، در تلاش توفیق من به که خواهم مͬ تو از و راهم این رهسپار دریا چون

کنͬ. عطا نومیدی

ইଘࡣبع࢙مادبঈوش৔หورا॥تख़جال
ই଒ࡣبع࢙م૖ৌ඼່ها॥تিୀساءورجال

ଘع࢙مঈوش଒اଌنا॥ترඣ໑اਬࣞقلال
෼لوકधلরود඼යफجانଡدوॻࢌومال.



චاری... ণپاس໋�
داد. قرار مخلوقات اشرف را انسان خود، بی�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس

دکتر آقای جناب خود، راهنمای اساتید بی�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در

قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه سهندی، پرویز دکتر آقای جناب و پور نقͬ رضا

نمͬ�رسید. سرانجام به مجموعه این ایشان، صمیمانه و ارزنده� راهنمایی�های بدون

را نامه پایان این مشاوره� و مطالعه زحمت که مهرورز اکبر علͬ دکتر آقای جناب از

راهنمایی مورد را اینجانب احسن نحو به نامه، پایان این سازی آماده در و فرمودند تقبل

دارم. را امتنان کمال دادند، قرار خود ارزنده های

مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر �زنم بوسه مͬ�دانم لازم همچنین

خواهر و برادران از مͬ�کنم تشͺر و را مقدس�شان وجود ستایشمͬ�کنم خدا، از بعد و عزیزم

سردترین این در که وجودشان، امیدبخش گرمای و سرشارشان عاطفه پاس به عزیزم

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران،

و پشتیبان مدت این تمام در که عزیزم دوستان تمام از که دانم مͬ خود وظیفه پایان در

با توأم را فقاهت عزیزان، آن همه برای و باشم داشته را قدردانͬ کمال بودند، من محرک

شجاعت با توأم را احتیاط و حزم صدر، سعه و بردباری با توأم را فراست و تیزهوشͬ تقوا،

و تعبد با همراه را مدیریت و متعال خدای بر توکل با توأم را نفس به اعتماد شهامت، و

خواستارم. منان خدای از تأمل

١٣٨٩ بهمن



الناز نام: بدوستانͬ خانوادگͬ:بابازاده نام

ایده�ال دو به نسبت موضعͬ کوهمولوژی مدول�های در نتایج بعضͬ پایان�نامه: عنوان

سهندی پرویز دکتر و پور نقͬ رضا دکتر راهنما: اساتید
مهرورز اکبر علͬ دکتر مشاور: استاد

گرایش:جبر محض ریاضͬ رشته: ارشد کارشناسͬ تحصیلͬ: مقطع

ریاضͬ علوم دانشͺده: تبریز دانشͽاه:
٧۶ صفحه: تعداد ١٣٨٩ زمستان فارغ�التحصیلͬ: تاریخ

مولد متناهͬ دقیق، رشته ،ͬͺکوهمولوژی بعد موضعͬ، کوهمولوژی کلیدواژه�ها:

چͺیده
مͬ�پردازد، وینگ کینگ و چو لیزهانگ از ای مقاله تشریح و تبیین به که نامه پایان این
فرض است. (I, J) های آل ایده به نسبت موضعͬ کوهمولوژی های مدول از تعمیمͬ
R کنیم فرض باشند. R از ایده�آل دو J و I نوتری، و جابجایی حلقه ͷی R کنیم

: دهیم مͬ نشان باشد. m ماکسیمال ایده�آل با موضعͬ
است، برقرار زیر Mتساوی مولد متناهͬ -مدول R هر برای (i)

inf{ i |H i
I,J(M) نیست {آرتینͬ = inf{depthMp | p ∈ W (I, J) \ { m}}

آن در که

W (I, J) = { p ∈ Spec(R)| In ⊆ p+ J ;n ∈ N٠ بعضͬ .{برای

باشد. مͬ آرتینͬ Hd
I,J(M) ،dimM = d Mبا مولد متناهͬ -مدول Rͷی برای (ii)

خواهیم بیان Hr
I,J(M) ̸= ٠ که r صحیح عدد بزرگترین برای ویژگͬ ͷی همچنین،

کرد.
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چ مطالب فهرست

٧٢ فارسͬ به انگلیسͬ واژه�نامه



مقدمـه

جبری هندسه و جابجایی جبر در اساسͬ ابزارهای از ͬͺی موضعͬ کوهمولوژی قضایای

ͷگروتندی توسط میلادی ۵٠ دهه در موضعͬ کوهمولوژی های مدول آیند. مͬ شمار به

بزرگترین از ͬͺی ͷگروتندی الͺساندر شد. ابداع جبری هندسه در مطالعه برای ١ سر و

در ،١٩٧٠ تا ١٩۵٨ های سال طول در بزرگ انقلابی که است بیستم قرن ریاضیدانان

است، تحسین قابل هم تابعͬ آنالیز در او های تلاش همچنین کرد. ایجاد جبری هندسه

برد. کار به تابعͬ آنالیز در را ͬͺکاتگوری و جبری روشهای که بود کسͬ اولین وی زیرا

کوهمولوژی های مدول نشدن صفر و شدن صفر مورد در مهم مطلب دو وی بویژه،

کرد موضعͬ کوهمولوژی قضایای به بزرگͬ ͷکم مسائل این حل با که کرد بیان موضعͬ

مͬ�آوریم. عمل به پایان�نامه این در زیادی استفاده ها آن از ما و

برجسته اساتید از ͬͺی یوشینو یوجͬ اند. داشته فعالیت زمینه این در نیز دیͽری دانشمندان

[١٨] مرجع در یوشیزاوا تاکیشͬ و تاکاهاشͬ ریو همراه به وی که باشد مͬ اوکایاما دانشͽاه

١�Serre

ح



خ

متناهͬ R-مدول ͷی M که حالتͬ برای را H i
I,J(M) موضعͬ کوهمولوژی های مدول

های مدول اساسͬ نتایج ها آن واقع در دادند. قرار بررسͬ مورد وسیعͬ بطور است، مولد

ایده�آل دو به نسبت موضعͬ کوهمولوژی مدول�های به را معمولͬ موضعͬ کوهمولوژی

،Mمولد متناهͬ R-مدول هر برای که دادند نشان ها آن مثال، برای دادند. تعمیم (I, J)

دارد: وجود زیر تساوی

inf{i | H i
I,J(M) ̸= ٠} = inf{ depthMp | p ∈ W (I, J)},

در است. معمولͬ موضعͬ کوهمولوژی های مدول برای شده بیان نتیجه از تعمیمͬ که

آن نتایج برخͬ از استفاده با ٢٠٠٩ سال در وینگ کینگ و چو لیزهانگ ایشان، کار ادامه

میل کردند. بررسͬ را ایده�آل دو به نسبت موضعͬ کوهمولوژی های مدول بودن آرتینͬ ها،

عدد کمترین برای Hr
I (M) نبودن آرتینͬ چͽونگͬ [١١] در تانگ و لو ،[١٣] در کرسون

مدول برای را [١١] مهم نتایج تانگ و چو [٣] در اند. داده قرار مطالعه مورد را r صحیح

مراجع اساس بر که نامه پایان این دادند. تعمیم یافته، تعمیم موضعͬ کوهمولوژی های

نشدن صفر و شدن صفر مورد در بحث به دوم فصل در است، شده تنظیم [١٨] و [۴]

باوم-هارتشورن لیختن قضیه تعمیم و است مولد متناهͬ MیRͷ-مدول که H i
I,J(M)

مدول�ها این بودن آرتینͬ مورد در بحث به مطالب این از استفاده با همچنین مͬ�پردازیم.



د

بیان موضعͬ ͬͺکوهمولوژی بعد برای جدیدی توصیف سوم، فصل پرداخت.در خواهیم

مͬ�کنیم.



١ فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف

١



٢ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

اولیه مفاهیم ١.١

باشند. جابجایی و نوتری ها حلقه همه که کرد خواهیم فرض نامه پایان این تمام در

باشند. R از هایی ایده�آل J و I و حلقه ͷی R کرد فرضخواهیم همچنین

Mمجموعه محمل از منظور باشد. R حلقه روی Mمدولͬ کنید فرض .١.١.١ تعریف

SuppR(M) یا Supp(M) نماد با را مجموعه این است. {p ∈ Spec(R)|Mp ̸= ٠}

و حلقه ͷی R اگر که دید توان مͬ آسانͬ به دهیم. مͬ نشان

٠ −→ L
f−→ M

g−→ N −→ ٠

آنگاه باشد، �ها فیسم -همومر R و -مدول�ها R از دقیق رشته ͷی

Supp(M) = Supp(L) ∪ Supp(N).

صورت این در باشد. R حلقه روی مولد متناهͬ مدولͬ M کنید فرض .٢.١.١ لم

Supp(M) = {p ∈ Spec(R) | p ⊇ (٠ :R M)} = V (Ann(M)).

شود. رجوع [١٧] ٢٠.٩ لم به برهان.

.p ∈ Spec(R) و باشد R روی مدولͬ M و حلقه ͷی R کنید فرض .٣.١.١ تعریف

که باشد داشته وجود m ∈ M هرگاه Mاست، به وابسته اول ایده�آل ͷی p گوئیم



٣ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

اول ایده�آل�های همه مجموعۀ .m ̸= ٠ که کنید توجه .(٠ :R m) = Ann(m) = p

دهیم. مͬ نشان AssR(M) یا Ass(M)علامت با Mرا به وابسته

صورت این در باشد. R نوتری حلقه روی مدولͬ M کنید فرض .۴.١.١ لم

Ass(M) ̸= ∅⇐⇒ M ̸= ٠.

شود. رجوع [١٧] ٣۵.٩ نتیجه به برهان.

صورت این در باشد. R نوتری حلقه روی مدولͬ M کنید فرض .۵.١.١ قضیه

است. Ass(M) به متعلق Supp(M) نیمال مͬ عضو هر و Ass(M) ⊆ Supp(M)

شود. رجوع [١٧] ٣٩.٩ قضیه به برهان.

این در باشد. R از اول ایده�آل ͷی p و -مدول R ͷی M کنید فرض .۶.١.١ قضیه

صورت

p ∈ AssR(M) ⇐⇒ pRp ∈ AssRp(Mp).

شود. رجوع [١٢] ۶.٢ قضیه به برهان.

در باشد. مولد متناهͬ -مدول R ͷی M ̸= ٠ و حلقه ͷی R کنید فرض .٧.١.١ قضیه



۴ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

صورت به M مدول�های زیر از متناهͬ زنجیر ͷی صورت این

٠ = M٠ ⊂ M١ ⊂ · · · ⊂ Mn = M,

ایده�آل�های piها ١−Mi/Miکه ∼= R/pi ،١ ≤ i ≤ n هر ازای به که بطوری است موجود

است. R از اولͬ

شود. رجوع [١٧] ۴٠.٩ تمرین به برهان.

ͷی را R از a عنصر باشد. MیRͷ-مدول و حلقه ͷی R کنید فرض .٨.١.١ تعریف

Mمانند از ناصفری عضو باشد داشته وجود هرگاه نامیم، Mمͬ روی صفر علیه مقسوم

ZR(M) نماد با Mرا روی صفر های علیه مقسوم همه مجموعه .ax = ٠ که بطوری x

دهیم. مͬ نشان

را R از a عنصر باشد. مدول -R ͷی M و حلقه ͷی R کنید فرض .٩.١.١ تعریف

دیͽر بعبارت .ax ̸= ٠ ،M از x ناصفر عضو هر ازای به هرگاه گوئیم، منظم - M

.a /∈ ZR(M)

M از ناصفر مدول زیر ͷی N و ناصفر R-مدول ͷی M کنید فرض .١٠.١.١ تعریف

ناصفر مدول زیر هر ازای به که صورتͬ در Nاست، از اساسͬ توسیع ͷیM گوئیم باشد.



۵ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

b ∈ M ناصفر عضو هر برای معادل، بعبارت .L ∩ N ̸= ٠ باشیم داشته L مانند M

R-مدول ͷی M کنید فرض .rb ̸= ٠ و rb ∈ N که بطوری باشد موجود r ∈ R ͷی

است N انژکتیو پوشش ͷی M گوئیم صورت این در باشد. N اساسͬ توسیع و انژکتیو

مͬ�هیم. نشان E(N)علامت با و

M از مͬ�نیمال انژکتیو تحلیل ͷی باشد. R-مدول ͷیM کنید فرض .١١.١.١ تعریف

مانند انژکتیوی تحلیل ͷی دهیم، مͬ نشان E•(M)علامت با که را

٠ −→ E٠(M)
d٠−→ E١(M) −→ Ei(M)

di−→ Ei+١(M) −→ · · · ,

،i ∈ N هر ازای به و E٠(M) = E(M) که بطوری Mاست R-مدول برای

.Ei+١(M) = E(cokerdi−١)

بصورت و داده نشان dimM یا dimRM نماد با Mرا مدول -R بعد .١٢.١.١ تعریف

مͬ�کنیم. تعریف زیر

dimM := Sup{n ≥ ٠ | ∃ p٠ ⊂ p١ ⊂ · · · ⊂ pn , pi ∈ SuppR(M)}.

.dimM = ∞ کنیم مͬ تعریف باشد، نداشته وجود سوپریمم اگر

x١, x٢, . . . , xn عناصر باشد. MیRͷ-مدول و Rیͷحلقه فرضکنیم تعریف١٣.١.١.



۶ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

باشیم داشته ،١ ≤ i ≤ n هر برای هرگاه مͬ�نامیم، ضعیف رشته -M ͷی را R از

آنگاه ،(x١, x٢, . . . , xn)M ̸= M اگر بعلاوه، .xi /∈ ZR(M/(x١, x٢, . . . , xi−١)M)

مͬ�نامیم. رشته -M ͷی اختصار به یا منظم M-رشته ͷی را x١, x٢, . . . , xn

که باشد R از ایده�آلͬ I و مولد متناهͬ R-مدول ͷیM کنیم فرض .١۴.١.١ تعریف

نسبت I نمره را I در واقع های رشته -M طول بزرگترین صورت این در .IM ̸= M

آنگاه ،IM = M اگر همچنین دهیم. مͬ نشان grade(I,M) علامت با و گوئیم M به

عمق را M در m نمره آنگاه باشد، موضعͬ حلقه ͷی (R,m) اگر .grade(I,M) = ∞

دهیم. مͬ نشان depthM نماد با و Mگوئیم مدول

متناهͬ R-مدول ͷی M و نوتری حلقه ͷی R کنید فرض (گراسون). ١۵.١.١ قضیه

مانند زنجیر ͷی N مانند R-مدول هر ازای به صورت این در باشد. ١ باوفا و مولد

٠ = N٠ ⊆ N١ ⊆ · · · ⊆ Nk = N

ͷی Ni/Ni−١ ،١ ≤ i ≤ k هر ازای به که بطوری است موجود N های مدول زیر از

است. M از متناهͬ تعداد مستقیم جمع ͷهمومورفی تصویر

شود. رجوع [١٩] ١.۴ قضیه به برهان.

١Faithfully



٧ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

متناهͬ R-مدول ͷی M و نوتری حلقه ͷی R کنید فرض (آرتین-ریس). ١۶.١.١ لم

عدد ͷی دارد وجود صورت این در باشد. R از ایده�آلͬ I و مدول زیر ͷی N ⊆ M و

داریم ،n > c هر برای که بطوری c مثبت صحیح

InM ∩N = In−c(IcM ∩N).

شود. رجوع [١٢] ۵.٨ قضیه به برهان.

M و موضعͬ حلقه ͷی (R,m) کنید فرض .(ͷگروتندی نشدن صفر ) ١٧.١.١ قضیه

.Hn
m(M) ̸= صورت٠ این در باشد. n بعد با مولد متناهͬ ناصفر -مدول R ͷی

شود. رجوع [١] ۴.١.۶ قضیه به برهان.

R از ایده�آلͬ I و مدول -RͷیM فرضکنید .(ͷگروتندی صفرشدن ) ١٨.١.١ قضیه

.H i
I(M) = ٠ داریم i > dimM هر ازای به صورت این در باشد.

شود. [١]رجوع ١.١.۶ قضیه به برهان.

مولد متناهͬ R-مدول ͷی M و موضعͬ حلقه ͷی (R,m) کنید فرض .١٩.١.١ قضیه

است. آرتینͬ R-مدول ͷی H i
m(M) ،i ∈ N هر ازای به صورت این در باشد.

شود. رجوع [١] ٣.١.٧ قضیه به برهان.



٨ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

بعد با موضعͬ حلقه ͷی (R,m) کنید فرض باوم-هارتشورن). (لیختن ٢٠.١.١ قضیه

معادلند: زیر شرایط صورت این در باشد. R از واقعͬ ایده�آل ͷی a و d

Hd؛
a (R) = ٠ (i)

.dimR̂/(aR̂ + p) > ٠ داریم ،dimR̂/p = d که R̂ از p اول ایده�آل هر برای (ii)

شود. رجوع [١] ١.٢.٨ قضیه به برهان.

کوهن- حلقه را R باشد. نوتری و موضعͬ حلقه ͷی R کنید فرض .٢١.١.١ تعریف

.depthR = dimR هرگاه مͬ�نامیم، مͺالͬ

برای صورت این در باشد. R-مدول ͷی M و حلقه ͷی R کنید فرض .٢٢.١.١ قضیه

داریم: p ∈ Spec(R) هر

µi(p,M) = dimK(p)ExtiRp
(K(p),Mp) = dimK(p)(ExtiR(R/p,M))p

ایده�آل به نسبت M مدول باس عدد i-امین را µi(p,M)) .K(p) = Rp/pRp آن در که

نامیم.) مͬ p اول

شود. رجوع [١٢] ١٨.٧ قضیه به برهان.



٩ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

،R از I ایده�آل ͷی برای و باشد مولد متناهͬ R-مدول ͷی M اگر .٢٣.١.١ تبصره

[٨] ،٨.٢.٩ نتیجه بنابه آنگاه باشد، IM ̸= M

grade(I,M) = inf{i | Exti(R/I,M) ̸= ٠}.

آنگاه باشد، m ماکسیمال ایده�آل با موضعͬ حلقه ͷی R اگر نتیجه، در

depthM = inf{i | Exti(R/m,M) ̸= ٠} = inf{i | µi(m,M) ̸= ٠}.

فرض باشد. مولد متناهͬ R-مدول ͷی M و حلقه ͷی R کنید فرض .٢۴.١.١ گزاره

صورت این در باشد. M از مͬ�نیمال انژکتیو تحلیل ͷی E•(M) کنید

Ei(M) ∼=
⊕

p∈Spec(R)

E(R/p)µi(p,M).

شود. رجوع [٢] ٩.٢.٣ گزاره به برهان.

R-مدول صورت این در باشد. موضعͬ حلقه ͷی (R,m) کنید فرض .٢۵.١.١ تعریف

هرگاه گوئیم، R از ͷکانونی مدول ͷی را K مولد متناهͬ

HomR(H
d
m(R), E(R/m)) ∼= K̂R.

آنگاه باشد، تام R اگر

K ∼= HomR(H
d
m(R), E(R/m)),



١٠ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

کوهن- موضعͬ حلقه ͷی (R,m) اگر که کنید توجه است. R از ͷکانونی مدول ͷی

گوئیم، R از ͷکانونی مدول ͷی Kرا مولد متناهͬ R-مدول باشد، d بعد با کامل مͺالͬ

اگر فقط و اگر

µi(m, K) =

{
١ if i = d
٠ if i ̸= d.

هر و i ∈ N٠ هر ازای به اگر فقط و اگر است گرنشتاین R حلقه ͷی .٢۶.١.١ قضیه

،p ∈ Spec(R)

µi(p, R) =

{
١ if i = ht(p)
٠ if i ̸= ht(p).

.Ei ∼=
⊕

htp=i
p∈Spec(R)

E(R/p) ،i ∈ N٠ هر ازای به اگر فقط و اگر یعنͬ،

شود. رجوع [٨] قضیه٢٧.٢.٩ به برهان.

هرگاه مͬ�نامیم، ٢ کامل را R حلقه از I ایده�آل ͷی .٢٧.١.١ تعریف

gradeR(R/I) = pdR(R/I)

مͬ�دهد. نشان را R/I پروژکتیو بعد pdRR/I آن در که

٢Perfect


