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چͺیده

حالت در ͬͺزاریس موضعͬ سازی یͺنواخت اثبات از نمایͬ ارایه پایاننامه این ارایه از هدف
میدانهای ارزیابͬ ارزیاب، گروه ارزیابͬ، نظریهی در اساسͬ مفاهیم ابتدا مهم این برای است. جبری
ارزیابͬ نظریه در ͷکلاسی مثال چندین ادامه در شود. مͬ بررسͬ ارزیابͬها ترکیب و آنها رتبه مانده،
شده تعریف توپولوژی وسیله به میدان ͷی از ͬͺریمان-زاریس گونای چند سپس و شود مͬ ارائه
ͬͺزاریس موضعͬ سازی یͺنواخت از نتایجͬ نیز آخر قسمت در مͬگردد. معرفͬ ͬͺزاریس توسط

مͬشود. بیان جبری حالت در مطلب این برای اثباتͬ نهایت در و مͬگردد مرور

توسیع منفرد؛ نقاط جداسازی موضعͬ؛ سازی یͺنواخت ارزیابͬ؛ حلقه ارزیابͬ؛ کلیدی: واژگان
ارزیابͬ.

٩۶ نامه: پایان صفحات تعداد



گا୓ଡیز৯دজ࣓م ৾ଘم৤قدৎ
৮درم،ໆ଒را඼່اززಶඌীنراଘૼنآड़وࣾت

඼ෙय़با਩ی଒وओودمධශر୍ازख़࡛ࢴت୓یاو॥ت ماభم،ا૥ঀه
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ঃناجاتاঁذاଌඟ໊ن
من! خدای

که چرا کردم نمͬ گذر تو یاد دریای ساحل بر خویش خاطر کوره با هرگز نبود تو امر اطاعت اگر
از خویش ظرفیت اندازه به من دل کاسه و تو. بایسته نه است، من شایسته من وجود ظرف دانم مͬ

تو. ͬͽکران بͬ وسعت به نه و دارد، مͬ بر ذکر آب تو بحر
توست؟ مقدس مقام شناختͽاه به نیل قدرت مرا ناتوان پای کجا و

خدایا!
را. ما تو، کردن یاد هم و توست لطف را، تو ما کردن یاد هم

خدایا!
همین و توست نعمت بزرگترین مرا گذرد مͬ مطلق پاکͬ یاد ناپاک، این ذهن بر تو اذن به که همین

توست. لطف ترین عظیم مرا رود مͬ زبان بر تو منزه نام را آلوده این که
خدایا!

بͽذری. تنزیه به ما زبان بر که آنͬ از تر منزه تو
کند. تنزل ما دلهای اوج تا که آنست از برتر تو تسبیح و

بیالاید. ما قلب بالهای به را خود که آن از فراتر تو تقدیس و

من! خدای اما
شامͽاهان. و صبح در بتابان، ما بر ذکرت روشنای واز نهان و هویدا در خوان خویش به را ما

وپنهان. آشͺار در بنوشان، را ما ات خاطره زلال از و
وخزان. بهار در بوزان، ما دلهای بر را یادت نسیم و

من! خدای
عنایت صادقانه و شائبه بͬ تلاشͬ توفیق را ما و خفیه، پیوندی و ساز نهانͬ الفتͬ خویش و ما میان

بچشاند. ما به تو، پاداش میوه از و برساند رضایتت بوستان تا را ما که کوششͬ و کن



චاری ণپاس໋�

ستایش و حواس و اندیشه عالم از غایب بالذات، است قائمͬ سزاوار قیاس، و اندازه از بیرون سپاس
به نهایت بͬ درود و رخا و شدت زمان در مرتجͬ و مأمول است صاحبͬ لایق احصا، و حدّ بͬ
خاتم رشاد، و خیر ابواب فاتح بͬچون؛ برگزیدهی و الهͬ ندای به دهنده پاسخ نخستین پاک روان
پاکان بر و آله، و علیه الʓه صلͬ محمد القاسم ابͬ احمد، محمود مؤید، منصور نهاد، پاک رسولان

پیمبران. سرور آن فرزندان از پاکیزگان و
جناب بزرگوارم، و عزیز راهنمای استاد به نسبت را خود قدردانͬ و سپاس مراتب وسیله بدین
فراوان صدر سعهی و ارزنده راهنمایͬهای بدون که مͬدارم ابراز حسینͬ حسین محمد دکتر آقای
را خود تشͺر و قدردانͬ مراتب همچنین نبود. میسر تحقیق این انجام پژوهش، مراحل در ایشان
اینجانب مشاورهی زحمت که مقیمͬ فضائلͬ حسین دکتر آقای جناب عزیزم مشاور استاد به نسبت
پایان این داوری زحمت که اقدامͬ دکتر و نصرآبادی دکتر آقایان ارجمند اساتید و داشتند برعهده را

مͬدارم. ابراز داشتند عهده بر را نامه
رضا اسفندی، حامد بحری، شفیق آقایان بخصوص عزیزم همͺلاسͬهای و دوستان همهی از
حقّͬ بنده گردن بر نوعͬ به که گرانقدری دوستان تمامͬ و زاده عبدالʓه ابولفضل و زاده یعقوب

دارم. را سپاسͽزاری و تشͺر نهایت دارند
عفو قلم من، درشتͬ و کوتاهͬ بر همواره که بزرگوارم و مهربان عزیز، مادر و پدر از نهایت در
بͬچشم یاوری و یار زندگͬ عرصههای تمام در و گذشتهاند غفلتهایم کنار از کریمانه و کشیدهاند
تحصیل کسب برای داشتند توان در چه هر که جانم از عزیزتر خواهران و بودهاند من برای داشت
بتوانم که است امید دارم. را قدردانͬ و تشͺر کمال مهربانم و عزیز همسر و نͺردهاند دریغ من

باشم. عزیزان این مهربانͬهای جوابͽوی

ൌॣیدکاکاࣅبدا္
৘඼ෙ७ور۱۳۹۱
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پیشͽفتار

ضربͬ ریشه در تͺینͬ مقدماتͬ جبر در است. ریاضیات در اساسͬ موضوع ͷی تͺینͬ مبحث
فضای دارای گاه هر است غیرتͺین فضا در نقطه ͷی هندسه در مͬشود. نمایان جملهایها چند از
در غیرتͺین چندگونا ͷی جبری، بسته میدانهای در باشد. برابر فضا بعد با آن بعد که باشد مماس
یͺسان بعد دارای طوریکه به باشد داشته وجود نقطه آن در مماس فضای هرگاه است نقطه ͷی
موضعͬاش حلقه هرگاه است غیرتͺین نقطه ͷی در چندگونا ͷی کلͬتر، طور به باشد. چندگونا با
جبری ساده نͽاشتهای از استفاده با را تͺینͬ که است این اساسͬ مساله باشد. منظم حلقه ͷی
دوگویایͬ مورفیسم ͷی وسیله به را چندگونا این مͬتوان آیا که است معنͬ بدین این کنیم. حذف

آورد؟ بدست غیر-تͺین چندگونا ͷی از سره
رسمͬ غیر اثبات است. امͺانپذیر صفر مشخصه با میدان ͷی روی بعدها تمامͬ در مهم این
١٩٢١ سال در چͬسین٢ͬ و ١٨٩٩ سال در لووی١ توسط مختلط اعداد روی رویهها جداسازی برای
١٩٣۵ سال در واکر۴ توسط بار اولین قویتر اثبات است. گردیده ارایه ١٩٢۴ سال در آلبویهسو٣ و
صفر مشخصه با میدانها تمامͬ برای جبری اثبات ۵ͬͺزاریس توسط ١٩٣٩ سال در و شد ارایه
سال در داد. ارایه صفر غیر مشخصه از رویههای برای اثباتͬ ١٩۵۶ سال در ابهیانͺار۶ گردید. ارایه
ارایه ٢-بعدی عالͬ خمینههای تمام برای را تͺین نقاط از جداسازی برای اثباتͬ لیپمن٧ ١٩٧٨

نمود.
اثبات از استفاده با رویهها در جبری تابعͬ میدانهای در ارزیابͬها از طبقهبندی پایاننامه این در
ͷی و کرد خواهیم بررسͬ را صفر مشخصه دارای رویههای در موضعͬ یͺنواختسازی از ͬͺزاریس
این شد. خواهد ارایه ͬͺزاریس توسط جبری رویه ͷی برای منفرد نقاط سازی جدا اثبات برای ایده
کاربردهای مهمترین از ͬͺی تواند مͬ و است شده بنا جبری تابع میدانهای از ارزیابͬ تئوری بر اثبات

باشد. جبری هندسه در نظریه این
است. شده نوشته فصل چهار در نامه پایان این

نظریه در اساسͬ تعاریف به اول بخش در که مͬباشد بخش سه شامل پایاننامه این اول فصل
١Levi
٢Cheisini
٣Albuoesu
۴Waiker
۵Zariski
۶Abhyankar
٧Lipman



مطالب ٢فهرست

شیوه به ارزیابͬ معرفͬ به سوم بخش در و جبری هندسه در مقدماتͬ مفاهیم دوم بخش در حلقهها،
پرداخت. خواهیم کلͬ حالت در ارزیابͬ حلقههای معرفͬ و آن متداول

خواص و اساسͬ تعاریف اول بخش در که مͬباشد بخش چهار شامل پایاننامه این دوم فصل
و ارزیابͬ ͷی رتبه دوم بخش در شد. خواهد ارایه است نیاز مورد جداسازی برای که را ارزیابͬ
و مͬشوند معرفͬ ارزیابͬها توسیع نیز سوم بخش در مͬگیرند. قرار بررسͬ مورد ترکیبͬ ارزیابͬ
در ارزیابͬ توسیع مسایل درباره ضمنا شد. خواهد بررسͬ ͷکلاسی مثال چندین چهارم بخش در

شد. نخواهد صحبت انشعاب مسایل درباره همچنین و میدانها توسیع
بخش در و ارزیابͬ ͷی مرکز اول بخش در که مͬباشد بخش دو شامل پایاننامه این سوم فصل
سطح ”چͺيده ͬͺزاریس توسط که کنیم مͬ تعریف را میدان ͷی از ͬͺریمان-زاریس چندگونای دوم

شد. خواهد بیان فضا این اصلͬ ویژگͬ و مͬشود نامیده ریمان“ ”منیفلد یا ریمان“
یͺنواخت کلͬ مساله بیان به اول بخش در که مͬباشد بخش دو شامل پایاننامه این چهارم فصل
میدانهای روی جبری حالتسطوح در موضعͬ یͺنواختسازی اثبات بخشدوم در و پرداخته سازی
نماییم. مͬ گیری نتیجه را موضوع این حل ͬͽونͽچ و شود مͬ ارائه صفر مشخصه از جبری بسته



١ فصل

ومقدمات تعاریف

٣



ومقدمات تعاریف .١۴

.

ها خواصحلقه بر مروری ١.١

صفر غیر عنصر هر و ،١R ̸= ٠ هرگاه مͬنامیم میدان١ ͷی را R تعویضپذیر حلقه .١.١.١ تعریف
.xx−١ = ١ بهطوریکه باشد موجود x−١ ∈ R عنصر ،x ∈ R هر برای یعنͬ باشد یͺه آن

عنوان به نیست. درست مطلب این عͺس ولͬ است صحیح حوزه ͷی میدان هر .٢.١.١ نتیجه
.١

٢ /∈ Z ولͬ ٢.١
٢ = ١ و ٢ ∈ Z مثلا چون نیست میدان ولͬ است صحیح حوزه ͷی Z مثال

را P (x) ∈ F [x] جملهای چند صورت این در باشد. میدان ͷی F کنیم فرض .٣.١.١ تعریف
صورت به را آن نتوان هرگاه گوییم تحویلناپذیر

P (x) = f(x)g(x)

باشند. F [x] از ثابت غیر جملهایهای چند g(x)،f(x) آن در که نوشت

مختلط میدان روی اما است. تحویلناپذیر حقیقͬ میدان روی x٢ + ١ جملهای چند .۴.١.١ مثال
ثابتاند جملهایهای چند دقیقا D[x] در یͺهها چون و مͬشود تجزیه (x + i)(x − i) صورت به
تحویلناپذیر C[x] در x٢ + ١ بنابراین نیستند. یͺه C[x] در x− i و x+ i مͬباشند، یͺه D در که

نیست.
١Field



ها حلقه خواص بر مروری .١.١۵

روی را α ∈ E عنصر صورت این در باشد. F میدان توسیع ͷی E کنیم فرض .۵.١.١ تعریف
ریشهی α بطوریͺه باشد موجود g(x) ̸= ◦ مانند F [x] از جملهای چند ͷی هرگاه گوییم جبری F

باشد. g(x)
شود. مͬ نامیده E به نسبت F جبری بستار هستند جبری F روی که E از عناصری مجموعه

این در باشند. مختلط حقیقͬ، گویا، اعداد میدانهای ترتیب به C ،R ،Q کنیم فرض .۶.١.١ مثال
است. R جبری بستار C = R(i) واقع در است، جبری R روی نتیجه در و Q روی i ∈ C صورت

ایجاب ab ∈ p و p ̸= (١) هرگاه مͬنامیم اول ایدهآل ͷی را R حلقه از p ایدهآل٢ .٧.١.١ تعریف
.b ∈ p یا a ∈ p که کند

حوزه ͷی R/p قسمت٣ͬ خارج حلقه آنͽاه باشد R حلقه از اول ایدهآل ͷی p اگر .٨.١.١ نتیجه
است. صحیح

ایدهآل هیچ و m ̸= (١) اگر مͬنامیم ماکسیمال۴ ایدهآل ͷی را R حلقه از m ایدهآل .٩.١.١ تعریف
که نباشد موجود R از a

m ⫋ a ⫋ (١) = R.

خارج حلقه آنͽاه باشد R پذیر تعویض حلقه از ماکسیمال ایدهآل ͷی m اگر .١٠.١.١ نتیجه
است. میدان ͷی R/m قسمتͬ

باشد. مͬ ماکسیمال ایدهآل ͷی دارای حداقل R ̸= ٠ حلقه هر .١١.١.١ گزاره

حالت در مطلب این عͺس بر ولͬ است اول ایدهآل ͷی ماکسیمال، ایدهآل هر .١٢.١.١ تبصره
نیست. ماکسیمال ولͬ است اول Z حلقه در (٠) ایدهآل مثال عنوان به نیست. درست کلͬ

و باشد صحیح دامنه R حلقه اگر مͬنامیم اصل۵ͬ ایدهآل حوزه ͷی را R حلقه .١٣.١.١ تعریف
باشد. شده تولید عنصر ͷی توسط یعنͬ باشد اصلͬ ایدهآل ͷی آن ایدهآل هر

داشته ماکسیمال ایدهآل ͷی تنها اگر شود مͬ نامیده موضع۶ͬ حلقه ͷی A حلقه .١۴.١.١ تعریف
باشد.

٢Ideal
٣Quotient ring
۴Maximal ideal
۵Principal ideal domain
۶Local ring



ومقدمات تعاریف .١۶

A/m آنͽاه باشد، آن ماکسیمال ایدهآل تنها m و باشد موضعͬ حلقه ͷی A اگر .١۵.١.١ تعریف
شود. مͬ نامیده A مانده٧ میدان و است میدان ͷی

ایدهآل متناهͬ تعداد دارای هرگاه مͬنامیم نیمه-موضع٨ͬ حلقه ͷی را A حلقه .١۶.١.١ تعریف
باشد. ماکسیمال

مͬ ها آن ماکسیمال ایدهآل تنها صفر ایدهآل زیرا هستند، موضعͬ حلقه میدانها .١٧.١.١ مثال
باشد.

Z در ایدهآل هر صورت این در باشد. صحیح اعداد مجموعه R = Z کنیم فرض .١٨.١.١ مثال
باشد. اول عددی p یا p = ٠ اگر وتنها اگر است اول (p) ایدهآل .p > ٠ که باشد مͬ (p) شͺل به
باشد. مͬ موضعͬ ای حلقه Zp و هستند ماکسیمال است، اول عددی p که ،(p) های ایدهآل همه

ماکزیمال ایدهآل با موضعͬ حلقه ͷی Zpn آنͽاه ،n ≥ ١ و باشد اولͬ عدد p گاه هر .١٩.١.١ مثال
است. (p) بفرد منحصر

Z۴ ماکسیمال ایدهآل تنها {٠,٢} صورت این در گیریم. مͬ نظر در را Z۴ حلقه .٢٠.١.١ مثال
است. موضعͬ حلقه ͷی لذا و است

از x عنصر هر که طوری به باشد A از ایدهآل ͷی m و حلقه ͷی A کنید فرض .٢١.١.١ گزاره
آن ماکسیمال ایدهآل m و موضعͬ ی حلقه ͷی Aصورت این در باشد. A در یͺه عنصری A−m

است.

عنصر هر که طوری به باشد R از ماکسیمالͬ ایدهآل m و حلقه ͷی A کنید فرض .٢٢.١.١ گزاره
باشد. مͬ موضعͬ حلقه ͷی R صورت این در باشد. یͺه R در m+١ از

تولید ایدهآل است، ماکسیمال ایدهآل m چون صورت این در .x ∈ A − m کنید فرض برهان.
داریم قبل قضیه طبق مͬگیریم، نظر در را m و x بوسیله شده

m ⫋ m+ Ax ⊆ A = (١)

داریم بنابراین

m+ Ax = (١)
٧Residue field
٨Semi-local ring
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چون حال .xy = ١ − t اینرو از ،xy + t = ١ بطوریͺه t ∈ m و y ∈ A دارد وجود پس
طبق بنابراین است. یͺه هم xy پس است یͺه ١ +m چون و xy ∈ ١ +mپس ،١− t ∈ ١ +m

باشد. مͬ موضعͬ ی حلقه ͷی A قبل گزاره

معادلند: زیر شرایط آنͽاه باشد، یͺدار پذیر تعویض حلقه ͷی A گاه هر .٢٣.١.١ قضیه

است. موضعͬ ی حلقه ͷی A (١)

Mاند. ̸= R مانند ایدهآلͬ مشمول A های یͺه غیر تمام (٢)

دهند. مͬ تشͺیل ایدهآل ͷی A های یͺه غیر (٣)

I اگر فقط و اگر I ̸= R نتیجه در .(a) ⊂ I آنͽاه ،a ∈ I و باشد A از ایدهآلͬ I گاه هر برهان.
باشد. شده تشͺیل یͺهها غیر از فقط

،M ̸= R و هستند M ایدهآل مشمول A یͺههای غیر تمام (٢) به بنا چون (٢) =⇒ (٣)
است. ایدهآل ͷی که مͬباشد A یͺه غیر عناصر همان M خود بنابراین

ماکسیمال ایدهآل تمام یͺه غیر عناصر مجموعه حالت این در چون است واضح (٣) =⇒ (١)
است. موضعͬ حلقه A بنابراین و شد خواهد A حلقه

ایدهآل مشمول (a) بنابراین .(a) ̸= A آنͽاه باشد، یͺه غیر ͷی a ∈ A گاه هر (١) =⇒ (٢)
.a ∈M نتیجه در و است A از M بفرد منحصر ماکزیمال

زیرا است، موضعͬ حلقه ͷی هم AP کسرهای حلقه .٢۴.١.١ تبصره

m = {a
s
| a ∈ P, s ∈ S}

باشد. مͬ A حلقه از اول ایدهآل ͷی P که باشد مͬ AP ماکسیمال ایدهآل تنها

ایدهآل، این دهند، مͬ تشͺیل ایدهآل ͷی یͺه غیر عناصر موضعͬ حلقه ͷی در .٢۵.١.١ نتیجه
این است. فرد به منحصر ایدهآل این پس است موضعͬ حلقه چون و است ماکسیمال ایدهآل ͷی

دهیم. مͬ نشان (A,m) با را موضعͬ حلقه این و m با را ایدهآل

شود. مͬ اختیار بحث ابتدای در که باشد مͬ K ثابت میدان زمینه، میدان .٢۶.١.١ تعریف

مانند جمعͬ و آبلͬ گروهͬ (چپ) یRͷ-مدول باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .٢٧.١.١ تعریف
طوری به شود) مͬ داده نمایش ra با (r, a) (نقش R × A −→ A مانند تابعͬ با همراه است A

، a, b ∈ A و r, s ∈ R هر ازای به که
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؛ r(a+ b) = ra+ rb (الف)

r)؛ + s)a = ra+ sa ( ب )

r(sa)؛ = (rs)a ( ج )

و بوده (١R) یͺه عنصر دارای R هرگاه

١Ra = a باشیم داشته a ∈ A هر ازای به ( د )

است. یͺانͬ R-مدول ͷی A گوییم آنͽاه

صدق مدولهایش زیر روی (A.C.C.) افزایش٩ͬ زنجیر شرط در A مدول گوییم .٢٨.١.١ تعریف
زنجیر هر ازای به اگر است) نوتری١٠ (یا کند مͬ

A١ ⊆ A٢ ⊆ A٣ ⊆ . . .

،i ≥ n هر ازای به بهطوریکه باشد داشته وجود n > ٠ مانند صحیح عددی ،A مدولهای زیر از

Ai = An.

ایدهآلهای بر افزایشͬ زنجیر شرط در R اگر است (راست) چپ نوتری R حلقه .٢٩.١.١ تعریف
باشد. راست و چپ نوتری اگر است نوتری R گوییم کند. صدق (راست) چپ

دو ایدهآلهای بر ماکزیمال شرط در اگر فقط و اگر است نوتری R جابجایͬ حلقه .٣٠.١.١ نتیجه
باشد. متناهͬ تولید با R ایدهآل هر اگر فقط و اگر معادلا، یا کند، صدق طرفه

شبه-موضع١١ͬ حلقه باشد، نوتری A موضعͬ حلقه اگر ͬͺزاریس تعریف در .٣١.١.١ تعریف
شود. مͬ نامیده

١ ∈ S اینͺه بر مشروط شود مͬ نامیده ضربͬ R حلقه از S ناتهͬ مجموعه زیر .٣٢.١.١ تعریف
باشد. بسته ضرب به نسبت یعنͬ .ab ∈ S آنͽاه ،a, b ∈ s اگر و

صفر علیه مقسوم یͺدار ناصفر حلقه ͷی در که عناصری تمام از مرکب S مجموعه .٣٣.١.١ مثال
است. ضربͬ صحیح دامنه ͷی از ناصفر عناصر تمام مجموعه بخصوص، است. ضربͬ نباشند،

است. ضربͬ مجموعه ͷی هم یͺدار حلقه ͷی در یͺهها ی مجموعه همچنین
٩Ascendig chain condition

١٠Noetherian ring
١١Quasi-local
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است. ضربͬ بسته مجموعه S آنͽاه بͽیریم، نظر در را S = {١,٣} و A = Z۶ اگر .٣۴.١.١ مثال
همچنین و ١ ∈ S زیرا

١× ٣ = ٣ ∈ S
٣× ٣ = ٣ ∈ S

١× ١ ∈ S.

بستهی S = A−P آنͽاه باشد، A پذیر تعویض حلقه در اول ایدهآل ͷی P گاه هر .٣۵.١.١ مثال
طبق صورت این در .x, y ∈ S کنید فرض حال .١ ∈ A− P بنابراین P ̸= A زیرا است، ضربͬ
.xy /∈ P اول ایدهآل تعریف طبق باشد، مͬ A از اولͬ ایدهآل P چون و x, y /∈ P داریم S تعریف

است. ضربͬ بسته مجموعه ͷی S پس .xy ∈ S یعنͬ این و xy ∈ A− P بنابراین

تعریف رابطه باشد. R جابجایͬ حلقه از ضربͬ ای مجموعه زیر S کنیم فرض .٣۶.١.١ قضیه
وسیله به R× S مجموعه بر شده

(r, s) ∼ (r′, s′)⇐⇒ ∃s١ ∈ S; s١(rs
′ − r′s) = ٠

آنͽاه ،٠ /∈ S و باشد نداشته صفر علیه مقسوم R گاه هر علاوه به است. ارزی هم رابطه ͷی

(r, s) ∼ (r′, s′)⇐⇒ rs′ − r′s = ٠.

است. تعدی رابطه این دهیم نشان است کافͬ است، تقارنͬ و بازتابͬ ∼ که است واضح برهان.
صورت دراین .(b, t) ∼ (c, u) و (a, s) ∼ (b, t) که (a, s), (b, t), (c, u) ∈ R × S کنید فرض
نتیجه اول تساوی از حال .kta = ksb و ulb = ltc که طوری به دارند وجود k, l ∈ S عناصر
لذا و ksltc = lukta بنابراین .lukta = luksb دوم تساوی از و ksulb = ksltc که مͬشود
ͷی ∼ بنابراین .(a, s) ∼ (c, u) نتیجه در .ltk(ak − cs) = ◦ که طوری به دارد وجود ltk ∈ S

باشد. مͬ ارزی هم رابطه ͷی ،∼ رابطه لذا و است تعدی رابطه

هم رابطه ∼ و باشد R جابجایͬ حلقه از ضربͬ مجموعهای زیر S کنیم فرض .٣٧.١.١ تعریف
ارزی هم رده باشد، قبل قضیه ارزی

(r, s) ∈ R× S

مͬ نشان S−١R با را ∼ تحت R × S ارزی هم ردههای تمام مجموعه مͬدهیم. نشان r/s با را
شود. مͬ نامیده R کسرهای حلقه که است یͺدار و جابجایͬ حلقهای S−١R آنͽاه دهیم.
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مجموعه S−١A و A پذیر تعویض حلقه ضربͬ مجموعه زیر ͷی S کنیم فرض ٣٨.١.١.(الف) لم
زیر عمل دو با همراه S−١A مجموعه صورت این در باشد. A × S ارزی هم کلاسهای

است. جابجایͬ و یͺدار حلقه ͷی

S−١A× S−١A −→ S−١A

(
a

s
,
b

t
) 7−→ at+ bs

st

S−١A× S−١A −→ S−١A

(
a

s
,
b

t
) 7−→ ab

st

حوزه ͷی S−١A آنͽاه ،◦ /∈ S و باشد صفر علیه مقسوم بدون ناصفر حلقهای A گاه هر ( ب )
است. صحیح

باشد، A ناصفر عناصر تمام مجموعه S و صفر علیه مقسوم بدون ناصفر حلقهای A گاه هر ( ج )
است. میدان ͷی S−١A آنͽاه

باشیم داشته کنید فرض هستند. تعریف خوش عمل دو این دهیم مͬ نشان برهان.(الف)

که طوری به (a
s
,
b

t
), (

a
′

s′
,
b
′

t′
) ∈ S−١A× S−١A

(
a

s
,
b

t
) = (

a
′

s′
,
b
′

t′
).

صورت این در

b

t
=
b
′

t′
و a
s
=
a

′

s′
.

که دارد وجود گونهای به u, v ∈ S ٣۶.١.١ قضیه به بنا حال

u(as
′ − a′

s) = ◦ (∗)

همچنین و

v(bt
′ − b′t) = ◦ (∗∗)
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که مͬکنیم ثابت اکنون

ab

st
=
a

′
b
′

s′t′
و at+ bs

st
=
a

′
t
′
+ b

′
s
′

s′t′
.

است: برقرار وضوح به زیر تساوی

ua
′
svtt

′
+ uvb

′
tss

′
= ua

′
svtt

′
+ uvb

′
tss

′

داریم پس .vbt′ = vb
′
t و uas′ = ua

′
s که شود مͬ نتیجه (∗∗) و (∗) تساوی به توجه با

uas
′
vtt

′
+ uvbt

′
ss

′
= ua

′
svtt

′
+ uvb

′
tss

′

uv((at+ bs).s
′
t
′
) = uv((a

′
t
′
+ b

′
s
′
).st)

uv[((at+ bs).s
′
t
′
)− ((a

′
t
′
+ b

′
s
′
).st)] = ◦

است. تعریف خوش جمع عمل نتیجه در

داریم vbt′ = vb
′
t و uas′ = ua

′
s به توجه با همچنین

uas
′
vbt

′
= ua

′
svb

′
t.

داریم اینرو از

uv(abs
′
t
′ − a′

b
′
st) = ◦,

است. تعریف خوش ضرب عمل نتیجه در

قرینه عضو −a
s
و است جمع عمل به نسبت همانͬ عضو ◦

s
اینͺه و شد بیان آنچه به توجه با

مͬدهد. حلقه تشͺیل فوق اعمال با S−١A که است واضح است جمعͬ

،A در اگر فقط و اگر a
s

=
◦
s
آنͽاه ،◦ /∈ S و باشد نداشته صفر علیه مقسوم A هرگاه ( ب )

.aa′
= ◦ ،A در اگر فقط و اگر (a

s
)(
a

′

s′
) = ◦ ،S−١A در نتیجه در .a = ◦

دامنه ͷی S−١A که مͬشود نتیجه اینرو از و a′
= ◦ یا a = ◦ اگر فقط و اگر aa′

= ◦ چون
است. صحیح
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عنصر هر چون و است s
a
∈ S−١A مساوی a

s
∈ S−١A معͺوسضربͬ آنͽاه ،a ̸= ◦ گاه هر ( ج )

است. میدان ͷی S−١A لذا باشد مͬ معͺوس دارای S−١A از

S به نسبت A کسرهای حلقه یا قسمتها خارج حلقه بالا لم در را S−١A حلقه .٣٩.١.١ تعریف
مͬنامند.

این در باشد، B حلقه زیر A و یͺدار جابجایͬ حلقه دو B و A کنید فرض .۴٠.١.١ تعریف
عضوی باشد صحیح A روی که B از عضو هر هرگاه است صحیح بسته B در A گوییم صورت

نباشد. موجود B در مشمول A از سرهای توسیع هیچ دیͽر عبارت به باشد. B از

از p′ ایدهآل هر برای باشد. A از ضربͬ مجموعه زیر S و حلقه ͷی A کنیم فرض .۴١.١.١ گزاره
.b′ = S−١b که طوری به ،b = (iSA)

−١(b′) کنیم فرض ،S−١A

به S−١A از همریختͬ باشد. A −→ A/b کانونͬ همریختͬ f کنیم فرض (الف)

(f(S))−١(A/b)

یͺریختͬ تقسیم، وسیله به که، باشد مͬ آن هسته b′ و پوشاست ،f با مرتبط کانونͬ طور به
همریختͬ این بر علاوه کند. مͬ تعریف (f(S))−١(A/b) بتوی (S−١A)/b′ از کانونͬ

باشد. مͬ ͷی به ͷی (f(S))−١(A/b) به A/b از کانونͬ

،A ( اول ) ماکسیمال های ایدهآل مجموعه به محدود ،b′ 7−→ b = (iSA)
−١(b′) نͽاشت ( ب )

در که A های ایدهآل از مجموعه بتوی مجموعه این از ( شمول رابطه به توجه با ) یͺریختͬ
را S که A اول های ایدهآل مجموعه ) هستند ماکسیمال کنند نمͬ قطع را S که آنهایͬ میان

است. ( کنند نمͬ قطع

A کسرهای حلقه از یͺریختͬ آنͽاه ،q = (iSA)
−١(q′) و باشد S−١A از اول ال ایده q′ اگر ( ج )

a ∈ A آن در که کند مͬ تصویر (a/١)/(b/١) به را a/b که دارد وجود (S−١A)q′ حلقه بتوی
.b ∈ A \ q و

.١١.٢.٢ قضیه ،[٣] به شود رجوع برهان.
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تولید با A-مدول ͷی E و A از ایدهآلͬ m جابجایͬ، نوتری حلقه A کنیم فرض .۴٢.١.١ گزاره

x ∈ E از مجموعه ͷادی-m توپولوژی به توجه با E در {٠} از
m∩

n=١
mnE بستار باشند. متناهͬ

.(١−m)x = ٠ که طوری به باشد داشته وجود m ∈ m که است

.٢.٣.٣ گزاره ،[٣] به شود رجوع برهان.

اصلͬ های ایدهآل آن، ماکسیمال های ایدهآل که باشد موضعͬ حلقه A کنیم فرض .۴٣.١.١ گزاره

توان پوچ p همچنین و هستند Apn و (٠) ،A ایدهآلهای تنها آنͽاه ،
∞∩
n=١

Apn = (٠) اگر باشند. Ap

باشد. مͬ ارزیابͬ حلقه A یا است

.٢.١.۶ گزاره ،[٣] به شود رجوع برهان.

،K روی گسسته ارزیابͬ ͷی ν ،( جابجایͬ لزوما نه ) میدان ͷی K کنیم فرض .۴۴.١.١ گزاره
A ناصفر های ایدهآل صورت این در باشند. ν برای ساز یͺنواخت u و ν با مرتبط ارزیابͬ حلقه A

باشند. مͬ Aun (n ≥ ٠) فرم به و هستند طرفه دو

.١.۴.۶ لم ،[٣] به شود رجوع برهان.

و A-مدول ͷی E کسرهایش، میدان K صحیح، دامنه ͷی A کنیم فرض .۴۵.١.١ گزاره

E(K) = K ⊗A E

ϕ کنیم فرض باشد. عملͽرها حلقه دادن توسیع وسیله به آمده بدست K روی برداری فضای
کانونͬ A-خطͬ نͽاشت نمایانͽر

x −→ ١⊗ x

داریم صورت این در باشد. E(K) بتوی E از
. x ∈ E و ، λ ̸= ٠λ ∈ A که است λ−١ϕ(x) صورت به E(K) از عضو هر (الف)

است. E از ، T (E) تابدار مدول زیر ϕ هسته ( ب )

.٨.٣.۶ گزاره ،[٣] به شود رجوع برهان.



ومقدمات تعاریف .١١۴

جبری هندسه به نͽاهͬ ٢.١

k عناصر از ها n-تایͬ تمام مجموعه باشد. ثابت جبری بسته میدان k کنیم فرض .١.٢.١ تعریف
p ∈ An عنصر مͬدهیم. Anنمایش با تر ساده طور به Anو

k با و نامیده k روی آفین١٢ n-فضای را
اگر و نقطه ͷی را

p = (a١, . . . , an)

نامند. مͬ p مؤلفههای را ها ai آنͽاه ، ai ∈ k که

کنیم فرض

A = k[x١, . . . , xn]

صورت به که را A از عناصری باشد. k روی متغیر n با جملهای چند حلقه

f(p) = f(a١, . . . , an)

معرفͬ k به آفین n-فضای از تابعها عنوان به مͬشوند تعریف باشد مͬ p ∈ An و f ∈ A آن در که
شوند. مͬ

صحبت f صفرهای مجموعه درباره مͬتوان آنͽاه باشد، جملهای چند ͷي f ∈ A اگر بنابراین
با را آن و کرد

Z(f) = {p ∈ An | f(p) = ٠}

مجموعه را T صفر مجموعه آنͽاه باشد، A از مجموعهای زیر T اگر تر، کلͬ طور به داد. نشان
صورت به و داده قرار T عناصر تمام مشترک صفرهای

Z(T ) = {p ∈ An | ∀f ∈ T ; f(p) = ٠}

شود. مͬ گذاری نام
آنͽاه باشد T وسیله به شده تولید A در ایدهآل ͷی a اگر وضوح به

Z(T ) = Z(a)

١٢affine n-space


