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 چكيده

گوردون براي ميدان اسكالر  –كلاين  –ي معادلات انيشتين  خواهيم به بررسي حل جفت شده در اين پايان نامه مي

كند.  ناميم آشكار مي هايي را كه اوسيلاتون مي حقيقي وابسته به زمان بپردازيم. حل اين معادلات جواب

گوردون هستند. هر يك  –كلاين  –ها وابسته به زمان، غير تكين و سطح مجانبي حل معادلات انيشتين  اوسيلاتون

نمودارها نشان خواهيم داد. در حل معادلات خود را به پتانسيل درجه دوم  ها را به كمك معادلات و از اين ويژگي

  پردازيم.  محدود كرده و فقط به بررسي اين حالت مي

پردازيم كه آيا حد نيوتوني براي آنها وجود  ها وابسته به زمانند به بررسي اين پرسش مي از آنجايي كه اين جواب

ها  افتد. به بررسي شرط پايداري اوسيلاتون شرايطي اتفاق مي دارد و اگر چنين حدي وجود دارد تحت چه

  دهيم.  ها را مورد مطالعه قرار مي هاي اطراف اوسيلاتون پردازيم و نهايتا ژئودزيك مي

  .گوردون، اوسيلاتون –كلاين  –معادلات انيشتين  :يكلمات كليد
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١ فصل

مقدمه

ذرات این دارند. کیهان�شناسͬ و ذرات ͷفیزی در مدل�ها از بسیاری در مهمͬ نقش اسͺالر میدان�های

گرانشͬ کراندار اشیاء فرم به پایدار مͺانیسم�های برخͬ کنار در و بͽیرند قرار یͺدیͽر کنار در مͬ�توانند

.[١] باشند سالیتون١ͬ ستاره�های نوسان مثل

حل�های از مرتبه�ایی اسͺالر، میدان�های مثل میدان�ها از برخͬ با گرانشͬ سیستم ͷی بررسͬ در

ͷی بررسͬ با باشند. موهومͬ یا حقیقͬ مͬ�توانند اسͺالر میدان�های این دارد. وجود کروی متقارن

.[٢] داشت خواهیم تکین غیر حل�های حقیقͬ، اسͺالر میدان�های با گرانشͬ سیستم

ͬͺتوپولوژی غیر میدان�هایکلاسیͷحل�هایسالیتونͬ نظریه�های استکه شده فهمیده مدتزیادی

از ناحیه�ایی به زمان�ها همه�ی برای صفردارند، غیر و متناهͬ جرم�های که حل�هایی مانند مͬ�پذیرد را

است شده پذیرفته حالا مͺانͬ�اند. غیر طبیعت در اینکه و تکینگͬ�اند از رها شده�اند، محدود فضا

شود. محاسبه مͬ�تواند جهان کل جرم از ͬͺکوچ کسر برای فقط مرئͬ) (ماده�ی باریونͬ ماده�ی که

و است شده پیشنهاد باریونͬ غیر ماده�ی برای مͺانͬ غیر سالیتونͬ بندی�های پیͺر از مختلفͬ انواع

و سالیتونͬ ستاره�های ،Q − balls شامل گرفته�اند، قرار مطالعه مورد ͬͺفیزی اختر نقش�های برای

جفت واسطه�ی به اسͺالرند، میدان�های از شده ساخته پیͺربندی�های آنها است. بوزونͬ ستاره�های

گرانش. به یا ماده میدان�های سایر به خودش، به اسͺالر میدان غیرخطͬ شدگͬ

١Soliton Stars

١



مͬ�شوند، نامیده سالیتونͬ ستاره�های که را نجومͬ اشیاء از جدیدی رده�ی پنگ۴ و فریدبرگ٣ ل٢ͬ،

ͷی در شده جای�گزیده فرمیون�ها)، و (بوزون�ها ذرات از انبوهͬ توسط ستاره�ها این کرده�اند. کشف

هیͽزاند. نوع بوزون توسط شده ساخته است، خلأ مشابه ویژگͬ�هایش که کوانتومͬ، همدوس حالت

خورشید جرم برابر ۱۰۱۵ جرم با سرد ماده زیاد پایداریخیلͬ سالیتونͬ ستاره�های توجه قابل یͷویژگͬ

ستاره�ی ͷی خلاف بر است. سیاه�چاله ͷی به شدن تبدیل بدون است، نوری سال ۱۰−۱ اندازه�ی و

برابر ۵ از بزرگتر جرمͬ نمͬ�توانند که نوترونͬ ستاره�ی ͷی یا سفید کوتوله�ی ͷی مثل معمولͬ سرد

این رو این از دارد، اشاره همدوس موج بسته ͷی به سالیتون .[۴ ،٣] باشند داشته خورشید جرم

مͬ�شوند. خوانده اسم این به ستاره�ها

است. محدود انرژی فرض پایه�ی بر مͬ�شود، نامیده FLP نظریه که پنگ و فریدبرگ لͬ، نظریه

آمده�اند. دست به عمومͬ صورت به ستارگان نوع این ویژگͬ�های از بسیاری تاکنون،

سالیتونͬ یͷشͬ�ء فرم مͬ�تواند کند، ارضاء را کلاین-گوردون معادله�ی که حقیقͬ اسͺالر میدان

.[۵] باشد شده جفت انیشتین گرانش با که باشد کنش هم بر خود

حقیقͬ اسͺالر میدان برای انیشتین-کلاین-گوردون معادلات شده�ی جفت حل تئوری، نظر از

واقع در مͬ�کند. آشͺار مͬ�شود، نامیده سالیتونͬ ستاره�های نوسان یا اوسیلاتون که را اشیایی

است. سالیتونͬ ستاره�های نوسان برای مخففͬ اوسیلاتون

میدان برانگیخته. حالت و پایه حالت مͬ�باشند: دارا را حالت�ها از طیفͬ سالیتونͬ ستاره�های

اوسیلاتون�ها ترتیب. همین به و دارد یͷگره برانگیخته حالت اولین ندارد، گره�ایی پایه حالت اسͺالر

.[١] مͬ�شوند مشاهده عددی صورت به پایا کروی متقارن پایه�ی حالت

شده�ی جفت حل ͷی توسط که مͬ�کنیم مطالعه را گرانشͬ کنش هم بر خود شͬء نوع ͷی

اشیاء توسط حل مͬ�شود. بیان ماده میدان معادله�ی ͷی و انیشتین معادلات از سیستمͬ سولیتونͬ

میدان دو هر با است، دوره�ایی عوض، در اما، نیستند ایستا که مͬ�شوند توصیف کنش هم بر خود

٢Lee
٣Fridberg
۴Pang

٢



مͬ�کنند. نوسان زمان در فضا-زمانͬ هندسه�ی و ماده

شدند مشاهده شد، انجام سون۶ و زیدل۵ توسط که عددی سازی شبیه در بار نخستین اشیاء این

اصلͬ داده�های از کردند. بررسͬ را گرانشͬ شده�ی جفت حجیم حقیقͬ اسͺالر میدان ͷی آنها .[۶]

مشخص پایا حالت و زمانͬ دوره�ی ظاهرا و موضعͬ فضای ͷی در مͬ�تواند سیستم که مشخصشد

فرض بود. ثابت ثابت، فرکانس ͷی با اوسیلاتون�ها زمانͬ دوره�ی وجود با عددی شبیه�سازی شود.

مختلف، میدان�های فوریه�ی بسط توسط بررسͬ سپس بود، حل�ها مثل ساختار تناوبی حالت واقعͬ

.[٧] شدند داده تعمیم بوزونͬ ستاره�های نوسان به بار نخستین اشیاء این کرد. توصیف را سیستم

شد. تبدیل اوسیلاتون رایج اسم به بعد مدتͬ اما

است. انیشتین-کلاین-گوردون معادلات ایستای حالت حل�های از نتیجه�ایی بوزونͬ ستاره�های

در مͬ�کند، جلوگیری تکینگͬ از که مͬ�شود ظاهر بنیادی صورت به اوسیلاتون�ها زمانͬ وابستگͬ

.[٨] مͬ�شوند ظاهر تکراری تکینگͬ�های که ایستا حل�های با مغایرت

اوسیلاتون�های دارند. وجود (u−branch) ناپایدار و (s−branch) پایدار شاخه�ی دو در اوسیلاتون�ها

.[٩] بروند پایدار اوسیلاتون�های شاخه�ی به مͬ�توانند باشد، مناسب جرمشان اگر پایدار غیر

مͬ�شود. تاریͷناشͬ انرژی مانند اسͺالر میدان�های مدل از اوسیلاتون�ها برایمطالعه�ی یͷانگیزه

است. اسͺالر میدان�های از استفاده با کیهان ساختار فرمول�بندی مدل�هایی چنین در مهم ایده�ی

مجانبی سطح و غیرتکین توپولوژی، غیر زمان، به وابسته اوسیلاتون�ها خلاصه، صورت به

هستند. انیشتین-کلاین-گوردون معادلات حل�های

اسͺالر میدان برای معادله�ایی انیشتین، معادلات ͷکم به کروی، متقارن حالت گرفتن نظر در با

مرزی شرایط و روابط این ͷکم به مͬ�کند. ارضاء را کلاین-گوردون معادله�ی که مͬ�آوریم دست به

مͬ�آوریم. دست به را اوسیلاتون�ها ویژگͬ�های

توضیحاتͬ و مͬ�پردازیم معادله�یکلاین-گوردون و انیشتین معادلات بیان به دوم فصل در ابتدا در

۵Seidel
۶Suen
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مͬ�شود. ارائه آنها مورد در

ͷکم به و مͬ�پردازیم انیشتین-کلاین-گوردون شده�ی جفت معادلات بررسͬ به سوم، فصل در

همچنین مͬ�دهیم. نشان را اوسیلاتون�ها دیͽر ویژگͬ�های از برخͬ ضرایبمتریͷو نمودار عددی حل

مͬ�آوریم. دست به را اوسیلاتون�ها پایداری شرط

ژئودزی�ͷهای آخر فصل نهایتدر در و مͬ�پردازیم اوسیلاتون�ها نیوتونͬ حد بررسͬ به چهارم فصل در

مͬ�آوریم. دست به را اوسیلاتون�ها اطراف

۴



٢ فصل

معادله و انیشتین معادلات
کلاین-گوردون

انیشتین معادلات ١.٢

فضا-زمانند. از موضعͬ ساختار کننده�ی توصیف موضعͬ میدان�های معادلات انیشتین١، معادلات

ͬͺی مͬ�کنند. توصیف جرم-انرژی توزیع توسط را فضا-زمانͬ انحناء تولید چͽونگͬ معادلات این

کمیت ͷی تعریف نیازمند نتایج این است. جرم-انرژی بقای فرمول�بندی این اساسͬ الزامات از

و ریچ٢ͬ خمش از که است انیشتین تانسور کمیت این کند. ارضاء را شرایط این که است هندسͬ

توصیف را گرانشͬ میدان که است ͬͺمتری انیشتین معادله�ی حل است. شده ساخته ریچͬ اسͺالر

مͬ�کند.

صورت به انیشتین معادله�ی

Gµν = κ۰Tµν (١.٢)

مشتقات و ͷمتری به وابسته که است ریچͬ اسͺالر و ریچͬ تانسور شامل Gµν که مͬ�شود، بیان

مͬ�شود: بیان زیر رابطه�ی با انیشتین تانسور است. ͷمتری

Gµν = Rµν − ۱

۲
Rgµν (٢.٢)

هم�چنین است. ماده حرکت انرژی-اندازه تانسور Tµν است. ریچͬ اسͺالر R و ریچͬ تانسور Rµν که

١Einestin
٢Ricci

۵



است شده استفاده c = ۱ از که شود. نوشته نیز κ۰ = ۸π
m۲

pl
صورت به مͬ�تواند که است κ۰ = ۸πG

c۴

فضا-زمانͬ هندسه�ی کننده�ی بیان انیشتین معادلات چپ سمت واقع در است. پلانک جرم mpl و

مͬ�شوند: حل زیر روش�های به معادلات این است. ماده معادلاتتوصیفکننده�ی این راست وسمت

کردن مشخص برای است gµν ͷمتری تانسور برای دیفرانسیل معادلات میدان، معادلات الف)

حرکت. انرژی-اندازه تانسور

مشخص برای حرکتهستند انرژی-اندازه تانسور برای دیفرانسیل معادلات میدان، معادلات ب)

.gµν ͷمتری عناصر کردن

میدان معادلات حل ٢.٢

است: زیر صورت به ͷمتری شͺل عمومͬ�ترین کروی، تقارن با ایستا حالت گرفتن نظر در با

ds۲ = e۲νdt۲ − e۲λdr۲ − r۲dθ۲ − r۲sin۲θdφ۲ (٣.٢)

ها g۰i و زمانند از مستقل ها gµν که است معنͬ این به ایستایی شرط هستند. r از توابعͬ λ و ν که

نوشت: (٢-٣) از را ها gµν مقادیر مͬ�توان باشند. صفر برابر باید

g۰۰ = e۲ν , g۱۱ = −e۲λ, g۲۲ = −r۲, g۳۳ = −r۲sin۲θ (۴.٢)

g۰۰ = e−۲ν , g۱۱ = −e−۲λ, g۲۲ = −r−۲, g۳۳ = −r−۲sin−۲θ (۵.٢)

رابطه�ی از را ،Γα
µν دوم، نوع کریستوفل نمادهای

Γα
µν =

۱

۲
gαγ(gγν,µ + gµγ,ν − gµν,γ) (۶.٢)

مͬ�آوریم. دست به

Γ۱
۰۰ = ν ′e۲ν−۲λ,Γ۱

۱۱ = λ′

۶



Γ۱
۲۲ = −re−۲λ,Γ۱

۳۳ = −rsin۲θe−۲λ

Γ۰
۱۰ = ν ′,Γ۱

۱۳ = Γ۲
۱۲ = r−۱

Γ۲
۳۳ = −sinθcosθ,Γ۳

۲۳ = cotθ

ریچͬ تانسور معادله�ی داشتن با

Rµν = Γα
µα,ν − Γα

µν,α − Γα
µνΓ

β
αβ + Γα

µβΓβ
να (٧.٢)

داشت: خواهیم

R۰۰ = (−ν ′′ + λ′ν ′ − ν ′۲ − ۲ν ′

r
)e۲ν−۲λ

R۱۱ = ν ′′ − λ′ν ′ + ν ′۲ − ۲λ′

r

R۲۲ = (۱ + rν ′ − rλ′)e−۲λ − ۱

R۳۳ = R۲۲sin
۲θ

است. r به نسبت مشتق پریم مͬ�باشند. صفر ریچͬ تانسور دیͽر مؤلفه�های

باشند. صفر برابر عبارات این که مͬ�کند ایجاب (Tµν = ۰) انیشتین معادلات خلأ حل

رابطه�ی به معادلات حل با

re۲ν = r − ۲m

داشت: خواهیم پس است. انتگرال�گیری ثابت m آن در که مͬ�رسیم.

g۰۰ = ۱ − ۲m

r
(٨.٢)

است. کرده ایجاد را گرانشͬ میدان که است مرکزی جسم جرم همان دقیقا m انتگرال�گیری ثابت

٧



نوشت: زیر صورت به را کامل جواب مͬ�توان

ds۲ = (۱ − ۲m

r
)dt۲ − (۱ − ۲m

r
)−۱dr۲ − r۲dθ۲ − r۲sin۲θdφ۲ (٩.٢)

است، کرده ایجاد را میدان که جسمͬ سطح از خارج در که است شوارتزشیلد٣ ͷمتری جواب این

است. تکینگͬ دارای انیشتین معادلات ایستای حل مͬ�بینیم، که هم�چنان .[١٠] است صادق

از تهͬ، غیر فضای برای معادلات این حل برای بود. تهͬ فضای برای انیشتین معادله�ی حل این

است: زیر صورت به معادله این مͬ�کنیم. استفاده کیهان�شناسͬ ثابت با انیشتین معادلات

Gµν + Λgµν = −κ۰Tµν (١٠.٢)

جای به که تفاوت این با مͬ�آیند، دست به تهͬ فضای های Rµν مانند نیز تهͬ غیر فضای های Rµν

:[١١] نوشت زیر صورت به مͬ�توان را آن جواب که Rµν = Λgµν دهیم قرار باید Rµν = ۰

ds۲ = (۱ − ۲m

r
− ۱

۳
Λr۲)dt۲ − (۱ − ۲m

r
− ۱

۳
Λr۲)−۱dr۲ − r۲dθ۲ − r۲sin۲θdφ۲ (١١.٢)

کلاین-گوردون معادله ٣.٢

معادله�ی بررسͬ در گوردون۶ و کلاین۵ شرودینگر۴، کار به ١٩٢۶ سال به کلاین-گوردون معادله

حرکت معادله این شد. نام�گذاری گوردون و کلاین اسم به چه اگر برمͬ�گردد. نسبیتͬ کوانتوم موج

کلاین- معادله واقع در است. صفر اسپین ذرات با فرضͬ اسͺالر میدان ͷی یا اسͺالر ذره�ی ͷی

زمانͬ مشتق دارای شرودینگر معادله با مقایسه در اما است شرودینگر معادله نسبیتͬ معادل گوردون

به اما آورد دست به را معادله�اش نسبیتͬ معادل شرودینگر خود واقع، در .[١٢] مͬ�باشد دوم مرتبه�ی

گذاشت: کنار را آن زیر دلیل سه

٣Schwartzshild
۴Schrodinger
۵Klein
۶Gordon

٨



منفͬ انرژی با حل�هایی شدن ظاهر (١

منفͬ پخش احتمال شدن ظاهر (٢

هیدروژن اتم برای نادرست طیف شدن ظاهر (٣

اما .[١٣] گذاشت کنار مͬ�شناسیم کلاین-گوردون معادله عنوان به که را چیزی او بنابراین،

مشابه رفتاری مͺان و زمان با نسبیت است. آن تفسیر در کلاین-گوردون معادله در مسئله مهم�ترین

به بزرگͬ از مرتبه ͷی در باید مͺانͬ و زمانͬ مشتقات که مͬ�کند ایجاب موج، معادلات در این دارد.

دارد وجود زمان به نسبت اول مرتبه�ی مشتق ͷی شرودینگر، نسبیتͬ غیر معادله در شوند. برده کار

مͬ�باشد. دوم مرتبه فضایی مختصات به نسبت مشتق اما

مͬ�نویسیم: فضایی بعد ͷی در را شرودینگر معادله

i~
∂ψ

∂t
= − ~۲

۲m

∂۲ψ

∂x۲
+ V ψ (١٢.٢)

ͷی و چپ، سمت در زمان از اول مرتبه مشتق ͷی که زمانͬ تا باشد نسبیتͬ نمͬ�تواند معادله این

داریم. راست سمت در مͺان به نسبت دوم مرتبه مشتق

نسبیت در جرم و تکانه انرژی، بین بنیادی رابطه�ی با مͬ�آوریم. دست به را کلاین-گوردون معادله

مͬ�کنیم. خاصشروع

E۲ = p۲c۲ +m۲c۴

نظر در را شرودینگر زمان از مستقل معادله�ی منظور این برای عمل�گرند. p و E کوانتوم ͷانیͺم در

مͬ�گیریم

Eψ = − ~۲

۲m

∂۲ψ

∂x۲
+ V ψ

مͬ�دهیم نشان عمل�گر ͷی با را آن و مͬ�گیریم نظر در انرژی برای جایͽذاری ͷی

E → i~
∂

∂t

٩



داریم تکانه برای و

p→ −i~ ∂

∂x

بعد سه برای که

p⃗→ −i~▽

انرژی، برای انیشتین رابطه�ی در را جایͽذاری�ها این کلاین-گوردون، معادله آوردن دست به برای

داریم مͬ�کنیم. اعمال φ موج تابع ͷی به و مͬ�دهیم انجام جرم و تکانه

E۲ = −~۲ ∂
۲

∂t۲
, p۲ = −~۲▽۲

مͬ�شود نوشته زیر صورت به تکانه و جرم انرژی، بین انیشتین رابطه�ی عملͽرها، حسب بر بنابراین،

−~۲ ∂
۲

∂t۲
= −~۲c۲▽۲ +m۲c۴

کلاین- معادله معادله، بازنویسͬ و کار این با ،φ = φ(t, x) مͬ�کنیم، اعمال را فضا-زمانͬ تابع ͷی

مͬ�آید دست به گوردون

~۲∂
۲φ

∂t۲
− ~۲c۲▽۲φ+m۲c۴φ = ۰

داریم: ~ = c = ۱ با و

∂۲φ

∂t۲
− ▽۲φ+m۲φ = ۰ (١٣.٢)

نوشت. مناسب�تری فرم در را معادله مͬ�توان دالامبرین، عمل�گر تعریف با

� =
∂۲

∂t۲
− ▽۲

داریم: پس است. دالامبرین عمل�گر

(� +m۲)φ = ۰ (١۴.٢)

١٠



اسͺالر ͷی مثل و برمͬ�گردد همان به چارچوب�ها همه�ی در زیرا است نسبیتͬ ناوردای ͷی دالامبرین

ما به این مͬ�گیریم. نظر در عمل�گر را � + m۲ پس است اسͺالر ͷی هم m جرم مͬ�کند. رفتار

باشد. اسͺالر ͷی φ تابع که بود خواهد هم�وردا٧ صورتͬ در کلاین-گوردون معادله مͬ�گوید،

صورت به تبدیل xµ مختصات در همچنین،

x′µ = Λµ
νx

ν

صورت به تبدیل باشد، اسͺالر میدان ͷی φ(x) میدان اگر و بود خواهد

φ′(x) = φ(Λ−۱x)

را کلاین-گوردون معادله مهم ویژگͬ�های مͬ�توانیم پس است. تبدیل ماتریس Λ اینجا در که است

کنیم: بیان زیر صورت به

اسͺالر) میدان�های واقع مͬ�کند(در عمل اسͺالر ذرات بر (١

صفراند اسپین ذرات ذرات، این (٢

φ(x, t) = e−ip.x آزاد ذرات حل مͬ�کند. توصیف را آزاد ذرات شده ذکر کلاین-گوردون معادله

x = (t, x⃗) و p = (E, p⃗) توسط که بردارند چهار p و xپس مͬ�کنیم، نسبیتخاصکار در مͬ�دهد. را

صورت به تعریف در اسͺالر حاصل�ضرب مͬ�شوند. داده

p.x = pµx
µ = Et− p⃗.x⃗

فضایی بعد ͷی برای مͬ�کند. ایجاب را جرم و تکانه انرژی، بین نسبیتͬ رابطه�ی آزاد ذرات حل است.

∂φ

∂t
=

∂

∂t
e−i(Et−px) = −iEe−i(Et−px) = −iEφ

∂φ

∂x
=

∂

∂x
e−i(Et−px) = ipe−i(Et−px) = ipφ

٧covariant

١١



داشت: خواهیم پس

∂۲φ

∂t۲
− ∂۲φ

∂x۲
= −E۲φ+ p۲φ

داشت: خواهیم کلاین-گوردون کامل معادله بردن کار به با بنابراین،

(E۲ − p۲)φ = m۲φ (١۵.٢)

داشت: خواهیم ترم�ها بازنویسͬ و موج تابع حذف با

E۲ = p۲ +m۲

مͬ�دهد: را منفͬ و مثبت مربعͬ ریشه�های انرژی، برای حل

E = ±
√
p۲ +m۲

حل این بود. نتیجه این کند، رها را کلاین-گوردون معادله شرودینگر شد باعث که دلایلͬ از ͬͺی

منفͬ و مثبت انرژی دو هر با حالت�هایی دارای ذرات است ممͺن که مͬ�گوید آزاد ذرات انرژی برای

باشند.

موج معادله�ی ͷی مثل کلاین-گوردون معادله از که بود دلیلͬ اولین منفͬ، انرژی حالت یافتن

که هستند، ذرات٨ پاد کننده�ی توصیف حل�های واقع در منفͬ، انرژی با حل�هایی شد. تفسیر ذرات

هستند. مثبت انرژی با و مثبت بار با اما جرم همان با ذراتͬ

این حل برای مͬ�دهد. اجازه را چͽالͬ منفͬ توزیع دوم، مرتبه�ی زمانͬ مشتق مسئله، دومین اما

احتمال جریان ~ = ۱ با مͬ�کنیم. شروع کوانتوم ͷانیͺم در جریان چͽالͬ رابطه�ی از مشͺل

J = −iφ∗∂φ

∂x
+ iφ

∂φ∗

∂x

نوشت: مͬ�توان مͬ�شود. تعریف

∂J

∂x
= −i∂φ

∗

∂x

∂φ

∂x
− iφ∗∂

۲φ

∂x۲
+ i

∂φ

∂x

∂φ∗

∂x
+ iφ

∂۲φ∗

∂x۲

٨antiparticles

١٢


