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چͺیده

ایستا جریان شبͺه�ی مسائل عنوان به مͬ�توانند واقعͬ جهان در گیری تصمیم مسائل از بسیاری
پیشرفت موجب واقعͬ شبͺه�های به تر ͷنزدی مدل�های وجود ضرورت شوند. سازی مدل پویا و
تغییر زمان به نسبت شبͺه پارامترهای پویا، جریان شبͺه�ی مدل�های در شد. پویا شبͺه�های نظریه�ی
تعریف نیز گره�ها در جریان سازی ذخیره و کمان�ها روی پیمایش زمان این، بر علاوه مͬ�کنند.
مͬ�شوند، استفاده مختلف شبͺه�های بندی مدل در گسترده طور به پویا شبͺه�های چه اگر مͬ�شود.
از نͽرفته�اند. قرار بررسͬ و بحث مورد ͷاستاتی شبͺه�های اندازه به شان پیچیدگͬ دلیل به اما
که مͬ�شود انجام معیار چند اساس بر جواب انتخاب سازی بهینه مسائل از بسیاری در دیͽر، طرف
مسائل برای هدفه چند شبͺه�ی جریان فرمول�بندی بنابراین هستند. متضاد معیارها این اوقات اغلب
مسأله�ی و هدفه دو هزینه�ی مینیمم با پویا جریان ماکزیمم مسأله�ی تحقیق این در است. ضروری
و فرمول�بندی پویا شبͺه��ی ͷی روی هدفه، سه هزینه�ی مینیمم با پویا جریان ماکزیمم سریعترین
پویا جریان ماکزیمم سریعترین مسأله�ی حل ایده�ی مͬ�شود. ارائه مسائل این حل برای الͽوریتم�هایͬ
مسائل از دنباله ͷی مͺرر حل با هدف فضای در کارا فرین نقاط تولید بر مبتنͬ هزینه، مینیمم با
جدید کارای فرین نقطه�ی ͷی یا مسأله هر حل با مͬ�باشد. هزینه مینیمم با پویا جریان ماکزیمم

مͬ�کند. تغییر هدف فضای در جستجو جهت یا مͬ�آید بدست

زمان پویای شبͺه معیاره، دو جریان پویا، مسیر کوتاهترین جریان، سریعترین کلیدی: واژگان
متوالͬ مسیر کوتاهترین پویا، جریان ماکزیمم گسسته،

١٠١ نامه: پایان صفحات تعداد



ৎقدم৮ଘدروماෙय़భباৣمॺଽࡗهوओودمرااز
ૡࣼهساراز࠙قࣼماিشانඵසرابਗی�අند

وख़مداඖن وৎقدمୀଘاభاৣم،േॐیدرضا



١ ೯دایا...
حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بͬ�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به
اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بͽذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مˀردنͬ و نخورم

مͬ�داری. دوست تو که آنچنان
به بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانͬ تو، بخاطر دیدن شͺنجه که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو
رهایͬ امید از مͬ�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگͬ بزرگ لذت تنها تو پای
را سعادت پاک هوای که توست خوشبختͬ از و مͬ�درخشد خسته�ام چشمان در امید برق که توست
ساده کلمات زیر در که را شͽفتͬ نیروی بزنم. حرف خوب نمͬ�توانم مͬ�کنم. احساس ریه�هایم در

دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و
نͽاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگͬ که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

است. عاجز من، دل در شعفͬ موج برانͽیختن از من،
آموخت. خواهم خود را مردن چͽونه بیاموز، من به را زیستن چͽونه تو،

بͬ�پاداش، کار بͬ�سلاح، جهاد بͬ�همراه، رفتن نومیدی، در صبر شͺست، در تلاش توفیق من به
خوبͬ بͬ�ریا، ایمان بͬ�نان، خدمت بͬ�نام، عظمت بͬ�عوام، مذهب بͬ�دنیا، دین سͺوت، در فداکاری
دوست و جمعیت، انبوه در تنهایͬ بͬ�هوس، عشق بͬ�غرور، قناعت بͬ�خامͬ، گستاخͬ بͬ�نمود،

کن. روزی بداند، دوست بͬ�آنͺه داشتن

اඛඟ໋ھا�ଌୃنඛھاॴوم،باز೯داࡣت
৯داಶඍن�॥ت... اوجاඎিنૡঙه

شریعتͬ. علͬ دکتر از ١مناجاتͬ



චاری ণپاس໋�
به و شد رهنمونمان� دانش و علم طریق به و بخشید هستͬ�مان که را یͺتا پروردگار بͬ�کران سپاس
ساخت. روزیمان را معرفت و علم از خوشه�چینͬ و نمود مفتخرمان دانش و علم رهروان همنشینͬ
و قدردانͬ صمیمانه امان، مسعود دکتر آقای جناب بزرگوارم استاد از مͬ�دانم خود وظیفه آغاز در
از همچنین نمͬ�رسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده راهنمایͬ�های بدون قطعاً که کنم تشͺر
محترم اساتید و داشته�اند عهده بر را نامه پایان این مشاوره که نصرآبادی نسیم دکتر خانم سرکار
داوری قبول برای وزیری محمودزاده اسدا... دکتر آقای جناب و حسن�پور حسن دکتر آقای جناب

دارم. را تشͺر کمال نامه پایان این
که عزیزم برادران و آورده�اند فراهم من تحصیل ادامه برای را زمینه که عزیزم مادر و پدر از پایان در

مͬ�نمایم. گزاری سپاس بوده�اند، من همراه مراحل تمام در

ख़مدی ౹ตه
ෙ७ور۱۳۹۲



مطالب فهرست

ت تصاویر لیست

٣ مقدماتͬ تعاریف و مفاهیم ١
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف�ها بر مقدمه�ای ١.١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ایستا جریان شبͺه�ی بر مقدمه�ای ٢.١
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . جریان هزینه�ی مینیمم مسأله�ی ١.٢.١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جریان ماکزیمم مسأله�ی ٢.٢.١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسیر کوتاهترین مسأله�ی ٣.٢.١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . گذاری برچسب تصحیح الͽوریتم ۴.٢.١
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . متوالͬ مسیر کوتاهترین الͽوریتم ۵.٢.١
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . افزایشͬ مسیر الͽوریتم ۶.٢.١
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پویا جریان شبͺه�ی ٣.١
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . پویا جریان هزینه�ی مینیمم مسأله�ی ١.٣.١
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پویا جریان ماکزیمم مسأله�ی ٢.٣.١
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پویا جریان سریعترین مسأله�ی ٣.٣.١
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زمان یافته�ی� بسط شبͺه�ی ۴.٣.١
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پویا مانده�ی �شبͺه�ی ۵.٣.١

٢۵ زمان به وابسته جریان سریعترین مسأله حل ٢
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . زمان به وابسته پویای جریان زمان مینیمم مسأله�ی ١.٢
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . زمان به وابسته جریان ارسال زمان مینیمم مسأله�ی ٢.٢
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اهالͬ تخلیه�ی مسأله ریاضͬ مدل ٣.٢

آ�



ب مطالب فهرست

٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . اهالͬ تخلیه�ی مسأله�ی فرمول�بندی ١.٣.٢
٣٣ . . . . . . . پویا شبͺه�ی جریان مسائل در معادل هدف توابع برخͬ ٢.٣.٢
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . زمان به وابسته جریان سریعترین مسأله�ی حل ۴.٢
٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مبدأ ͷی به مبدأ چند تبدیل ١.۴.٢
٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقصد ͷی به مقصد چند تبدیل ٢.۴.٢
٣٩ . . . . . . . . . . . . زمان به وابسته ورود زمان زودترین الͽوریتم ٣.۴.٢
۴۴ . . . . . . . . . . . . . زمان به وابسته جریان سریعترین الͽوریتم ۴.۴.٢

هزینه�های از استفاده با زمان به وابسته جریان سریعترین الͽوریتم ۵.۴.٢
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یافته کاهش
۵١ زمان یافته�ی بسط شبͺه�ی روش از استفاده با پویا جریان زمان مینیمم مسأله�ی حل ۵.٢
۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محاسباتͬ نتایج ۶.٢

۶٠ هزینه مینیمم با پویا جریان ماکزیمم سریعترین ٣
۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معیاره چند گیری تصمیم ١.٣
۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شاخصه چند گیری تصمیم ١.١.٣
۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هدفه چند گیری تصمیم ٢.١.٣
۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . هدفه چند خطͬ ریزی برنامه مسأله�ی ٣.١.٣
٧٠ . . . . . . پویا جریان هزینه�ی مینیمم با ضمنͬ پویای جریان ماکزیمم مسأله�ی ٢.٣
٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . هزینه مینیمم با پویا جریان ماکزیمم مسأله�ی ٣.٣
٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زمان یافته�ی بسط �شبͺه�ی ۴.٣
٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . زمان یافته�ی بسط مانده�ی شبͺه�ی ١.۴.٣
٧٣ . . . پویا جریان هزینه�ی مینیمم با ضمنͬ پویای جریان ماکزیمم مسأله�ی حل ۵.٣
٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . پویا مسیر کوتاهترین الͽوریتم ١.۵.٣
٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . متوالͬ مسیر کوتاهترین الͽوریتم ٢.۵.٣
٨٠ . . . . . . . پویا جریان زمان مینیمم با ضمنͬ پویای جریان ماکزیمم مسأله�ی ۶.٣
٨٠ . پویا جریان زمان مینیمم با ضمنͬ پویای جریان ماکزیمم مسأله�ی حل ١.۶.٣
٨٢ . . . . . . انتقال زمان مینیمم و هزینه مینیمم با پویا جریان ماکزیمم مسأله�ی ٧.٣
٨۴ انتقال زمان مینیمم و هزینه مینیمم با پویا جریان ماکزیمم مسأله�ی حل ١.٧.٣
٨٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثال ٨.٣



پ مطالب فهرست

٩٢ گذاری� برچسب الͽوریتم آ�
٩٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گذاری برچسب الͽوریتم آ�.١

٩۵ انͽلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

٩٨ مراجع



تصاویر لیست

٣١ . . . . . . . . . . مقصد ͷی با شبͺه ͷی به مقصد چند با شبͺه ͷی تبدیل ١.٢
٣١ . . . . . . . . . . . . مبدأ ͷی با شبͺه ͷی به مبدأ چند با شبͺه ͷی تبدیل ٢.٢
۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١.۶.٢ مثال شبͺه ٣.٢
۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . پسرو کمان�های شدن اضافه از پس جدید شبͺه ۴.٢
۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . پسرو کمان�های شدن اضافه از پس جدید شبͺه ۵.٢

۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شاخصه چند گیری تصمیم ماتریس ١.٣
۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هدف فضای ٢.٣
۶٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.١.٣ مثال در تصمیم فضای ٣.٣
۶٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.١.٣ مثال در هدف فضای ۴.٣
۶٨ . . . . . . . . . . . . . ٧.١.٣ مثال در LP (λ) هدف تابع تراز منحنͬ�های ۵.٣
۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١٠.١.٣ مثال شͺل ۶.٣
٨٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١.٨.٣ مثال شبͺه ٧.٣
٩١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نامغلوب فرین نقاط و هدف فضای ٨.٣

ت



گفتار پیش
و تولید سیستم مͬ�گیرد. قرار استفاده مورد روزمره زندگͬ مسائل از بسیاری در شبͺه مفهوم
هستند. روزمره زندگͬ در استفاده مورد شبͺه مسائل از نمونه�هایͬ نقل، و حمل شبͺه و کالا توزیع
جریان شبͺه مسائل در مͬ�باشد. واقعͬ جهان مسائل سازی مدل در مهمͬ بسیار مؤلفه زمان بعد
این در است. صفر برابر کمان هر روی انتقال زمان و نمͬ�شود گرفته نظر در مولفه این ͷاستاتی
حل برای کارایͬ الͽوریتم�های اگرچه مͬ�باشند. ثابت زمان به نسبت شبͺه پارامترهای تمام حالت
عامل به ͬͽوابست نوعͬ به آن�ها در که مسائلͬ طرح با اما است، شده ارائه شبͺه�ها این روی مسائل
نمایان پیش از بیش واقعͬ مسائل برخͬ با تطابق در ͷاستاتی شبͺه�های نقص دارد، وجود زمان
شد مطرح پویا جریان شبͺه عنوان تحت جدیدی شبͺه�های مشͺل، این رفع راستای در مͬ�شود.
کلیدی نقش زمان عامل به شبͺه پارامترهای ͬͽوابست و کمان�ها روی جریان انتقال زمان آن در که
کنترل مانند واقعͬ سیستم�های از بسیاری بندی مدل در گسترده طور به پویا جریان شبͺه دارد.
برای پویا شبͺه�های مͬ�شود. استفاده ... و مخابراتͬ شبͺه�های توزیع، و تولید سیستم�های ،ͷترافی
دو پویا شبͺه�های برای محققین .[٧] شد مطرح ١٩۵٨ سال در فولͺرسون و فورد توسط بار اولین
.[۶] مͬ�گیرند نظر در پیوسته زمان مدل و گسسته زمان مدل نام به زمان، حسب بر بندی مدل نوع
نظر مد را هدف ͷی از بیش گیری تصمیم برای گیرنده تصمیم واقعͬ، مسائل از بسیاری در
است لازم بنابراین شود. مشͺلاتͬ بروز باعث است ممͺن هدف ͷی گرفتن نظر در مͬ�دهد. قرار
است ممͺن هدفه چند مسائل در شود. استفاده هدفه چند مدل�های از گیری تصمیم مسائل در
بهینه همزمان طور به را اهداف تمام که نقطه�ای یافتن صورت این در باشند. تضاد در هم با اهداف
دیͽری به نسبت آنها از کدام هیچ که هستیم روبرو جواب�ها از دسته ͷی با و نیست عملͬ کند،

ندارند. برتری
گرفته قرار بررسͬ مورد هزینه مینیمم با پویا جریان ماکزیمم سریعترین مسأله تحقیق، این در
جریان مقدار ماکزیمم انتقال زمان مدت و انتقال هزینه�ی سازی مینیمم هدف مسأله، این در است.

کرد. ارسال N = {0, ..., T} زمانͬ فاصله�ی در مقصد به مبدأ از مͬ�توان که است ممͺنͬ
مسائل برخͬ سپس مͬ�کنیم. ارائه را گراف�ها به مربوط تعاریف و مفاهیم ابتدا اول، فصل در
مͬ�کنیم. بیان مسائل این حل برای الͽوریتم�هایͬ و کرده فرمول�بندی را ایستا شبͺه�ی روی مطرح
روی مطرح مسائل برخͬ و کرده ارائه را پویا جریان شبͺه�ی به مربوط تعاریف و مفاهیم پایان در

مͬ�کنیم. فرمول�بندی را شبͺه این
وابسته جریان سریعترین مسأله�ی حل برای جمله�ای چند شبه زمان با الͽوریتمͬ دوم، فصل در



٢ تصاویر لیست

که نقل و حمل سریعترین و زمان به وابسته اهالͬ تخلیه�ی مسائل یعنͬ آن مسائل زیر و زمان به
زمان، به وابسته جریان سریعترین الͽوریتم مͬ�کنیم. بیان هستند، مقصد چند و مبدأ چند دارای
گره�ها ظرفیت انتقال، زمان آن در که پویا شبͺه�ی ͷی در زمان به وابسته جریان سریعترین مسأله�ی
این این، بر علاوه مͬ�کند. حل را مͬ�کنند تغییر زمان به نسبت مبدأ گره در عرضه و کمان�ها و
کرد. استفاده نیز زمان به وابسته پویای جریان زمان مینیمم مسأله�ی حل برای مͬ�توان را الͽوریتم

سپس مͬ�کنیم. مطرح را معیاره چند مسائل به مربوط تعاریف و مفاهیم ابتدا سوم، فصل در
هزینه مینیمم با پویا جریان ماکزیمم مسأله و هزینه مینیمم با ضمنͬ پویای جریان ماکزیمم مسأله�ی
مسأله�ی حل الͽوریتم مͬ�کنیم. ارائه مسائل این حل برای الͽوریتمͬ و بندی فرمول را دوهدفه
هدف گرفتن نظر در با که مͬ�کنیم طراحͬ طوری را هزینه مینیمم با ضمنͬ پویای جریان ماکزیمم
از ارسالͬ جریان ماکزیمم ضمنͬ طور به مقصد، به مبدأ از ارسالͬ جریان هزینه�ی سازی مینیمم صریح
هزینه مینیمم با ضمنͬ پویای جریان ماکزیمم مسأله�ی را مسأله این لذا آید. بدست نیز مقصد به مبدأ
ماکزیمم مسأله�ی هزینه، مینیمم با ضمنͬ پویای جریان ماکزیمم مسأله�ی حل الͽوریتم مͬ�نامیم.
با پویا جریان ماکزیمم سریعترین مسأله�ی پایان، در مͬ�کند. حل نیز را هزینه مینیمم با پویا جریان
حل ایده�ی مͬ�کنیم. ارائه مسأله این حل برای الͽوریتمͬ و بندی فرمول را هدفه سه هزینه مینیمم
ماکزیمم مسائل از دنباله ͷی مͺرر حل با هدف فضای در کارا فرین نقاط تولید بر مبتنͬ مسأله، این
مͬ�آید بدست جدید کارای فرین نقطه ͷی یا مسأله هر حل با مͬ�باشد. هزینه مینیمم با پویا جریان

مͬ�کند. تغییر هدف فضای در جستجو جهت یا
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گفتͽو و بحث اگرچه مͬ�کنیم. ارائه را گراف�ها به مربوط تعاریف و مفاهیم ابتدا فصل این در
این محتوای و زمان در نͽنجیدن دلیل به ولͬ مͬ�طلبد زیادی مفاهیم و تعاریف گراف�ها، پیرامون
است نیاز مورد تحقیق این در که تعاریف از پاره�ای ذکر به و کرده پرهیز آنها همه ذکر از تحقیق
الͽوریتم�هایͬ و کرده فرمول�بندی را ایستا شبͺه�ی روی مطرح مسائل برخͬ سپس مͬ�کنیم. بسنده
ارائه را پویا جریان شبͺه�ی به مربوط تعاریف و مفاهیم پایان در مͬ�کنیم. بیان مسائل این حل برای
بیش�تر مطالعه برای خواننده مͬ�کنیم. فرمول�بندی را شبͺه این روی مطرح مسائل برخͬ و کرده

کند. مراجعه [١٧] و [١] به مͬ�تواند

گراف�ها بر مقدمه�ای ١.١

اطلاعات آوری فن ویژه به علمͬ کاربردهای در توجهͬ قابل نقش گراف نظریه�ی اخیر سال�های در
کرده روشن همͽان بر رایانه�ای علوم در را خود توجه قابل نقش و است کرده پیدا ارتباطات و
توسط کوئینسبرگ پل مسأله حل انتشار با ١٧٣۶ سال در گراف نظریه�ی که مͬ�رسد نظر به است.
زمینه�ی در را کتاب اولین ٢خونی دنیس ١٩٣۶ سال در بعد، سال دویست است. شده آغاز اویلر١
که داد رخ گراف نظریه�ی در اساسͬ پیشرفت�های آن، از پس کوتاهͬ مدت نوشت. گراف نظریه�ی
از قسمتͬ بخش این در است. گراف نظریه�ی با آن ارتباط و کامپیوتر علوم پیشرفت مدیون بسیار

مͬ�کنیم. بیان را گراف نظریه�ی اولیه�ی تعاریف
١Euler
٢Denes König
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مجموعه�ی ͷی شامل مͬ�شود، داده نمایش G = (V,A) صورت به که G گراف .١.١.١ تعریف
از باشد) تهͬ مͬ�تواند A(که مجموعه�ی و نقطه) یا (گره رأس نام به عناصری از V متناهͬ ناتهͬ
رأس�ها تعداد مͬ�شود. نامیده گراف یال ͷی A عضو هر که است V عضوی دو زیرمجموعه�های
گراف مرتبه�ی کلͬ، حالت در مͬ�شود. نامیده گراف �اندازه�ی یال�ها، تعداد و آن �مرتبه�ی Gگراف در

مͬ�دهیم. نشان q با را آن اندازه�ی و p با را G

به را v و u رأس دو ،e یال و مجاورند G در v و u گوییم باشد، G گراف از یالͬ e = uv اگر
مͬشود، داده نشان N(v) با که v رأس ͬͽهمسای ،G گراف از v رأس هر برای مͬ�کند. وصل هم

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به
N(v) = {u ∈ V |uv ∈ A} .

ͷی .deg v =| N(v) | با است برابر مͬ�شود داده نشان deg v با که v درجه�ی صورت این در
مانند یال�ها و رئوس از متناوب دنباله�ی ͷی G گراف در گشت

W : v0, e1, v1, e2, v2, ..., vn−1, en, vn (n ≥ 0)

.ei = vi−1vi ∈ A ،i = 1, 2, ..., n برای �که �طوری به هستند، رئوس آن انتهای و ابتدا که است

مͬ�گیریم. نظر در v0 − vn گشت ͷی عنوان به را W مͬ�شود، ختم vn به و شروع v0 از W چون
با است.گشت n برابر ،Wگشت طول بنابراین مͬ�شود، تعریف آن یال�های تعداد گشت ͷی طول
ͷی ندارد. تͺراری رأس که است گشتͬ مسیر، ͷی مͬ�شود. نامیده بدیهͬ گشت ͷی صفر طول
رأس که است بسته گشتͬ دور ͷی .u ̸= v اگر است باز و u = v اگر است بسته u − v گشت

ندارد. آن) انتهای و ابتدا رأس جز تͺراری(به
G اگر هستند، (همبند) مرتبط v و u مͬ�گوییم باشند. G گراف در رئوسͬ v و u کنید فرض
رئوس از v و u زوج هر برای اگر است همبند G گراف باشد. u − v مسیر ͷی حداقل شامل
ناهمبند گراف بنابراین، مͬ�شود. نامیده ناهمبند نیست، همبند که گرافͬ باشند. مرتبط v و u ،G
و گراف�ها تمام نباشد. مسیری u − v هیچ شامل G که طوری به است v و u رأس دو دارای G
آن خلاف که آن مͽر مͬ�شوند فرض همبند مͬ�گیرد قرار استفاده مورد تحقیق این در که شبͺه�هایͬ�

شود. ذکر

مͬ�شود، داده نمایش D = (V,A) صورت به که D مانند دار جهت گراف ͷی .٢.١.١ تعریف
مرتب زوج�های از بعضͬ شامل A مجموعه�ی ͷی و رئوس از V ناتهͬ متناهͬ مجموعه�ی ͷی شامل

مͬ�شوند. نامیده کمان A اعضای است. V عناصر
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کمان�های تمام جایͽزینͬ از که است G مانند گرافͬ D دار جهت گراف ͷی زمینه�ی گراف
مرتبه�ی ،D دار جهت گراف در رئوس تعداد مͬ�آید. دست به uv یال با D از (v, u) یا و (u, v)

است کمانͬ دار، جهت گراف ͷی در طوقه مͬ�شود. نامیده آن اندازه�ی ،D کمان�های تعداد و آن
مجاور u شود مͬ گفته باشد D از کمان ͷی (u, v) اگر مͬکند. وصل خودش به را رأس ͷی که
رأس خروجͬ درجه�ی ،D دار جهت گراف از v رأس هر برای است. u از مجاور v و است v به
همه (تعداد مجاورند v از که است رئوسͬ تعداد با برابر مͬ�شود، داده نشان od v نماد با که v

مͬ�شود، داده نشان id v نماد با که v رأس ورودی درجه�ی و مͬ�شوند) خارج v از که کمان�هایͬ
درجه�ی مͬ�شوند). وارد v به که کمان�هایͬ همه (تعداد مجاورند v به که است رئوسͬ تعداد با برابر

مͬ�شود. تعریف deg v = od v + id v صورت به D دار جهت گراف در (deg v) v رأس
متناوب دنباله ͷی D دار جهت گراف در دار جهت گشت ͷی

W : v0, e1, v1, e2, ..., en−1, vn−1, en, vn (n ≥ 0)

،i = 1, 2, ..., n هر برای که گونه�ای به هستند رئوس آن انتهای و ابتدا که است، کمان�ها و رئوس از
.ei = (vi−1, vi) ∈ A

ͷی دار، جهت دور ͷی است. تͺراری رأس بدون داری جهت گشت دار، جهت مسیر ͷی
جهت� دور و مسیر که داریم توجه است. (vr, v1) کمان با همراه v1, v2, ..., vr مانند دار جهت مسیر
مسیر ͷی اگر شود. طͬ آن�ها در موجود کمان�های جهت در همواره باید دار جهت گراف در دار
است. دسترس٣ͬ قابل vi از vj مͬ�شود گفته آنͽاه باشد داشته وجود vj گره به vi گره از دار جهت

است S = V \ S و S مجموعه زیر دو به V گره مجموعه از افراز ͷی برش، ͷی .٣.١.١ تعریف
با کمان�هایͬ مجموعه صورت به مͬ�تواند برش ͷی بنابراین مͬ�شود. داده نشان [S, S] نماد با و
s − t ͷی t ∈ S و s ∈ S آن در که برشͬ شود. تعریف نیز S در دیͽر انتهای و S در انتها ͷی

مͬ�شود. نامیده برش۴

ایستا جریان شبͺه�ی بر مقدمه�ای ٢.١

توزیع و تولید سیستم مͬ�گیرد. قرار استفاده مورد روزمره زندگͬ مسائل از بسیاری در شبͺه مفهوم
در هستند. روزمره زندگͬ در استفاده مورد شبͺه مسائل از نمونه�هایͬ نقل، و حمل شبͺه و کالا
شبͺه در محلͬ از را (... و شخص مشتری، سفارش ) Ͱش ͷی که داریم قصد فوق مسائل تمامͬ

٣Reachable
۴s-t cut
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دهیم. انتقال وری بهره بیش�ترین با شود، تأمین شبͺه کاربران نیاز که حالͬ در دیͽر، محلͬ به
و مدل�بندی ریاضͬ مسأله�ی ͷی قالب در مسائل، این چͽونه که کرد خواهیم بیان بخش این در
مهندسان دیͽر و کیرشهف۵ که است زمانͬ به مربوط شبͺه جریان مسأله�ی پیشینه�ی مͬ�شوند. حل
ایده�های از بسیاری اساس اولیه، مطالعات این مͬ�کردند. کار ͬͺتریͺال مدارهای روی ͷترونیͺال
جریان۶، هزینه�ی مینیمم مسأله�ی مانند مختلفͬ مسائل هستند. شبͺه جریان نظریه�ی در اصلͬ
جریان بحث در . . . و تخصیص٩ مسأله�ی مسیر٨، کوتاهترین مسأله�ی جریان٧، ماکزیمم مسأله�ی
به بیش�تر مطالعه برای را خواننده و کرد خواهیم بیان را آن�ها از بعضͬ فقط ما که دارد وجود شبͺه

مͬ�دهیم. ارجاع [١]

مجموعه با �دار) (جهت گراف ͷی ،G = (V,A) �دار) ١٠(جهت شبͺه�ی ͷی .١.٢.١ تعریف
رأس هر و/یا (کمان) یال هر با متناظر آن در که طوری به است A (کمان) یال مجموعه و V رئوس

است. شده تعریف تقاضا) عرضه، و/یا ظرفیت (هزینه، مفروضͬ عددی مقادیر

شبͺه�ی ١.٢.١ تعریف در شده بیان شبͺه�ی مͬ�شوند. تقسیم پویا و ایستا دسته�ی دو به شبͺه�ها
تغییر زمان به نسبت شبͺه پارامترهای پویا شبͺه�های در مͬ�شود. نامیده شبͺه اختصار، به یا ایستا
شده مطرح مسائل ادامه در مͬ�شود. تعریف نیز کمان�ها روی پیمایش زمان این بر علاوه مͬ�کنند،

مͬ�کنیم. معرفͬ را پویا و ایستا شبͺه�های روی

جریان هزینه�ی مینیمم مسأله�ی ١.٢.١

مجموعه�ی A و گره�ها مجموعه�ی V آن در که بͽیرید نظر در را G = (V,A) دار جهت شبͺه�ی
(i, j) ∈ A کمان هر با متناظر است. کمان m و گره n دارای شبͺه این کنید فرض است. کمان�ها
روی جریان واحد ͷی عبور هزینه�ی دهنده�ی نشان cij است. شده داده lij و uij ،cij مقدار سه
نشان lij و یابد جریان کمان در مͬ�تواند که است جریانͬ مقدار ماکزیمم uij است. (i, j) کمان
،i ∈ V گره هر برای باشد. داشته جریان کمان در باید که است جریانͬ مقدار مینیمم دهنده�ی
گره i گره ،b(i) > 0 اگر است. مفروض است، عرضه/تقاضا دهنده نشان که b(i) صحیح عدد
،b(i)مقدار مͬ�نامند. میانͬ گره را i گره ،b(i) = 0 اگر و تقاضا گره i گره ،b(i) < 0 اگر و عرضه

۵Kirchhof
۶Minimum cost flow
٧Maximum flow
٨Shortest path
٩Assignment
١٠Network



٨ مقدماتͬ تعاریف و مفاهیم .١

اگر اما کنند، صدق
∑n

i=1 b(i) = 0 شرط در باید مقادیر این مͬ�شود. نامیده i گره تعادل١١ مقدار
−
∑n

i=1 b(i) تقاضای مقدار با مجازی تقاضای گره ͷی شرط، برقراری برای ،
∑n

i=1 b(i) > 0

اگر همچنین مͬ�کنیم. ایجاد جدید گره به عرضه گره�های تمام از صفر هزینه�ی با کمان�هایͬ و
و −

∑n
i=1 b(i) عرضه�ی مقدار با مجازی عرضه�ی گره ͷی شرط، برقراری برای ،

∑n
i=1 b(i) < 0

مینیمم مسأله�ی در مͬ�کنیم. ایجاد تقاضا گره�های تمام به جدید گره از صفر هزینه�ی با کمان�هایͬ
در تقاضا و عرضه مقادیر که طوری به است هزینه کمترین با جریانͬ یافتن هدف جریان، هزینه�ی
فرمول�بندی بنابراین کند. صدق ظرفیت محدودیت در کمان هر روی جریان و شود برآورده گره�ها

مͬ�شود: حاصل زیر صورت به مسأله این
Min

∑
(i,j)∈A cijxij

S.to :
∑

{j:(i,j)∈A} xij −
∑

{j:(j,i)∈A} xji = b(i) i ∈ V

lij ≤ xij ≤ uij (i, j) ∈ A

(١.١)

در اول محدودیت�های است. (i, j) ∈ A کمان در جریان مقدار دهنده�ی نشان xij آن در که
بقای محدویت�های مͬ�شوند. نامیده جرم١٣) (تعادل جریان١٢ بقای محدودیت�های (١.١) مسأله
گره از خروجͬ جریان مقدار مͬ�کند تضمین که است i گره هر برای محدودیت ͷی شامل جریان
(١.١) مسأله در دوم محدویت�های باشد. گره در تعادل مقدار برابر گره، به ورودی جریان منهای
پایین کران شود، کاسته مسأله کلیت از اینͺه بدون مͬ�شود. نامیده جریان١۴ کران محدودیت�های

مͬ�شود. گرفته نظر در صفر
دور حذف الͽوریتم مانند دارد وجود جریان هزینه�ی مینیمم مسأله�ی حل برای بسیاری روش�های
، تخفیف١٨ الͽوریتم ، دوگان١٧ - اولیه الͽوریتم ، متوال١۶ͬ مسیر کوتاهترین الͽوریتم منف١۵ͬ،
فصل�های در متوالͬ مسیر کوتاهترین الͽوریتم کاربرد دلیل به که .... و شبͺه١٩ سیمپلͺس الͽوریتم
فصل�های به مͬ�تواند بیش�تر مطالعه برای خواننده مͬ�کنیم. بیان بخش٢.١.۵ در را الͽوریتم این بعد،

کند. مراجعه [١] از ١١ و ١٠ ،٩
١١Blance
١٢Flow conservation constraints
١٣Mass balance constraints
١۴Flow bound constraints
١۵Cycle-canceling algorithm
١۶Successive shortest path algorithm
١٧Primal-dual algorithm
١٨Relaxation algorithm
١٩Network simplex algorithm



٩ ایستا جریان شبͺه�ی بر مقدمه�ای .٢.١

جریان ماکزیمم مسأله�ی ٢.٢.١

کمان هر با متناظر بͽیرید. نظر در d مقصد گره و s مبدأ گره با را G = (V,A) دار جهت شبͺه�ی
که است جریانͬ مقدار ماکزیمم دهنده�ی نشان که است مفروض uij نامنفͬ ظرفیت ،(i, j) ∈ A

گره از جریانͬ یافتن هدف ، جریان٢٠ ماکزیمم مسأله�ی در یابد. جریان (i, j) کمان در مͬ�تواند
و جریان بقای محدودیت�های در که طوری به است ممͺن مقدار ماکزیمم با مقصد گره به مبدأ

مͬ�شود: حاصل زیر صورت به مسأله این فرمول�بندی بنابراین کند. صدق ظرفیت

Max v

S.to :
∑

{j:(i,j)∈A} xij −
∑

{j:(j,i)∈A} xji =


v i = s
0 ∀i ∈ V \ {s, d}
−v i = d

0 ≤ xij ≤ uij (i, j) ∈ A

(٢.١)

که x = {xij} بردار و است (i, j) ∈ A کمان در جریان مقدار دهنده�ی نشان xij آن در که
نشان v عددی متغییر مͬ�شود. نامیده جریان بردار مͬ�کند، صدق (٢.١) معادله محدویت�های در
متغیر، این با متناظر مقدار فرستاد، d گره به s گره از مͬ�توان که خالصاست جریان مقدار دهنده�ی
افزایش٢٢ͬ مسیر الͽوریتم از جریان، ماکزیمم مسأله�ی حل برای مͬ�شود. نامیده جریان٢١ مقدار
به که مͬ�شود استفاده .... و ظرفیت٢۴ بندی مقیاس الͽوریتم ، فولͺرسون٢٣) و فورد (الͽوریتم
مͬ�کنیم. بیان بخش٢.١.۶ در را الͽوریتم این بعد، فصلهای در افزایشͬ مسیر الͽوریتم کاربرد دلیل

کند. مراجعه [١] به تواند مͬ بیشتر مطالعه برای خواننده

مسیر کوتاهترین مسأله�ی ٣.٢.١

کمان هر با متناظر بͽیرید. نظر در d مقصد گره و s مبدأ گره با را G = (V,A) دار جهت شبͺه�ی
مسیر یافتن هدف ، مسیر٢۵ کوتاهترین مسأله�ی در است. شده داده cij (طول) هزینه ،(i, j) ∈ A

مینیمم مسأله�ی در اگر مͬ�باشد. d مقصد گره به s مبدأ گره از (طول) هزینه کمترین با داری جهت
این در ،b(i) = 0 ،i ∈ V \ {s, d} هر برای و b(d) = −1 ،b(s) = 1 دهیم قرار جریان هزینه�ی
با d گره به s گره از جریان واحد ͷی فرستادن ارز هم مسیر کوتاهترین مسأله�ی جواب صورت

٢٠Maximum flow problem
٢١Value of the flow
٢٢Augmenting path algorithm
٢٣Ford-fulkerson algorithm
٢۴Capacity scaling algorithm
٢۵Shortest path



١٠ مقدماتͬ تعاریف و مفاهیم .١

کوتاهترین مسأله�ی فرمول�بندی لذا است. جریان هزینه�ی مینیمم مسأله�ی در ممͺن هزینه کمترین
مͬ�شود: حاصل زیر صورت به مسیر

Min
∑

(i,j)∈A cijxij

S.to :
∑

{j:(i,j)∈A} xij −
∑

{j:(j,i)∈A} xji =


1 i = s
0 ∀i ∈ V \ {s, d}
−1 i = d

xij ∈ {0, 1} (i, j) ∈ A

(٣.١)

تصحیح الͽوریتم و گذاری٢۶ برچسب تثبیت الͽوریتم از مسیر کوتاهترین مسأله�ی حل برای
فصل�های در برچسبگذاری تصحیح الͽوریتم کاربرد دلیل به که مͬ�شود استفاده برچسبگذاری٢٧
[١] به مͬ�تواند بیشتر مطالعه برای خواننده مͬ�کنیم. بیان ۴.٢.١ بخش در را الͽوریتم این بعد،

کند. مراجعه

گذاری برچسب تصحیح الͽوریتم ۴.٢.١

مͬ�کنیم. بیان مسیر کوتاهترین مسأله�ی حل برای را گذاری برچسب تصحیح الͽوریتم بخش این در
مͬ�کنیم. بیان مͬ�روند، کار به الͽوریتم در که را قضایایͬ برخͬ الͽوریتم، توصیف از قبل

نشان d(j) ،j ∈ V گره هر برای کنید فرض مسیر). کوتاهترین ͬͽبهین (شرایط ٢.٢.١ قضیه
دهنده�ی نشان d(j) صورت این در باشد. j گره به مبدأ گره از جهت�دار مسیر ͷی طول دهنده�ی

کند: صدق زیر شرایط در اگر تنها و اگر است j گره به مبدأ گره از مسیر کوتاهترین طول
d(j) ⩽ d(i) + cij ∀(i, j) ∈ A.

شود. مراجعه [١] به اثبات برای برهان.

تعریف cdij = cij −d(j)+d(i)صورت به cdij یافته کاهش هزینه�ی ،(i, j) ∈ A کمان هر برای
مͬ�شود.

.
∑

(i,j)∈W cdij =
∑

(i,j)∈W cij داریم W دور هر برای (آ) .٣.٢.١ گزاره

داریم: l گره به k گره از P دار جهت� مسیر هر برای ∑(ب)
(i,j)∈P

cdij =
∑

(i,j)∈P

cij + d(k)− d(l).

٢۶Label-Setting
٢٧ Label-Correcting



١١ ایستا جریان شبͺه�ی بر مقدمه�ای .٢.١

باشد G شبͺه در دیͽر گره�های به s گره از مسیر کوتاهترین طول دهنده�ی نشان d(.) اگر (پ)
. cdij ⩾ 0 ،(i, j) ∈ A هر برای آنͽاه

شود. مراجعه [١] به اثبات برای برهان.

طول در j گره پیشین گره دهنده�ی نشان pred(j) گذاری، برچسب تصحیح الͽوریتم در
فاصله�ی برچسب�های الͽوریتم، شروع در مͬ�باشد. j گره به مبدأ گره از جهت�دار مسیر کوتاهترین

مͬ�شود: دهͬ مقدار زیر صورت به j ∈ V گره هر
d(s) = 0; d(j) = ∞, j ∈ V \ {s}.

مͬ�یابد، بهبود گره�ها این فاصله برچسب که گره�هایͬ ذخیره�ی برای LIST از الͽوریتم این در
تصحیح الͽوریتم مͬ�باشد. مبدأ گره شامل تنها LIST الͽوریتم، شروع در مͬ�کنیم. استفاده

است. زیر صورت به تͺراری روند ͷی دارای گذاری برچسب
هر برای سپس مͬ�کنیم. حذف و انتخاب LIST از i مانند گره ͷی الͽوریتم، این تͺرار هر در
مسیر کوتاهترین ͬͽبهین شرایط در کمان این اگر ،(i, j) ∈ A(i) = {(i, j) ∈ A : j ∈ V } کمان
را j گره .pred(j) = i مͬ�دهیم قرار و کرده رسانͬ روز به را j گره فاصله�ی برچسب نͺند، صدق
LIST که تازمانͬ را فرآیند این مͬ�کنیم. اضافه LIST به نباشد، LIST به متعلق که صورتͬ در

مͬ�دهیم. ادامه شود، تهͬ
مͬ�باشد: زیر صورت به گذاری برچسب تصحیح الͽوریتم گذاری کد

label-correcting
——————————————————–
begin

d(s) = 0; pred(s) = 0;

d(j) = ∞, j ∈ V \ {s};

LIST = {s};

while LIST ̸= ∅ do

begin

remove an element i from LIST ;

for each arc (i, j) ∈ A(i) do

if d(j) > d(i) + cij then

begin


