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پیرس BCK-نمایش
تعریف را کراندار BCK−جبرهاي از بولی ساختار و بولی مرکز پایان�نامه، این در چکیده:
bBCK پیرس نمایش که کراندار BCK−جبرهاي از نمایشی بولی، ساختار توسط و نموده
ارائه را می�شوند نامیده کراندار BCK−جبرهاي از بولی حاصل�ضرب عنوان به (ضعیف)
زیرمستقیماً یا مستقیماً نمایش�ها این در ساقه�هایشان که رده�هایی همچنین می�دهیم.
ساختن روشن براي و می�نماییم تحلیل و تجزیه را هستند ساده جبرهاي یا و تحویل�ناپذیر
ارائه را کراندار BCK−جبرهاي از نسبی واریته�هاي زیر و جبرها از مثال تعدادي نتایج،

می�دهیم.



پیشگفتار
اندازه�هاي در انسان همانند رایانه�هایی ساختن مصنوعی هوش مهم وظیفه�ي یک
مشخص، اطلاعات پردازش که می�دانیم خوبی به است. اطلاعات نامشخص و مشخص
منطق سنتی ارزش دو روي بر اساسی مشخص، اطلاعات روي نتایج مبناي مخصوصاً
نتایجی آوردن دست به سنتی) (منطق منطقی اصل کامل و دقیق جهت در است.
صورت به بنابراین شود. انجام بالا اطمینان سطوح با می�تواند مشخص اطلاعات درباره�ي
براي منطقی اصل همانند گویا منطقی دستگاه این�که کردن ثابت براي ضروري و طبیعی
منطقی نمونه�ي این که است آشکار می�کند. تلاش است، نامشخص اطلاعات پردازش
دو مشخص، بسط یک تشکیل توانایی اما باشد، خودش منطقی ارزش دو نمی�تواند

دارد. را منطقی ارزش
امر در گسترده طور به باید سنتی غیر منطقی دستگاه�هاي مختلف نمونه�هاي پس
قرار بررسی مورد نامشخص مؤثر استنباط دستگاه�هاي اندازه�گیري و طبیعی تشکیل
توسط ١٩۶۶ سال در که بودند منطق جبرهاي از کلاس دو BCI و BCK جبرهاي گیرد.
و شدند معرفی BCK−منطق براي جبري منطقی ساختار ارائه�ي منظور به 1 ایسکی

1Iseki

ت



ث پیشگفتار

سیگنولی و ١٩٩۵ سال در 3 رافتري و 2 بلوك جمله از مختلف پژوهشگران توسط
که داد نشان ١٩٧۶ سال در ایسکی یافتند. گسترش ٢٠٠٢ سال در 5 تورنس و 4

کران عنوان به ⊥ اضافی ثابت با BCK−جبرهاي عنوان به کراندار BCK−جبرهاي

سال در 7 بوریس و 6 بیگلو می�شوند. بیان ساده موضوعی اصول سري یک با پایین
بولی همنهشتی عامل خاصیت توزیع�پذیر، واریته�هاي همنهشتی که دادند نشان ١٩٩٠
حاصل�ضرب عنوان به و است بولی جبر عناصر از همنهشتی عامل که معنا بدین دارند را
از جهانی دسته�هاي یکریختی و می�شود داده نمایش واریته�ها در جبرها از ضعیف بولی
8 سانکاپاناور و ١٩٩٠ سال بوریسدر و بیگلو می�شود. نامیده پیرس بافه�ي بولی، بافه�هاي
نسبی همنهشتی اما نیستند، واریته که کراندار BCK−جبرهاي از رده�اي ،١٩٨١ سال در
از نمایشی مطالعه�ي اصلی، هدف کردند. مطالعه را هستند توزیع�پذیر واریته�هاي شبه از
است. بوده BCK−جبرها از ضعیف بولی حاصل�ضرب عنوان به کراندار BCK−جبرهاي

براي همنهشتی عامل ،A کراندار BCK−جبر هر که می�شود داده نشان پایان�نامه این در
همنهشتی عامل ویژگی A که است بولی جبرهاي از شکلی و است BCK−همنهشتی

در که می�شود داده نشان موضوع این مشاهده�ي براي دارد. را نسبی BCK−بولی

عامل عناصر که می�شوند شناخته جبرها از عناصري با همنهشتی عامل BCK−جبرها،

BF (A) زیرجبرهاي از جهانی مجموعه�ي BF (A) مجموعه�ي همچنین می�شوند. نامیده
2Blok

3Raftery

4Cignoli

5Torrens

6Bigelow

7Burris

8Sankappanavar



ج پیشگفتار

است A از زیرجبري که BC(A) بولی جبر می�آید. حساب به بولی استخوان�بندي و است
A از عضوي می�باشد. بولی عنصر یک a ∈ BC(A) عنصر هر می�شود. گفته بولی مرکز
شده متمم i−فیلترها از توزیع�پذیر مشبکه�ي در شده تولید استلزامی فیلتر عنوان به که
نمایش�پذیري اصلی نتیجه�ي همچنین است. ¬aتوسط شده تولید استلزامی فیلتر است،
بولی نمایش یک کراندار، BCK−جبر هر که می�شود داده ارائه کراندار BCK−جبر هر
توسط شده داده ضعیف بولی نمایش می�پذیرد. را BF (A) از زیرجبر هر براي ضعیف
جبر هرگاه که هم�ارز شرط همچنین می�شود. نامیده ضعیف پیرس نمایش BF (A)

است، هاسدورف پیرس بافه�ي باشد، نمایش�پذیر پیرس، نمایش�پذیر یا بولی حاصل�ضرب
تعریف واریته�هاي شبه زیر یا کراندار BCK−جبر زیرواریته�هاي می�شود. آورده دست به
نمایش در تحویل�ناپذیري مستقیماً ساقه�هاي عناصرش که جمعی همانی توسط شده
در که BCK−جبرهایی همچنین می�شود. تحلیل و تجزیه دارند ضعیفشان پیرس
مشخص هستند، ساده یا تحویل�ناپذیر متناهیاً زیرمستقیم ساقه�ي پیرسشان نمایش
یا ارشمیدسی ابر عناصرشان همه�ي که نسبی زیرواریته�هاي از توصیفی و می�شوند

می�شوند. داده شرح هستند، ساقه عنوان به ساده جبرهاي با پیرس نمایش�پذیر



1 فصل

عمومی نظریه�ي

مقدمه
کلی خواص و تعاریف بررسی و بیان به می�باشد بخش پنج شامل که فصل این در

و BCI جبرهاي کلی خواص اول، بخش سه در می�پردازیم. BCK و BCI جبرهاي

معرفی خارج�قسمتی جبرهاي و همنهشتی�ها چهارم، بخش در می�شوند. بیان BCK

به پنجم، بخش در می�گیرد. قرار بررسی مورد BCI جبرهاي با آن�ها روابط و می�شوند

می�پردازیم. تحویل�ناپذیر زیرمستقیماً BCK−جبرهاي

1



2 عمومی نظریه�ي .1 فصل

BCIمقدمات و تعاریف 1.1
X روي دوتایی عمل یک “→” آن در که (٢, ٠) نوع از (X,→,⊤) جبر .1.1.1 تعریف
X از z و y ،x هر براي هرگاه گوییم، BCI−جبر یک را است X از ثابتی عنصر “⊤” و

باشیم: داشته
١− BCI : (y → z) → ((z → x) → (y → x)) = ⊤

٢− BCI : ⊤ → x = x

٣− BCI : y → x = ⊤ , x → y = ⊤ ⇒ x = y

.x → y = ⊤ اگر تنها و اگر ،x ≤ y گوییم ،X از y و x هر براي .2.1.1 تعریف

صورت به را G روي “→” عمل باشد. آبلی گروه یک (G,⊤) کنیم فرض .3.1.1 مثال
می�کنیم: تعریف زیر

∀x, y ∈ G , y → x = xy−١

است. BCI−جبر یک (G,→,⊤) صورت این در

:BCI موضوعه�ي اصول بررسی
١− BCI : (y → z) → ((z → x) → (y → x)) = (zy−١)((xy−١)(xz−١)−١)−١

= (zy−١)(xy−١x−١z)−١

= zy−١yz−١

= ⊤

٢− BCI : ⊤ → x = x⊤−١ = x



3 عمومی نظریه�ي .1 فصل

٣− BCI : y → x = ⊤ , x → y = ⊤ ⇒ xy−١ = ⊤ , yx−١ = ⊤ ⇒ x = y.

(٢, ٠) نوع از جبر یک (X,→,⊤) کنیم فرض BCI-جبر). معادل (شرایط 4.1.1 قضیه
X از z و y ،x هر براي اگر تنها و اگر است، BCI−جبر یک X صورت این در باشد.

باشد: برقرار زیر شرایط

(الف (y → z) → ((z → x) → (y → x)) = ⊤;

(ب y → ((y → x) → x) = ⊤; (1.1)

(پ x → x = ⊤; (2.1)

(ت x → y = ⊤ , y → x = ⊤ ⇒ x = y. (3.1)

y = ⊤ ،١ − BCI موضوعه�ي اصل در اگر باشد. BCI−جبر یک X کنیم فرض برهان.
داریم: دهیم، قرار را y ،z جاي به و

(⊤ → y) → ((y → x) → (⊤ → x)) = ⊤

می�کند ایجاب فوق تساوي بنابراین ،⊤ → x = x ،٢− BCI موضوعه�ي اصل بر بنا چون

اگر است. برقرار (ب) رابطه�ي پس .y → ((y → x) → x) = ⊤ نتیجه در .⊤ → y = y که

آن�گاه گیریم، کار به را ٢−BCI موضوعه�ي اصل و دهیم قرار را y = ⊤ (ب)، رابطه�ي در

بنابراین .x → x = ⊤ رو این از و ⊤ → (x → x) = ⊤ لذا .⊤ → ((⊤ → x) → x) = ⊤

برقرارند. BCI جبر تعریف به توجه با (ت) و (الف) روابط است. برقرار (پ) رابطه�ي



4 عمومی نظریه�ي .1 فصل

کافی بنابراین باشند. برقرار (ت) و (پ) (ب)، (الف)، روابط کنیم فرض برعکس،

رابطه�ي در کنیم. اثبات را ⊤ → x = x یعنی، ٢؛ − BCI موضوعه�ي اصل درستی است

بنا پس .x → ((x → x) → x) = ⊤ نتیجه در می�کنیم، جایگزین را y = x عبارت (ب)،

جایگزین را y = ⊤ (ب)، رابطه�ي در اگر .x → (⊤ → x) = ⊤ داریم (پ)، رابطه�ي بر

می�آوریم دست به کنیم،

⊤ → ((⊤ → x) → x) = ⊤ (4.1)

داریم: دهیم، قرار x ،z جاي به و ⊤ → x عبارت y جاي به (الف)، رابطه�ي در اگر

((⊤ → x) → x) → (⊤ → ((⊤ → x) → x)) = ⊤

لذا

((⊤ → x) → x) → ⊤ = ⊤ (5.1)

رو این از و (⊤ → x) → x = ⊤ که می�شود نتیجه ،(5.1) و (4.1) روابط مقایسه�ي از

است. BCI−جبر یک X بنابراین .⊤ → x = x

می�نامیم، BCK−جبر یک را X باشد. BCI−جبر یک X کنیم فرض .5.1.1 تعریف
باشیم: داشته ،x ∈ X هر ازاي به هرگاه

١− BCK : x → ⊤ = ⊤.



5 عمومی نظریه�ي .1 فصل

صورت این در باشد. (BCK−جبر) یکBCI−جبر (X,→,⊤) کنیم فرض .6.1.1 قضیه
است مرتب جزئاً مجموعه�ي یک زیر صورت به شده تعریف “≤” رابطه�ي همراه X

∀ x, y ∈ X : x ≤ y ⇔ x → y = ⊤ (6.1)

است. جزئی ترتیب یک “≤” رابطه�ي می�دهیم نشان برهان.
است. انعکاسی “≤” نتیجه در .x ≤ x بنابراین ،x → x = ⊤ که آن�جا از (١)

اصل بر بنا لذا .y → x = ⊤ و x → y = ⊤ پس .y ≤ x و x ≤ y می�کنیم فرض (٢)

است. پادمتقارن “≤” یعنی، x؛ = y ،٣− BCI موضوعه�ي

با نتیجه در .y → z = ⊤ و x → y = ⊤ بنابراین .y ≤ z و x ≤ y می�کنیم فرض (٣)

،⊤ → x = x به توجه
x → z = ⊤ → (⊤ → (x → z))

= (y → z) → ((x → y) → (x → z)) = ⊤ ١− BCI موضوعه اصل بر بنا

است. متعدي “≤” بنابراین .x ≤ z لذا و x → z = ⊤ پس

BCI−ترتیب یک را 6.1.1 قضیه�ي در شده تعریف “≤” ترتیب .7.1.1 تعریف
می�نامیم. (BCK−ترتیب)

داریم: X (BCK−جبر) BCI−جبر به متعلق z و y ،x هر براي .8.1.1 قضیه
z → (y → x) = y → (z → x) جابجایی) .(قانون

سمت از را اخیر نامساوي .(z → x) → x ≥ z داریم BCI خواص به توجه با برهان.
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بنابراین می�کنیم، ضرب (y → x) در چپ

z → (y → x) ≥ ((z → x) → x) → (y → x).

یعنی، می�نویسیم؛ را راست طرف معادل ،١− BCI بر بنا

((z → x) → x) → (y → x) ≥ y → (z → x).

نتیجه در است، متعدي ≤ چون

z → (y → x) ≥ y → (z → x) (7.1)

داریم z و y نقش تعویض با

y → (z → x) ≥ z → (y → x) (8.1)

.z → (y → x) = y → (z → x) که می�شود نتیجه ،(8.1) و (7.1) روابط از

در باشد. (BCK−جبر) BCI−جبر یک X کنیم فرض همنوا). (خاصیت 9.1.1 قضیه
داریم: X از z و y ،x هر ازاي به صورت این

آنتی�تون)؛ (خاصیت y → z ≤ x → z آن�گاه ،x ≤ y اگر الف)

ایزوتون). (خاصیت z → x ≤ z → y آن�گاه ،x ≤ y اگر ب)

در .x → y = ⊤ ،6.1.1 قضیه�ي به توجه با بنابراین ،x ≤ y که آن�جا از الف) برهان.
.(x → y) → [(y → z) → (x → z)] = ⊤ داریم جابجایی، قانون و ١− BCI بر بنا نتیجه

به ،٢ − BCI موضوعه�ي اصل به توجه با لذا .⊤ → ((y → z) → (x → z)) = ⊤ پس
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.y → z ≤ x → z که می�کند ایجاب این .(y → z) → (x → z) = ⊤ می�آوریم دست

همانند y و x تعویض با و جابجایی قانون و ١ − BCI از استفاده با نیز قسمت این ب)

می�شود. اثبات بالا

است). مینیمال عنصر ⊤ (یعنی، x = ⊤ آن�گاه ،x ≤ ⊤ اگر .10.1.1 نکته

ازاي به صورت این در باشد. (BCK−جبر) یکBCI−جبر X کنیم فرض .11.1.1 قضیه
داریم: X به متعلق y و x هر

y))؛ → x) → x) → x = y → x جذب: قانون الف)

.(y → x) → ⊤ = (y → ⊤) → (x → ⊤) :⊤ راست توزیع�پذیري قانون ب)

داریم: الف) برهان.
(y → x) → (((y → x) → x) → x) = ((y → x) → x) → ((y → x) → x)جابجایی قانون بر بنا

= ⊤ x → x = ⊤ بر بنا
بنابراین

(y → x) → (((y → x) → x) → x) = ⊤ (9.1)

طرفی از

(((y → x) → x) → x) → (y → x) ≤ y → ((y → x) → x) = ⊤ ١− BCI بر بنا

نتیجه در

(((y → x) → x) → x) → (y → x) = ⊤ (10.1)
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می�آید. دست به تساوي (10.1) و (9.1) روابط از

داریم: ب)
(y → ⊤) → (x → ⊤) = (y → ⊤) → (x → ((y → x) → (y → x))) x → x = ⊤ بر بنا

= (y → ⊤) → [(y → x) → (x → (y → x))] جابجایی قانون بر بنا

= (y → x) → ((y → ⊤) → (x → (y → x))) جابجایی قانون بر بنا

= (y → x) → ((y → ⊤) → (y → (x → x))) جابجایی قانون بر بنا

= (y → x) → ((y → ⊤) → (y → ⊤)) x → x = ⊤ بر بنا

= (y → x) → ⊤ انعکاسی خاصیت بر بنا

باشد: (BCK−جبر) BCI−جبر یک X کنیم فرض .12.1.1 تعریف
a؛ → ⊤ = ⊤ هرگاه می�نامیم، مثبت را a ∈ X عنصر الف)

ایجاب a → x = ⊤ ،x ∈ X هر ازاي به هرگاه می�نامیم، مینیمال را a ∈ X عنصر ب)

x؛ = a کند

ایجاب x → a = ⊤ ،x ∈ X هر ازاي به هرگاه می�نامیم، ماکسیمال را a ∈ X عنصر پ)

a؛ = x کند

a ≤ x ،x ∈ X هر ازاي به هرگاه می�نامیم، (بزرگترین) کوچکترین را a ∈ X عنصر ت)

.(x ≤ a)

است. مثبت ((x → ⊤) → ⊤) → x عنصر ،x ∈ X هر ازاي به .13.1.1 مثال
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داریم: برهان.
(((x → ⊤) → ⊤) → x) → ⊤ = (((x → ⊤) → ⊤) → ⊤) → (x → ⊤) صفر چپ توزیع�پذیري بر بنا

= (x → ⊤) → (x → ⊤) جذب قانون بر بنا

= ⊤ (x → x = ⊤) انعکاسی خاصیت بر بنا

xاي، ∈ X ازاي به ⊤ → x = ⊤ اگر زیرا است، مینیمال عنصر ⊤ ∈ X .14.1.1 نکته
.x = ⊤ ،⊤ → x = x چون آن�گاه

.a ∈ X و باشد BCI−جبر یک X کنیم فرض مینیمال). معادل (شرایط 15.1.1 قضیه
معادل�اند: زیر شرایط صورت این در

است؛ مینیمال a الف)

a)؛ → ⊤) → ⊤ = a ب)

.a = x → ⊤ که دارد وجود x ∈ X عنصر پ)

.a → ((a → ⊤) → ⊤) = ⊤ داریم باشد. مینیمال a فرضمی�کنیم (ب) ⇐ (الف) برهان.
اخیر تساوي بنابراین است، مینیمال a چون ،y → ((y → x) → x) = ⊤ خاصیت بر بنا

.(a → ⊤) → ⊤ = a که می�کند ایجاب

دست به a → ⊤ = x اختیار با .(a → ⊤) → ⊤ = a می�کنیم فرض (پ) ⇐ (ب)

.x → ⊤ = a می�آوریم

فرض همچنین .x → ⊤ = a که باشد داشته وجود x ∈ X می�کنیم فرض (الف) ⇐ (پ)


