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تش΋ر و تقدیر

به تا آراست خرد و عقل زیور به را او و نهاد منت خود بندگان به که را سبحان خداوند ب�ͳقیاس سپاس و حمد

یابد. کمال و ͳتعال تا کند پیشه را خداوند ب�ͳهمتای ذات و کمال عبودیت آن �وسیله

و م�ͳباشم. بزرگوارم مادر و پدر خالصانه�ی و فراوان زحمات سپاسΎزار ی΋تا خالق سپاس و حمد از بعد

علم از ایشان م΋تب در که بابلیان دکتر آقای جناب عالیقدر و عزیز استاد به تقدیم تش΋ر و سپاس خالصانه�ترین

جوادی. دکتر آقای جناب گرانمایه�ام استاد به تقدیم سپاس صمیمانه�ترین و آموخته�ام بسیار اخلاق و

دارم. را تش΋ر کمال ب�ͳدریغشان کم�Έهای به�خاطر ͳهاشم آقای جناب از همچنین و

خواستارم. را روزافزونشان توفیق و عزیزان این ͳسلامت متعال خدای از و



چ΋یده

چندجمله�ای عددی غلاف مطالعه�ی �منظور به W (A,A٢, . . . , Ak) ͳالحاق مقادیر حوزه از پایان�نامه این در

از ͳتحلیل ͳتوصیف م�ͳشود. استفاده م�ͳدهیم، نمایش V k(A) با که An×n مختلط ماتریس برای k مرتبه�ی از

رابطه�ی در که نرمال ماتریس�های از دسته آن تعیین برای آن نتیجه�ی و شده ارایه A نرمال ماتریس برای V ٢(A)

رابطه�ی در A ͳان΋ی ماتریس م�ͳشود ثابت هم�چنین م�ͳشود. برده به�کار م�ͳکنند، صدق V ٢(A) = σ(A)

باشند. نیم�دایره Έی به متعلق ویژه�اش مقادیر اگر تنها و اگر م�ͳکند صدق V ٢(A) = σ(A)

برای را V k(A) ، ω = e
٢πi
n که ،A = diag(١, ω, . . . , ωn−١) ͳوقت

k ∈ {٢} ∪ {j ∈ N : j ≥ n

٢
},

م�ͳدهیم نشان است، ͳهرمیت A٢ که An×n ماتریس�های از دسته آن برای نهایت، در و کرده تعیین

م�ͳدهیم. ارایه آن برای V ٢(A) از ͳتوصیف و V ۴(A) = σ(A)

عددی، مرتبه�ی نرمال، ماتریس ،ͳالحاق مقادیر حوزه�ی چندجمله�ای، عددی غلاف کلیدی: واژه�های
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مقدمه

حاوی که است گسسته نقاط با مجموعه�ای ١(σ(A)) آن طیف ،A مانند n × n دلخواه مختلط ماتریس برای

٢(W (A)) عددی مقادیر حوزه�ی دیΎر مفید مجموعه�ی Έی است. آن رفتار و A ماتریس مورد در ͳاطلاعات

،f گوناگون تواب΄ برای ∥f(A)∥ تعیین منظور به باشد. پیوستار٣ مجموعه�ای م�ͳتواند طیف برخلاف که است

به را ∥f(A)∥ و دهیم ارتباط مختلط صفحه�ی در مجموعه�ای با را A ماتریس که است این خوب روش Έی

چندجمله�ای هر ازای به که ͳویژگ این با Ω مجموعه�ی بزرگترین بΎیریم، نظر در مجموعه این بر f اندازه�ی عنوان

باشیم داشته z ∈ Ω هر و k حداکثر درجه�ی از

∥p(A)∥ ≥ maxz∈Ω | p(z) |

ͳمعرف [11] در نوانلینا توسط بار اولین برای مجموعه این م�ͳشود. نامیده k درجه�ی از چندجمله�ای غلافعددی

م�ͳگذاشت. اختیار در ماتریس Έی روی چندجمله�ای Έی رفتار مورد در طیف از بیشتری اطلاعات که گردید

از استفاده با AX = b ش΋ل به ͳخط معادلات دستΎاه حل در آن استفاده�ی تعریف این اهمیت�های از ͳ΋ی

Έی زیرا است، [14, 6.5] در شده تعریف صورت به رز)،۴ ام. .ͳج) یافته، تعمیم مانده�ی مینیمم ت΋راری روش

minp∈pk(٠)∥p(A)∥ به�صورت روش این به مربوط الΎوریتم اجرای ام k مرحله�ی در مانده نرم برای بالا کران

از استفاده با است. k حداکثر درجه�ی از چندجمله�ای�های ͳتمام مجموعه�ی pk(٠) از منظور آن در که است،

م�ͳتوان چندجمله�ای عددی غلاف از استفاده با که م�ͳیابیم در است گرفته صورت [2, 4, 7] در که ͳبحث�های

کرد. پیدا م�ͳافتد، اتفاق آن روی مینیمم که را ناحیه� مناسب�ترین

با مجموعه این از استفاده با بود، شده حل رز ام. .ͳج روش از استفاده با که [6] در کاربردی مثال Έی

ͳتوابع نرم برای ͳپایین کران و بالا کران ارایه�ی برای مجموعه این از [9] در م�ͳشود. حل کمتری مراحل تعداد

ماتریس�های چندجمله�ای عددی غلاف مورد در ͳنتایج [5] در است. شده استفاده A دلخواه ماتریس هر از

مفید ͳکل حالت در ماتریس�ها از بسیاری عددی غلاف تعیین برای نتای; این که م�ͳشود بیان ژوردن۵ ͳبلوک

این به [1] در دارد. ماتریس Έی عددی مقادیر حوزه�ی با ͳ΋نزدی ارتباط چندجمله�ای عددی غلاف است.

است. شده ارایه اول مرتبه�ی از چندجمله�ای عددی غلاف تعیین برای الΎوریتم سه و شده پرداخته موضوع
١Spectrum
٢Numerical Range

٣Continuum
۴GMRES

۵Jordan Block

ت



م�ͳشود. ارایه چندجمله�ای عددی غلاف از ͳتحلیل ͳتوصیف نامه پایان این در

شده�است: تدوین زیر به�صورت پایان�نامه این

م�ͳپردازیم. ͳجبرخط ͳمقدمات قضایای و تعاریف از ͳبرخ بیان به اول فصل در

ارتباط ͳبررس و آن ویژگ�ͳهای از ͳبرخ بیان به و نموده تعریف را چندجمله�ای عددی غلاف دوم فصل در

م�ͳپردازیم. ۶ ͳالحاق مقادیر حوزه�ی با آن

دارند، قرار متعامد خط دو روی آن�ها طیف که ٧ نرمال ماتریس�های چندجمله�ای عددی غلاف سوم فصل در

م�ͳشود. ͳبررس

متعامد غیر خط دو روی آن�ها طیف که نرمال ماتریس�های چندجمله�ای عددی غلاف نیز چهارم فصل در

م�ͳشود. ͳبررس دارند، قرار

که ͳماتریس�های و ٨ دوری پایه� ماتریس�های برای را چندجمله�ای عددی غلاف پنجم فصل در نهایت در

م�ͳکنیم. ͳبررس است، ͳهرمیت آن�ها مرب΄

است: شده استفاده زیر مقالات از پایان�نامه دراین
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١ فصل

ͳجبرخط از ͳمقدمات

ͳمقدمات قضایای تعاریفو ١.١

قضایای و تعاریف اینجا در باشد، n × n مختلط ماتریس�های ͳتمام مجموعه�ی بیانΎر Mn(C) کنیم فرض

است. شده استفاده [١۵] و [8, 10, 14] مراج΄ از فصل این در م�ͳکنیم. ارایه ͳجبرخط از ͳمقدمات

هرگاه است Aماتریس ویژه�بردار Έی Cn به متعلق x ̸= ٠ بردار ،A ∈ Mn(C) کنیم فرض .١.١.١ تعریف

اس΋الر .Ax = λx باشیم داشته ،λ ∈ C مقادیر ͳبعض برای دیΎر عبارت به باشد. x اس΋الر مضرب Έی Ax

م�ͳنامند. λ ویژه�مقدار با متناظر A ویژه�بردار٢ را x و A ١ ویژه�مقدار را λ

نمایش ،σ(A) با و شده نامیده Aماتریس طیف Aماتریس ویژه�مقدارهای ͳتمام مجموعه�ی .٢.١.١ تعریف

م�ͳشود. داده

م�ͳشود. نامیده A ماتریس ٣ͳطیف شعاع قدرمطلق، لحاظ از A ویژه�مقدار بزرگترین .٣.١.١ تعریف

است. ͳهمان ماتریس I آن در که نوشت Ax = λIx صورت به را x ̸= ٠ و Ax = λx معادله�ی م�ͳتوان

این باشد A ویژه�مقدار Έی λ این΋ه برای ͳکاف و لازم شرط لذا و ،(λI − A)x = ٠ داشت خواهیم بنابراین

. det(λI − A) = ٠ که است

این است. ١ برابر λn ضریب آن در که است λ برحسب n درجه�ی چندجمله�ای Έی فوق دترمینان بسط

چندجمله�ای بنابراین م�ͳدهند. نمایش PA(λ) با و نامیده A ماتریس مشخصه�ی۴ چندجمله�ای را چندجمله�ای
١Eigenvalue
٢Eigenvector

٣Spectral Radius ۴Characteristic Polynomial

١



٢ ͳجبرخط از ͳمقدمات .١ فصل

ش΋ل به A ماتریس مشخصه�ی

PA(λ) = λn + P١λ
n−١ + · · ·+ Pn = (λ− λ١) · · · (λ− λn),

هستند. A ماتریس ویژه�مقدارهای λ١, . . . , λn که است

مولد ی΋تا عنوان به را A مینیمال۵ چندجمله�ای ،A ∈ Mn(C) کنیم فرض [٢۵٠ ص ،١۵] .۴.١.١ تعریف

م�ͳکنیم. تعریف م�ͳسازند، پوچ را A که ͳچندجمله�ای�های همه�ی ایده�آل ت΋ین

احتمالا ͳول ی΋سان ریشه�های ،Aماتریس مینیمال و مشخصه چندجمله�ای�های ص٢۵٢] ،١۵] .۵.١.١ تذکر

م�ͳکند. عاد را A مشخصه�ی چندجمله�ای A مینیمال چندجمله�ای همچنین دارند. متفاوت چندگان�ͳΎهای با

م�ͳشود تعریف زیر صورت به A ماتریس ترانهاده�ی۶ ،A = (aij) ∈ Mn(C) کنیم فرض .۶.١.١ تعریف

At := (aji),١ ≤ i, j ≤ n.

م�ͳشود تعریف زیر صورت به A ماتریس مزدوج٧ ،A = (aij) ∈ Mn(C) کنیم فرض .٧.١.١ تعریف

A := (aij),١ ≤ i, j ≤ n.

ذیل صورت به و داده نمایش A∗ با را A مزدوج٨ ترانهاده�ی ،A ∈ Mn(C) کنیم فرض .٨.١.١ تعریف

.A∗ = A
t
= At م�ͳکنیم تعریف

م�ͳگردد. ͳمعرف ماتریس�ها از ͳخاص انواع اینجا در ،A ∈ Mn(C) کنیم فرض

At = A متقارن٩: ماتریس�های -

At = −A پادمتقارن١٠: ماتریس�های -

A∗ = A :١١ͳهرمیت ماتریس�های -
۵Minimal Polynomial
۶Transpose
٧Conjugate

٨Conjugate Transpose
٩Symmetric

١٠Skew Symmetric
١١Hermitian



٣ ͳجبرخط از ͳمقدمات .١ فصل

A∗ = −A :١٢ͳپادهرمیت ماتریس�های -

AA∗ = A∗A نرمال: ماتریس�های -

ͳان΋ی ماتریس Έی مع΋وس ͳیعن ،U∗U = I به�طوری�که U ∈ Mn(C) :١٣ͳان΋ی ماتریس�های -

است. آن مزدوج ترانهاده�ی

.A = diag(a١١, . . . , ann), aij = ٠, (i ̸= j) قطری١۴: ماتریس�های -

.aij = ٠, (i > j) :١۵ͳمثلث بالا ماتریس�های -

.aij = ٠, (i < j) :١۶ͳمثلث پایین ماتریس�های -

متفاوت آن�ها ویژه�بردارهای دارد ام΋ان ͳول هستند، ی΋سان At و A ماتریس�های ویژه�مقدارهای .٩.١.١ قضیه

باشند.

داریم آن، ترانهاده�ی دترمینان با ماتریس Έی دترمینان تساوی به توجه با اثبات.

det(λI − A) = det(λI − A)t = det(λI − At),

ی΋سان آن�ها ویژه�مقدارهای نتیجه در و هستند ی΋سان مشخصه�ی چندجمله�ای دارای At و A ماتریس�های لذا

دستΎاه جواب At ویژه�بردارهای و (λI − A)x = ٠ دستΎاه جواب A ویژه�بردارهای آن�جای�ͳکه از است.

ندارد. وجود فوق دستΎاه دو جواب�های بین ͳارتباط ͳکل حالت در هستند، (λI − At)x = ٠

بود. خواهد A∗ ویژه��مقدار Έی λ آنΎاه باشد، A ویژه��مقدار Έی λ اگر [14, p.4] .١٠.١.١ قضیه

ی΋سان P−١AP و A ماتریس�های ویژه�مقدارهای آنΎاه باشد، وارون�پذیر ماتریس Έی P اگر .١١.١.١ قضیه

بود. خواهند

چون اثبات.

det(A− λI) = det(P−١)det(A− λI)det(P )

١٢Skew Hermitian
١٣Unitary

١۴Diagonal
١۵Upper Triangular

١۶Lower Triangular



۴ ͳجبرخط از ͳمقدمات .١ فصل

= det(P−١(A− λI)P ) = det(P−١AP − λI),

ویژه�مقدارهای دارای نتیجه در و بوده ی΋سان مشخصه�ی چندجمله�ای دارای A و P−١AP ماتریس�های لذا

هستند. ی΋سان

x = (x١, . . . , xn)بردارهای ١٧ͳضربداخل Cnباشند، در دلخواه بردار دو y و x فرضکنیم .١٢.١.١ تعریف

م�ͳشود تعریف زیر صورت به y = (y١, . . . , yn) و

(x, y) :=
n∑

i=١

xiyi,

.(x, y) := y∗x داد نمایش زیر ͳماتریس فرم به م�ͳتوان که

آنΎاه باشد، ͳدلخواه مختلط عدد α و Cn در ͳدلخواه بردارهای w و v و u کنیم فرض

،(u+ v, w) = (u,w) + (v, w) .١

،(αv,w) = α(v, w) .٢

،(v, w) = (w, v) .٣

.u = ٠ اگر تنها و اگر (u, u) = ٠ و (u, u) ≥ ٠ .۴

اند. ͳحقیق ͳهرمیت ماتریس Έی ویژه�مقدارهای .١٣.١.١ قضیه

باشد، متناظرش ویژه�بردار u و A ویژه�مقدار Έی λ و بوده ͳهرمیت ͳماتریس A ∈ Mn(C) کنیم فرض اثبات.

بنابراین ،λ = u∗Au = (Au, u) دیΎر عبارت به ،Au = λu آنΎاه

λ = (Au, u) = (u,Au) = u∗A∗u = u∗Au = λ,

است. مطلوب نتیجه�ی همان این و

ماتریس Έی با ی΋تا طور به اگر تنها و اگر است نرمال A ∈ Mn(C) ماتریس [14, p.20] .١۴.١.١ قضیه

باشد. متشابه قطری
١٧Inner Product



۵ ͳجبرخط از ͳمقدمات .١ فصل

A∗ ویژه�مقدار آن ویژه�مقدار هر اگر تنها و اگر است نرمال A ∈ Mn(C) ماتریس [14, p.21] .١۵.١.١ لم

باشد. نیز

م�ͳتوان را نرمال ماتریس هر هستند. نرمال ماتریس�های از ͳخاص حالت ͳهرمیت ماتریس�های ͳکل حالت در

A ویژه�مقدارهای لذا است، قطری ͳماتریس D و ͳان΋ی ͳماتریس Q آن در که نوشت، A = Q∗DQ صورت به

که نرمال ͳماتریس ͳیعن ،A = A∗ داریم باشند، ͳحقیق مقادیر این اگر حال هستند. D ویژه�مقدارهای همان

است. ͳهرمیت باشند، ͳحقیق آن ویژه�مقدارهای

در x غیرصفر بردار هر برای هرگاه گوییم، مثبت١٨ معین را A ͳحقیق و متقارن ماتریس .١۶.١.١ تعریف

.xtAx > ٠ باشیم داشته Rn

.xtAx ≥ ٠ باشیم Rnداشته در x بردار هر برای هرگاه مثبت١٩گوییم، معین نیمه Aرا ͳحقیق و متقارن ماتریس

باشیم داشته Cn در x غیرصفر بردار هر برای هرگاه گوییم، مثبت معین را A ͳهرمیت و مختلط ماتریس

.x∗Ax > ٠, (x∗ = xt)

.x∗Ax ≥ ٠ باشیم داشته Cn در x بردار هر برای هرگاه گوییم، مثبت معین نیمه را A ͳهرمیت و مختلط ماتریس

اند. مثبت آن ویژه�مقدارهای آنΎاه باشد، مثبت معین A متقارن و ͳحقیق ماتریس اگر .١٧.١.١ لم

.Ax = λx لذا باشد، آن متناظر ویژه�بردار x ̸= ٠ و ،A ماتریس دلخواه ویژه�مقدار Έی λ کنیم فرض اثبات.

نتیجه�ی همان این و λ > ٠ م�ͳبایست هستند، مثبت xtAx و xtx این�که به توجه با .xtAx = λxtx نتیجه در

است. مطلوب

اند. ͳنامنف آن ویژه�مقدارهای آنΎاه باشد، مثبت معین نیمه A متقارن و ͳحقیق ماتریس اگر .١٨.١.١ نتیجه

م�ͳکنیم. اثبات و بیان است، مفید ماتریس Έی ویژه�مقدارهای محل تعیین در که معروف قضیه�ای اکنون

و A ∈ Mn(C) کنیم فرض (قضیه�یگرشΎورین٢٠) .١٩.١.١ قضیه

Ri(A) =
n∑

j=١
j ̸=i

| aij |, i = ١, . . . , n,

١٨Positive Definite ١٩Positive Semidefinite ٢٠Gerschgorin



۶ ͳجبرخط از ͳمقدمات .١ فصل

به متعلق A ویژه�مقدارهای ͳتمام آنΎاه باشد، A ماتریس ام i سطر قطری غیر مقادیر قدرمطلق مجموع بیانΎر

قرص�های اجتماع
n∪

i=١

{z ∈ C : | z − aii |≤ Ri(A)},

بود. خواهد

بزرگترین با v از مولفه�ای vp کنیم فرض باشد. متناظرش ویژه�بردار v و A ویژه�مقدار Έی λ کنیم فرض اثبات.

،Av = λv چون .| vp |= maxi̸=p | vi | باشیم داشته دیΎر عبارت به باشد، قدرمطلق لحاظ از مقدار

داشت خواهیم بنابراین

(Av)p = λvp =
n∑

j=١

apjvj,

معادل به�طور یا

vp(λ− app) =
n∑

j=١
j ̸=p

apjvj,

داشت خواهیم ،ͳمثلث نامساوی از استفاده و مساوی طرفین از گرفتن قدرمطلق با

| vp || λ− app |=|
n∑

j=١
j ̸=p

apjvj |≤
n∑

j=١
j ̸=p

| apj || vj |≤| vp | Rp(A),

گرشΎورین قرص به متعلق λ ویژه�مقدار ͳیعن این و ،| λ− app |≤ Rp(A) م�ͳگیریم نتیجه ، | vp |> ٠ چون

Aماتریس ویژه�مقدارهای ͳتمام ترتیب همین به است. متناظرش ویژه�بردار درایه�ی بزرگترین با متناظر سطر برای

بود. خواهند گرشΎورین قرص�های اجتماع به متعلق

داشت. خواهیم را زیر نتیجه�ی بنابراین هستند، ͳ΋ی At و A ویژه�مقدارهای آنجای�ͳکه از

کنیم فرض و ،A ∈ Mn(C) کنیم فرض [8, p.20] .٢٠.١.١ نتیجه

Cj(A) =
n∑

i=١
i̸=j

| aij |, j = ١, . . . , n.

به متعلق A ویژه�مقدارهای ͳتمام آنΎاه باشد، A ماتریس ام j ستون قطری غیر مقادیر قدرمطلق مجموع بیانΎر

قرص�های اجتماع
n∪

j=١

{z ∈ C : | z − ajj |≤ Cj(A)},



٧ ͳجبرخط از ͳمقدمات .١ فصل

بود. خواهند

یΈماتریس عددی مقادیر حوزه�ی ٢.١

م�ͳشود تعریف زیر صورت به A عددی مقادیر حوزه�ی ،A ∈ Mn(C) کنیم فرض .١.٢.١ تعریف

W (A) := {x∗Ax : x ∈ Cn, x∗x = ١}

م�ͳشود ملاحظه تعریف به توجه با است. مختلط اعداد از زیرمجموعه�ای به Mn(C) از ͳتابع W (A)

W (I) = ١,W (αI) = α, ∀α ∈ C.

در و بوده توپلیتز-هاسدورف٢١ قضیه�ی نام به قضیه��ای صورت به مطلب این است، محدب Wمجموعه�ا�ی (A)

است. شده اثبات [10, 1.3]

گرفته نظر در x −→ x∗Ax پیوسته�ی تاب΄ تحت Cn در واحد کره�ی ΀سط تصویر عنوان به Wم�ͳتواند (A)

مجموعه�ی Έی پیوسته�ی تصویر که ͳآنجای از بنابراین است، همبند و فشرده مجموعه�ای واحد کره�ی . شود

W (A) مشابه دلیل به بنا بود. خواهد C در کراندار) بنابراین (و فشرده Wمجموعه�ای (A) است، فشرده فشرده،

.[10, p.6] بود خواهد همبند مجموعه�ای

کنیم تعریف زیر مجموعه�ی صورت به را W (A) م�ͳتوانیم دیΎر عبارت به

W (A) = {x
∗Ax

x∗x
: x ∈ Cn, x ̸= ٠}.

.l∗l = ١ و x∗Ax

x∗x
= l∗Al و l∗ = x∗

(x∗x)
١
٢
داشت خواهیم ،l = x

(x∗x)
١
٢
ش΋ل به l بردار تعریف با زیرا

.W (αA) = αW (A) داریم ،α ∈ C هر و A ∈ Mn(C) هر ازای به .٢.٢.١ قضیه

اثبات.

W (αA) = {x∗(αA)x : x∗x = ١} = {αx∗Ax : x∗x = ١}

= α{x∗Ax : x∗x = ١} = αW (A).

٢١Toeplitz-Hausdorff



٨ ͳجبرخط از ͳمقدمات .١ فصل

.W (A+ αI) = W (A) + α داریم α ∈ Cn هر و A ∈ Mn(C) هر ازای به .٣.٢.١ قضیه

اثبات.

W (A+ αI) = {x∗(A+ αI)x : x∗x = ١} = {x∗Ax+ αx∗Ix : x∗x = ١}

= {x∗Ax : x∗x = ١}+ α{x∗Ix : x∗x = ١}

= W (A) + αW (I) = W (A) + α.

تحت ماتریس Έی عددی مقادیر حوزه�ی که گرفت نتیجه م�ͳتوان بالا قضیه�ی دو به توجه با .۴.٢.١ نتیجه

پایاست. دوران و انتقال

هستند، W (A) مقادیر حوزه�ی به متعلق A ∈ Mn(C) دلخواه ماتریس ویژه�مقدارهای ͳتمام .۵.٢.١ قضیه

.σ(A) ⊆ W (A) دیΎر عبارت به

م�ͳتوانیم کلیت از کاستن (بدون است، موجود x ∈ Cn صفر غیر بردار بنابراین ،λ ∈ σ(A) فرضکنیم اثبات.

به�طوری�که بΎیریم)، نظر در واحد بردار

λ = λx∗x = x∗(λx) = x∗Ax ∈ W (A).

W (A+B) ⊂ W (A) +W (B) داریم ،A,B ∈ Mn(C) هر ازای به .۶.٢.١ قضیه

اثبات.

W (A+B) = {x∗(A+B)x : x ∈ Cn, x∗x = ١}

= {x∗Ax+ x∗Bx : x ∈ Cn, x∗x = ١}

⊂ {x∗Ax : x ∈ Cn, x∗x = ١}+ {y∗By : y ∈ Cn, y∗y = ١}

= W (A) +W (B).

.W (U∗AU) = W (A) داریم است، ͳان΋ی ماتریس U که ،A,U ∈ Mn(C) هر ازای به .٧.٢.١ قضیه



٩ ͳجبرخط از ͳمقدمات .١ فصل

به�طوری�که دارد، وجود Cn در xای بنابراین ،y ∈ W (U∗AU) کنیم فرض اثبات.

y = x∗U∗AUx, x∗x = ١.

.y = z∗Az ∈ W (A) بنابراین ،z∗z = x∗U∗Ux = x∗x = ١ داریم z = Ux گرفتن نظر در با

.y = z∗Az و z∗z = ١ به�طوری�که دارد وجود Cn در zی بنابراین ،y ∈ W (A) کنیم فرض ع΋س؛ اثبات

بنابراین .x∗x = z∗UU∗z = z∗z = ١ داریم .x = U∗z دهید قرار

y = z∗Az = x∗U∗AUx ∈ W (U∗AU).

از منظور آن در که ،W (A) = conv σ(A) آنΎاه باشد، نرمال ماتریس A ∈ Mn(C) اگر .٨.٢.١ قضیه

م�ͳشود. Xنامیده مجموعه�ی محدب غلاف که Xبوده اعضای محدب ترکیبات ͳتمام مجموعه�ی conv (X)

.A = U∗ΛU به�طوری�که دارند وجود U ͳان΋ی ماتریس و Λ قطری ماتریس آنΎاه باشد، نرمال A اگر اثبات.

چون و ،W (A) = W (Λ) داریم (٧.٢.١) قضیه�ی طبق

x∗Λx =
n∑

i=١

xixiλi =
n∑

i=١

|xi|٢λi,

م�ͳشود نتیجه ،x∗x = ١ آنجای�ͳکه (از است. Λ قطری عناصر محدب ترکیبات مجموعه�ی W (A) بنابراین

(|xi|٢ ≥ ٠ و
∑n

i=١ |xi|٢ = ١

. W (A) = conv σ(A) بنابراین هستند، A ویژه�مقدارهای Λ قطری عناصر چون

قطری مقادیر محدب غلاف W (A) آنΎاه باشد، قطری ماتریس Έی A اگر [10, p.8] .٩.٢.١ نتیجه

بود. Aخواهد (ویژه�مقدارهای)

خواهد بسته�ای ͳحقیق خط قطعه W (A) آنΎاه باشد، ͳهرمیت ͳماتریس A اگر [10, p.15] .١٠.٢.١ نتیجه

ماتریس Έی مقادیر حوزه�ی همچنین هستند. A ویژه�مقدارهای کوچ΋ترین و بزرگترین آن ͳانتهای نقاط که بود،

آنΎاه باشد، ͳان΋ی ماتریس A اگر هستند. A ویژه�مقدارهای آن راس�های که است ٢٢ͳچندوجه Έی نرمال

است. شده محاط واحد دایره�ی درون که است ͳچندوجه Έی W (A)

٢٢Polyhedral



١٠ ͳجبرخط از ͳمقدمات .١ فصل

.W (A∗) = W (A) داریم ،A ∈ Mn(C) هر ازای به [10, p.8] .١١.٢.١ قضیه

اثبات.

W (A∗) = {x∗A∗x : x∗x = ١} = {(x∗Ax)∗ : x∗x = ١}

= {(x∗Ax) : x∗x = ١} = W (A).

قسمت ،S(A) ≡ A− A∗

٢
و A ͳهرمیت قسمت ،H(A) ≡ A+ A∗

٢
،A ∈ Mn(C) ماتریس هر برای

هستند. ͳهرمیت iS(A) و H(A) که ،A = H(A) + S(A) داریم همواره م�ͳشود. نامیده A ͳپادهرمیت

Έی ͳهرمیت قسمت است، ͳحقیق محور روی عدد آن تصویر مختلط عدد Έی ͳحقیق قسمت که همان�گونه

خواهد مفید مقادیر حوزه�ی تعیین برای کار این م�ͳکند. تصویر ͳحقیق محور روی را آن مقادیر حوزه�ی ماتریس،

است. راحت�تر ͳهرمیت ماتریس Έی مقادیر حوزه�ی تعیین که چرا بود،

م�ͳکنیم. تعریف ͳحقیق محور روی E تصویر را Re E := {Re e : e ∈ E} ،E ⊂ C مجموعه�ی برای

.W (H(A)) = Re W (A) داریم ،A ∈ Mn(C) هر ازای به .١٢.٢.١ قضیه

اثبات.

x∗H(A)x =
x∗(A+ A∗)x

٢
=

x∗Ax+ x∗A∗x

٢
=

x∗Ax+ (x∗Ax)∗

٢

=
x∗Ax+ x∗Ax

٢
= Re x∗Ax.

برع΋س. و بود خواهد z ∈ W (A) Έی ازای به Re z صورت به W (H(A)) در نقطه هر بنابراین

صورت به را C راست باز نیم�صفحه�ی .١٣.٢.١ تعریف

RHP ≡ {z ∈ C : Re z > ٠},

صورت به را C راست بسته�ی نیم�صفحه�ی و

RHP٠ ≡ {z ∈ C : Re z ≥ ٠},

م�ͳکنیم. تعریف



١١ ͳجبرخط از ͳمقدمات .١ فصل

A + A∗ اگر تنها و اگر W (A) ⊂ RHP آنΎاه ،A ∈ Mn(C) کنیم فرض [10, p.10] .١۴.٢.١ نتیجه

باشد. مثبت معین

A + A∗ اگر تنها و اگر W (A) ⊂ RHP٠ آنΎاه ،A ∈ Mn(C) کنیم فرض [10, p.10] .١۵.٢.١ نتیجه

باشد. مثبت معین نیمه

تعریف زیر صورت به B و A مستقیم٢٣ جم΄ ،B ∈ Mn٢ و A ∈ Mn١ ماتریس دو برای .١۶.٢.١ تعریف

م�ͳشود

A⊕B :=

[
A ٠
٠ B

]
∈ Mn١+n٢ .

،B ∈ Mn٢ و A ∈ Mn١ هر ازای به .١٧.٢.١ قضیه

W (A⊕B) = conv (W (A) ∪W (B)).

م�ͳگیریم نظر در z =

[
x
y

]
صورت به را z ∈ Cn١+n٢ بردار ،A ⊕ B ∈ Mn١+n٢ که م�ͳکنیم توجه اثبات.

آنΎاه .z∗z = ١ و y ∈ Cn٢ و x ∈ Cn١ به�طوری�که

z∗(A⊕B)z = x∗Ax+ y∗By,

.W (A⊕B) ⊃ W (B) بنابراین ،z∗(A⊕B)z = y∗By ∈ W (B) و x = ٠ آنΎاه ،y∗y = ١ اگر

.z∗(A⊕B)z ⊃ W (A) و z∗(A⊕B)z = x∗Ax ∈ W (A) و y = ٠ آنΎاه ،x∗x = ١ اگر مشابه به�طور

بنابراین است، Wمحدب (A⊕B) آنجای�ͳکه از .W (A⊕B) ⊃ W (A)∪W (B) داشت خواهیم بنابراین

W (A⊕B) ⊃ conv (W (A) ∪W (B)).

و y∗y = ١ آنΎاه ،x∗x = ٠ اگر باشد. ͳدلخواه واحد بردار z =

[
x
y

]
∈ Cn١+n٢ کنید فرض ع΋س؛ اثبات

z∗(A⊕B)z = y∗By ∈ W (B) ⊂ conv (W (A) ∪W (B)),

٢٣Direct Sum


