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  چکیده

بسیاري   اساس وکلاسیک مکانیک کوانتومی است یر غ جنبه هايدر همتنیدگی کوانتومی یکی از جالبترین 
شناسایی و تعیین میزان در همتنیدگی بنا بر این، . کوانتومی را تشکیل می دهد عاتنظریه اطلا از فرایندهاي

تاکنون سنجه هاي زیادي براي تعیین میزان در همتنیدگی حالتهاي  .حالتهاي کوانتومی اهمیت بسزایی دارد
حالتهاي تمام در همتنیدگی میزان هیچ یک از آنها به تنهایی قادر  به تعیین  کوانتومی معرفی شده است که 

نامه سنجه درهمتنیدگی شکل یابی و سنجه توافق مورد مطالعه قرار گرفته  در این پایان. نیستند کوانتومی
براي تشخیص حالتهاي کوانتومی درهمتنیده، از معیارهاي درهمتنیدگی و شاهد هاي درهمتنیدگی . است

پرز و کاهش اشاره شده و چگونگی ساختن شاهدهاي  نامه به معیارهاي در این پایان. استفاده می شود
سرانجام، نشان داده شده است . درهمتنیدگی از نگاشت هاي مثبتی که کاملا مثبت نیستند، بررسی شده است

و  Wکه میان شاهدهاي درهمتنیدگی و مربع بردار توافق حالت هاي خالص کاملا درهمتنیده رده هاي 
GHZ ه اي وجود داردسیستم هاي بس کیوبیتی رابط .  

  
 -درهمتنیدگی شکل یابی -توافق سنجه -ي درهمتنیدگیسنجه -درهمتنیدگی کوانتومی: کلیدواژه ها

  .شاهدهاي درهمتنیدگی

  

  

  

  



 

  

  

  

  مقدمه

مباحث اطلاعات کوانتومی یکی از مباحث مهم مطرح در حال حاضر است و درهمتنیدگی کوانتومی 
حالتهایی که داراي ماکزیمم ،مثال به عنوان.فرایندهاي اطلاعات کوانتومی استیکی از منابع اصلی در تمام 

، از دیگر کاربردهاي شمار می روند به1کوانتومی ترابردگی هستند، حالتهاي کلیدي براي تنیدهمدر
و  3، محاسبات کوانتومی 2درهمتنیدگی در فرایندهاي اطلاعات کوانتومی می توان به رمزنگاري کوانتومی

به همین دلیل، پی بردن به در همتنیدگی یک حالت کوانتومی و میزان . اشاره کرد 4مخابرات کوانتومی
براي . ردار استدرهمتنیدگی آن جهت استفاده در فرایندهاي اطلاعات کوانتومی از اهمیت اساسی برخو

هیافت اول، معیارهاي ر .می توان از دو رهیافت استفاده کردحالت کوانتومی، در همتنیدگی یک تشخیص 
براي تعیین میزان درهمتنیدگی، از سنجه هاي . هدهاي درهمتنیدگی استشا و رهیافت دوم، همتنیدگیدر

تاکنون سنجه هاي زیادي براي تعیین میزان در همتنیدگی حالتهاي  .درهمتنیدگی کوانتومی استفاده می شود
حالتهاي  تماممیزان در همتنیدگی قادر  به تعیین آنها به تنهایی  هیچ یک ازکوانتومی معرفی شده است که 

  .سنجه هاي توافق و درهمتنیدگی شکل یابی از مهم ترین آنها است. نیستند کوانتومی
یک حالت کوانتومی یک سیستم دو جزئی را یک حالت حاصلضربی می گویند اگر بتوان آنرا به 

حالت کوانتومی جداپذیر حالتی . شتصورت ضرب تانسوري دو حالت هر کدام مربوط به یک جزء نو
در غیر این صورت، حالت . است که بتوان آن را به صورت ترکیب محدبی از حالت هاي حاصلضربی نوشت

  .کوانتومی را درهمتنیده می گویند
                                                        

1 Quantum Teleportation 
2 Quantum Cryptography  
3 Quantum Computation 
4 Quantum Communication  



 

یک سنجه درهمتنیدگی، یک نگاشت از ماتریس هاي چگالی به اعداد حقیقی مثبت است که خواص 
  .رضا می کند و براي تعیین میزان درهمتنیدگی  یک حالت کوانتومی به کار می روداساسی در همتنیدگی را ا

شاهد درهمتنیدگی یک عملگر هرمیتی نا مثبت است که مقدار چشمداشتی آن با تمام حالت هاي جداپذیر،  
ر به عبارت دیگر، می تواند حد اقل یک حالت د. نامنفی و حداقل  با یک حالت در همتنیده، منفی است

  .همتنیده را تشخیص دهد
در فصل دوم ابتدا تعریف . در فصل اول تعاریف و مفاهیم مورد نیاز در طول پایاننامه را آورده ایم

ووترز در سال . سنجه را ارائه کرده و سپس به بررسی دو سنجه توافق و درهمتنیدگی شکل یابی پرداخته ایم
ابی را براي یک جفت از سیستم هاي کوانتومی، به در مقا له اي  سنجه ي  درهمتنیدگی شکل ی 1997

در سال تعریف توافق براي اولین بار توسط ووترز و هیل .صورت آنتروپی اعضاء آن جفت تعریف کرد
ووترز و هیل نشان دادند که درهمتنیدگی شکل یابی ، یک تابع افزایشی یکنواخت محدب . ارائه شد 1998

رونگتا و فق به ابعاد بالاتر، تلاش هاي فراوانی شده است از جمله  تلاش براي تعمیم توا. از توافق  است
توافق را برحسب یک وارونگر کلی ،که تعمیم عمل وارونی اسپین دو کیوبیتی به ابعاد - Iهمکارانش، که

  . وسط دکتر اخترشناس معرفی شده استو همچنین بردار توافق که تاندبالاتر است، تعریف کرده
کیوبیتی به دو روش ناهمسان درهمتنیده می شود و با استفاده از ارتباطات کلاسیکی و یک حالت سه 
بنابراین سنجه . ، نمی توان یک رده حالت را از رده حالت دیگر به دست آورد(LOCC)عملگرهاي موضعی

              W-و رده  GHZ-درهمتنیدگی براي این دو ردهبه صورت هاي متفاوت تعریف می شود که آنها رارده
فصل دوم را به  W-و رده GHZ-با بررسی سنجه هاي توافق حالت هاي خالص و آمیخته رده. می نامند

  .پایان رسانده ایم
اساس شاهدهاي درهمتنیدگی قضیه . ایمدر فصل سوم، ابتدا تعریف شاهدهاي درهمتنیدگی را بیان کرده

چشمداشتی شاهدي با ماتریس چگالی مورد نظر منفی باناخ است و بر طبق این قضیه، اگر مقدار  -هان
 چنین ، ساختن شاهدي است کهآنچه براي ما اهمیت دارد.  ، آن ماتریس چگالی  حتما درهمتنیده استباشد

روش هاي ساخت شاهدهاي درهمتنیدگی، استفاده از نگاشت هاي مثبتی یکی از . خصوصیتی داشته باشد
، نگاشت کاهش و نگاشت در اینجا،  ساخت شاهد با استفاده از نگاشت ترانهاد . است که کاملا مثبت نیستند

نگاشتی که مثبت باشد اما کاملا مثبت نباشد، می تواند یک معیار . ایم چویی را مورد مطالعه قرار داده



 

معیارها به صورت کیفی و گاهی به صورت کمی، درهمتنیدگی یک حالت  .جداپذیري به دست دهد
درهمتنیدگی پرز از نگاشت ترانهاد و معیار درهمتنیدگی کاهش از  معیار. ی را مشخص می کنندکوانتوم

،   W-و رده  GHZ-سه کیوبیتی ردههاي خالص  براي حالتهمچنین، . یدنگاشت کاهش به دست می آ
  . ایمشاهدهاي درهمتنیدگی را بررسی کرده

  . مجذور سنجه توافق مرتبط است در فصل چهارم نشان داده ایم که شاهد درهمتنیدگی با
  
  
  
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

  

 

 فصل اول

  تعاریف و مفاهیم مقدماتی
 

 

 

 

 

 

 

  

  



 

  . ارائه می دهیمنامه را  پایان فصل هاي بعديمورد نیاز در مقدماتی مفاهیم تعریف ها و ین فصل در ا 

 1فضاي هیلبرت  1- 1

به نام  فضاي هیلبرت مختلط  برداريیک فضاي حالت هاي ممکن هر سیستم کوانتومی را با اعضاي  
 .ضرب داخلی تعریف می شودیک که در آن  لی استکامفضاي هیلبرت فضاي برداري  .نشان می دهند
 .هیلبرت را بردار می نامنداعضاي فضاي 

نشان  ܪ݉݅݀را بعد آن می نامند و با  خطی حداکثر تعداد بردارهاي مستقل، ܪدر یک فضاي هیلبرت
باشد و فضاي هیلبرت را که تعداد آنها برابر با بعد یک  مجموعه از بردارهاي مستقل خطیهر . می دهند

حسب برفضاي هیلبرت هر بردار دلخواه . بتواند آن را پدید آورد، یک پایه براي فضاي هیلبرت می نامند
پایه ، هر حالت در به عنوان بردارهاي �〈�0|و �〈�1|مثلا با دو حالت  . ي پایه به طور کامل تعیین می شودبردارها

  :فضاي هیلبرت دو بعدي را می توان به صورت زیر نوشت 

)1-1(                                                                                          |�߰〉 = α|�0〉 + β|�1〉���  

  .دو عدد مختلط دلخواه هستند  ߚو    ߙکه در آن  

 سیستم کوانتومی زیردو  یک سیستم مرکب ازفضاي هیلبرت   2- 1

,ܣومی دو سیستم کوانت ,஺ܪفضاي هیلبرت آنها را به ترتیب با  چنانچه. بگیریدرا در نظر   ܤ  نشان ஻ܪ
ܪه صورت حاصلضرب تانسوريفضاي هیلبرت سیستم مرکب ب ،دهیمب = ஺ܪ ⊗  .تعریف می شود  ஻ܪ

  :اگر

஺ܪ݉݅݀                                                              )          1-2( = ,       ܯ ஻ܪ݉݅݀ = ܰ  

  :داریم آنگاه

ܪ݉݅݀                                                                )     1-3( = .஺ܪ݉݅݀ ஻ܪ݉݅݀ = .ܯ ܰ 

                                                        
1 Hilbert space  



 

را   ୅ܪبنابراین هر حالت فضاي . م در نظر می گیری {�〈௜݁�|}را به صورت   ஺ܪپایه   ،در سراسر این رساله
  :می توان به صورت زیر نوشت 

)1-4(                                                                                          |�߰஺〉 =� ∑ ܽ௜
ெ
௜ୀ1 |�݁௜〉�  

�൛หرا به صورت   ஻ܪهمچنین پایه ௝݂〉�ൟ  ܪدر نتیجه هر حالت فضاي  . در نظر می گیریم஻  به صورت زیر
  : ه می شودنوشت

)1-5(                                                                                           |�߰஻〉 =� ∑ ௝ܾ
ே
௝ୀ1 ห� ௝݂〉� 

ܪیک پایه فضاي مرکب  رو،از این  = ஺ܪ ⊗ 〈൛ห�݁௜به صورت   ஻ܪ ⊗ ห� ௝݂〉��ൟ  است و هر حالت فضاي
  : شوده به صورت زیر نوشتمی تواند مرکب 

)1-6      (                                                  |�߰〉 =� ∑ ܿ௜௝ห�݁௜〉 ⊗ ห� ௝݂〉��
௜,௝ = ∑ ܿ௜௝௜,௝ ห�݁௜ , ௝݂〉�  

 : 1کیوبیتتعریف مفهوم   1-3

فضاي هیلبرت دو  در اصطلاح نظریه اطلاعات کوانتومی، هر. کوانتوم بیت استکلمه کیوبیت مخفف  
در عمل، هر سیستم کوانتومی دو حالته مثل حالت هاي اسپین یک الکترون، . را یک کیوبیت می نامندبعدي 

  . می تواند نمایشی از یک کیوبیت باشد

هر حالت بنا بر این،  .نشان می دهند  �〈�1|و �〈�0|ولا دو بردار پایه متعامد بهنجار یک کیوبیت را بامعم
  : نوشترا می توان به صورت زیر تک کیوبیتی 

)1-7   (           |�߰〉 =�ܽ|�0〉 + ܾ|�1〉           ;             |ܽ|2 �� + |ܾ|2 = 1         ;           ܽ, ܾ ∈ ℂ  

 b , a را نشان می دهند و  �〈�1|و �〈�0|ضرایب بسط هستند که به ترتیب دامنه ي احتمال حالت هايℂ  
 ℂ2روي میدان اعداد مختلط ، فضاي هیلبرت تک کیوبیت ، همان فضاي . شانگر میدان اعداد مختلط استن

  :، عبارت است از هیلبرت یک سیستم دو کیوبیتیفضاي . است 
                                                        

1 Qubit  



 

ܪ                                                                             )  1-8( = ஺ܪ ⊗ ஻ܪ = ℂ2 ⊗ ℂ2  

  :بردارهاي پایه ي این فضاي هیلبرت به صورت زیرند  ، به طور طبیعی

  )1-9  (                                                                                         |�00〉, |�01〉, |�10〉, |�11〉����  

  :به عنوان مثال . می توان بر حسب این پایه ها نوشت  را هر حالت این فضاي چهار بعدي

)1-10(                                                |�߰ି〉� = 1
√2 (|�0〉|�1〉 − |�1〉|�0〉����) = 1

√2 (|�01〉 − |�10〉��)  

 کیوبیتی  Nسیستم  4- 1

بعدي  2୒کیوبیتی می تواند به عنوان یک بردار در یک فضاي مختلط -Nکوانتومی  یک سیستمحالت 
پایه متعامد اعضاي نشان دهیم ، �〈�1|و    �〈�0|با  هر کیوبیت راپایه متعامد بهنجار اعضاي چنانچه . بیان شود 

�01100|د  کیوبیتی به صورت رشته هاي دودوییمانن- Nسیستم یک بهنجار  …   .خواهد بود �〈101

 1حالت خالص 5- 1

   بهنجاري روي بردار ��|߰�〉〈߰�|عبارت است از تصویرگر  Hحالت خالص سیستم کوانتومی
�〈߰�|مانند ∈   :است همواره با خود آن برابر عبارت دیگر حالت خالص حالتی است که توان دوم آن  به. ܪ

ߩ                                 )1-11( = |�߰〉〈�߰| ⟹ 2ߩ �� = (|�߰〉�〈�߰|�)(|�߰〉〈�߰|��) = |�߰〉�〈�߰|� =   ߩ

  

  

                                                        
1 Pure State  



 

 1خالص جداپذیرحالت  6- 1

را جداپذیر می  �〈߰�|حالت خالص متشکل از دو زیر سیستم، در یک سیستم کوانتومی دو قسمتی  
〈߰�|گویند اگر بتوانیم آن را به صورت یک بردار حاصل ضرب یعنی به صورت  = |�݁, ݂〉 ≡

|�݁〉 ⊗   .سیستم دوم است زیر حالتی از  �〈݂�|سیستم اول و زیر حالتی از  �〈݁�|بنویسم که در آن  ����〈݂�|

 2 حالت خالص درهمتنیده 7- 1

، یک  حالت خالص یعنی. ، آن را درهمتنیده می گویندحالت خالص جداپذیر نباشد در صورتی که یک
〈߰�|توان به صورت یک بردار حاصل ضرب می ندرهمتنیده را  = |�݁,   .نوشت ��〈݂

 3تجزیه اشمیت 8- 1

هر با توجه به اینکه در یک فضاي برداري انتخاب پایه منحصر به فرد نیست، بسته به انتخاب پایه،  
〈߰�|خالص  حالت ∈ H୅ ⊗ H୆

اشمیت نشان داده است . به صورت هاي گوناگونی بسط داده می شود�
  ، یعنیی پیدا کرد به طوري که در آنتمام ضرایب بسط حقیقی و مثبت استپایه ي مناسب که می توان 

)1-12   (                                                                                     |�߰〉 =� ∑ ܽ௜
ெ
௜ୀ1 |�݁௜ , ௜݂〉�  

୧ܽدر آن که  ≥ ∑ و 0 ܽ௜
2 = 1୑

୧ୀ1 . ܽتعداد୧ ه اشمیت را مرتبه اشمیتهاي مخالف صفر در تجزی           
  .، منحصر بفرد است خالص نتیجه مرتبه اشمیت یک حالتمی شود که تجزیه اشمیت و در ثابت  .می گویند

. باشد 1مرتبه اشمیت آن  حالتی است که جداپذیر حالت خالص، اشمیت بنا بر تجزیهکه  کنیدتوجه 
در یک سیستم دو به عنوان مثال،  .ندهاي خالص جداپذیرحالت  نمونه هایی از �〈�1,0|و  �〈�0,0|يها حالت

〈߰�| می تواند به صورت کلی �〈߰�| دلخواهتجزیه اشمیت حالت خالص کیوبیتی، = ܽ1|�01〉 + ܽ2|�10〉���   
〈߰�|و  یا   = ܽ1|�00〉 + .  صفر شود، حالت مورد نظر جداپذیر است  2ܽو یا    1ܽاگر  . باشد ���〈�11|2ܽ

                                                        
1 Separable Pure State  
2 Entangled Pure State  
3 SchmidtDecomposition  



 

1ܽدر صورتی که    = ܽ2 = 1
حالت کاملا درهمتنیده است که حالت بل باشد،  حالت مورد نظر یک   2√

  :عبارتند ازوجود دارد که چهار حالت بل ، در یک سیستم دو کیوبیتی.نامیده می شود

)1-13          (                                                                          �|߰±〉 = 1
√2 (�01〉 ± |�10〉�)  

)1-14           (                                                                         �|߮±〉 = 1
√2 (�00〉 ± |�11〉�)  

  2و ماتریس چگالی1آمیختهحالت  9- 1

حالت هاي براي توصیف  .آن را با یک بردار حالت نشان دادتوان می حالت آمیخته حالتی است که ن
یک نشان داده می شود،   ߩماتریس چگالی که معمولا با . استفاده می کنندماتریس چگالی از مفهوم آمیخته 

ܪعملگر هرمیتی مثبت روي فضاي  = است که هربردار حالت را به بردار حالت دیگر تبدیل  ஻ܪ⨂஺ܪ
مجموعه هاي  ߩبراي . انتخاب می شود تا شرط واحد بودن احتمال کل برقرار شود 1مساوي  ߩرد . می کند

 :کرنل و برد به صورت زیر تعریف می شوند 

{ߩ}ܭ         )1-15(  = {|�߰〉 ∈ :ܪ 〈߰�|ߩ = 0 ��}  ; {ߩ}ܴ  = {�|߰〉 ∈ :ܪ ∃|�߮〉�: 〈߮�|ߩ = |�߰〉��}  

هستند که به ترتیب توسط ویژه بردارهاي با ویژه مقادیر صفر و ویژه  ܪکرنل و برد زیر فضاهاي 
  .می گویند ߩبعد زیر فضاي برد را مرتبه  .پدید می آیند ߩبردارهاي با ویژه مقادیر مخالف صفر 

,݅|�}با انتخاب پایه  ܪفضاي براي   {〈݆ = را با استفاده از عملگرهاي  ߩمی توان عملگر ، ஻ܪ⨂஺ܪ
  :پایه به صورت زیر بسط داد 

ߩ                         )  1-16( = ∑ ௞௟ߩ
௜௝

௜௝௞௟ |�݅〉஺ ⊗ |�݆〉஻
��〈�݇|஺

� ⊗ 〈�݈|஻
� = ∑ ௞௟ߩ

௜௝|�݅, ݆〉〈�݇, ݈|��
௜௝௞௟  

  

                                                        
1 Mixed State 
2 Density Matrix 



 

  حالت آمیخته  و درهمتنیدگی جداپذیري 10- 1

صورت ترکیب محدبی از حالت هاي اگر بتوان آن را به نامیده می شود جداپذیر  ߩحالت آمیخته 
  :خالص حاصلضربی نوشت 

ߩ                                                                                 )1-17( = ∑ ௜|�݁௜݌ , ௜݂〉〈�݁௜ , ௜݂|��௞
௜ୀ1  

୧݌ که در آن  ≥ ∑ و 0 ௜݌
୩
୧ୀ1 =  .یک عدد طبیعی کوچکتر یا مساوي با مربع بعد فضا است  ݇ و 1

  .جداپذیر نباشد، آن را  درهمتنیده می گویند ߩحالت آمیختهاگر 

   PPTو حالت هاي  1ترانهاد جزئی11- 1

ܪیک عملگر هرمیتی مثبت روي فضاي  ߩماتریس چگالی = برحسب اعضاي  است که ஻ܪ⨂஺ܪ
  :نشان داد به صورت زیر پایه فضا، می توان آن را

ߩ         )      1-18( = ∑ ௞௟ߩ
௜௝

(|�݅〉�
஺ ⊗ |�݆〉�

஻)(〈�݇|�஺ ⊗ 〈�݈|�஻)௜௝௞௟ = ∑ ௞௟ߩ
௜௝

(|�݅〉�
஺〈݇�|஺) ⊗ (|�݆〉�

஻〈�݈|�஻)௜௝௞௟  

  :تعریف می شودبه صورت زیر  Aترانهاد جزئی آن نسبت به زیر سیستم 

ߩ
்ಲ = ෍ ௞௟ߩ

௜௝
(|�݅〉�

஺〈݇�|஺)் ⊗ (|�݆〉�
஻〈�݈|�஻)

௜௝௞௟

 

)1-19      (                     = ∑ ௞௟ߩ
௜௝

(|�݇〉�
஺〈݅�|஺) ⊗௜௝௞௟ (|�݆〉�

஻〈�݈|�஻)      ,       ቀߩ
்ಲ ቁ

௞௟

௜௝
= ௜௟ߩ

௞௝  

  :می نامیمPPTحالتبه اختصار  باشد،مثبت  Bیا  Aنسبت به سیستم آن ترانهاد جزئی  ی را کهحالت

ߩ                                                                      )    1-20(
୘ా ≥ ߩیا                 0

୘ఽ ≥ 0  

  . [1]می نامیم PPTرا که درهمتنیده نیز باشد ، حالت درهمتنیده   PPTیک حالت 

                                                        
1 Partial Transpose  



 

  

  

  

  

 

  فصل دوم
 درهمتنیدگی  سنجه

  توافقسنجه شکل یابی و 
  

  

  

  


