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1

را خداي سپاس

این در جانشینش بالاخره و رسالتش صاحب و روحش حامل هم�پیمانش، انسان و است لایموت که
بر که خودآگاه و زنده است وپیکره�اي خداست خردمندي و قدرت آینه که مقدس و معنی�دار طبیعت
نطق از برگش، هر دفتر سنگریزه�اش هر زبان بر و می�زاید و می�زید و می�روید و می�گردد خدا سنت�هاي

می�تراود. خدا شعر و می�روید عشق سخن گلش نطق و خاك نطق و آب
وفادار و پاك آینه�اي حقیقت، یک بی�انتهاي و بیکران اقیانوس از بی�شمار و گوناگون امواجی که خدایی
زیبایی و حرکت و است حیات یک تابنده و زاینده سرچشمه که شعور یک وجود، یک روح، یک آیات از

جهت. و
خدایی با و مسئولیت زندگی به و ارزش انسان به و معنی بودن به و می�بخشد روح جهان به آنچه تمامی
و افتاده�اند سجود به پایش در فرشتگان که آفریننده و آزاد اینگونه انسان اینچنین جهانی در و آنچنان

اویند. مسخر است میانه این در چه هر و آسمان و زمین

هست خدا باز شوم، تنها تنها�ترین اگر
نداشتن�هاست... همه جانشین او

شریعتی. علی دکتر 1



سپاس�گزاري

من به که شکرگزارم را پروردگارم چیز هر از بیش زیباست. هم لحظه�ها اوست یاد به لحظه�ها که آن�گاه
بگذرد. دانش و علم کسب در عمرم سال�هاي بهترین داد توفیق

دکتر ارجمندم، راهنماي استاد به تقدیم را قلبیم ارادت خالصانه�ترین اما نمی�گنجد کلام در اگرچه
هدایتم بی�دریغشان بردباري و دانش با و بی�پایانشان ایمان و علم با که می�نمایم نظري علیمحمد
در نمی�شد. میسر ایشان حمایت و راهنمایی به جز، پایان�نامه این انجام و مسیر این طی نمودند.
تماشایی بردباري به نازیبا، اگر و می�گردد هموار پایداري، به باشد هم دشوار راه اگر که آموختم نزدشان
خستگی وجود سایه در و می�باخت رنگ دلسردي�ها تمام که بود امیدشان از پر روحیه پرتو در می�شود.

می�یافت. پاسخ بی�گاه و گاه پرسش�ها ناپذیرشان،
بهنام دکتر خود، مشاور استاد تجربه�هاي از شاگرد، یک عنوان به که می�دانم لازم خود بر همچنین

بیاورم جاي به را سپاس و قدردانی مراتب سپهریان
پذیرفتند را پایان�نامه این داوري فراوان مشغله وجود با که سهرابی دکتر آقاي جناب ارجمند استاد از

دارم. را تشکر کمال
غزال و پارسا مهدوي مریم علیخانی، ساحل نادي�زاده، فاطمه عزیزم دوستان از می�دانم لازم اینجا در

کنم قدردانی بودند من یاریگر همواره مدت این در که قدوسی
اندیشه�ام شکوفایی و رشد زمینه که امروز به تا کارشناسی دوره از ریاضی گروه اساتید تمامی از پایان، در

سپاسگزارم. بی�نهایت نمودند فراهم را

امیري معصومه
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چکیده
پایان این در گراف. آن مجاورت ماتریس ویژه مقادیر مطلق قدر مجموع از است عبارت گراف یک انرژي

پردازیم. می گراف�ها مختلف انواع انرژي محاسبه چگونگی به ما نامه
محاسبه را آن گراف�ها از تعدادي براي و پرداخته گراف یک لاپلاسین ماتریس انرژي معرفی به درادامه
پردازیم. می آن یال چند یا یک حذف از بعد گراف یک انرژي محاسبه بررسی به بعد فصل در کنیم. می

نماییم. می مطرح شیمی علم در را گراف�ها انرژي کاربرد درپایان

کلیدي واژگان

تکین. مقدار لاپلاسین، انرژي گراف، انرژي لاپلاسین، ماتریس مجاورت، ماتریس



پیشگفتار
راه شیمی علم به بعدها و گرفت قرار استفاده مورد 1970 سال در کالسون توسط بار اولین گراف انرژي
ماتریس�هاست ویژه مقادیر کردن پیدا خطی جبر معضلات از یکی امروزه می�دانیم که همانطور کرد. پیدا
و ویژه مقادیر خاص، گراف�هاي مجاورت ماتریس�هاي خاص شکل از استفاده با پایان�نامه این در ما که

می�کنیم. محاسبه را آن�ها انرژي نهایت در
ویژه�آن. مقادیر قدرمطلق مجموع از است عبارت گراف یک انرژي

که می�دهیم نشان و کرده محاسبه را ... و دورها درخت�ها، جمله از سودار گراف�اي انرژي اول فصل در
چندجمله�اي داشتن با تنها و ویژه مقادیر داشتن بدون می�توان خاص انتگرالی نمایش یک از استفاده با

کرد. محاسبه را گراف یک انرژي مشخصه
خاص گراف�هاي براي متعددي کران�هاي و پرداخته گراف یک لاپلاسین انرژي معرفی به بعد فصل در

می�پردازیم. آن لاپلاسین انرژي و گراف انرژي مقایسه به نهایت در و آورده دست به
می�کند. پیدا تغییري چه مختلف یال�هاي حذف با گراف یک انرژي که می�کنیم بررسی سوم فصل در
تغییر بدون اینکه یا کاهش، افزایش، است ممکن آن انرژي که داد خواهد نشان شده ارائه مثال�هاي

بماند. باقی
توان انرژي و متمم انرژي نهایت در و می�پردازیم شیمی علم در گراف انرژي کاربرد چگونگی به ادامه در

می�آوریم. دست به عددي یافته�هاي عنوان به را خاص گراف�هاي از برخی
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1 فصل
مقدماتی مفاهیم و قضایا تعاریف،

می�دهیم. توضیح اختصار به نیازمندیم آن به نامه پایان این در که را مطالبی فصل این در

مقدماتی تعاریف 1.1

رئوس مجموعه V که Gاست = (V,E, φ) مانند مرتب تایی سه یک گراف یک گراف: .1.1.1 تعریف
است. V × V −→ E از تابع یک φ و یال�هاست مجموعه E و

باشند. داشته مشترك یال یک حداقل رأس دو اگر گوییم مجاور را رأس دو .2.1.1 تعریف

.v با مجاور رأس�هاي مجموعه با است برابر G گراف در v مانند رأس یک همسایگی .3.1.1 تعریف
می�دهیم. نشان N(v) با را همسایگی

N(6) = {4} و N(5) = {4, 2, 1} (1.1) شکل گراف در .4.1.1 مثال

N(6) = {4} و N(5) = {4, 2, 1} :1.1 شکل



2 مقدماتی مفاهیم و قضایا تعاریف، .1

uرأس درجه می�شوند، وارد آن به یا خارج uرأس از که را یال�هایی تعداد رأس: درجه .5.1.1 تعریف
گوییم.

می�دهیم. نمایش ∆(G) و δ(G) با ترتیب به را Gرئوس درجه بیشترین و کمترین

می�شود. نامیده تنها رأس یا منفرد رأس صفر، درجه با رأس یک تنها: رأس .6.1.1 تعریف

و V = xo, x1, ..., xk شکل به P = (V,E) غیرتهی گراف یک مسیر یک مسیر: .7.1.1 تعریف
رأس�هاي xk و xo رأس�هاي هستند. متمایز همگی �ها xi که است E = xox1, x1x2, ..., xk−1xk

هستند. میانی رأس�هاي x1, x2, ..., xk−1 رأس�هاي و انتهایی

داشته وجود مسیر یک حداقل دلخواه رأس دو هر بین G گراف در اگر همبند: گراف .8.1.1 تعریف
است. ناهمبند گراف غیراین�صورت، در است همبند گراف باشد

گوییم. طوقه را یکسان انتهاي دو با یالی طوقه: .9.1.1 تعریف

گوییم. موازي یال را یکسان انتهاي و ابتدا بارئوس یال دو موازي: یال .10.1.1 تعریف

C = P + xk−1xo گراف آن�گاه، k ≥ 3 و مسیر یک P = x0x1...xk−1 اگر دور: .11.1.1 تعریف
می�شود. نامیده دور یک ،

گوییم. درخت را دور بدون همبند گراف درخت: .12.1.1 تعریف

برچسب یک رأسی هر به که است درختی برچسب�دار، درخت برچسب�دار: درخت .13.1.1 تعریف
است. شده داده منحصربه�فرد

می�باشد. یال 5 و رأس 6 با برچسب�دار درخت یک زیر شکل .14.1.1 مثال



3 مقدماتی تعاریف .1.1

برچسب�دار درخت :2.1 شکل

باشد. نداشته یالی هیچ که است گرافی تهی، گراف تهی: گراف .15.1.1 تعریف

و بوده رأس n داراي گاه هر می�نامیم کامل گراف یک را Kn ساده گراف کامل: گراف .16.1.1 تعریف
باشند. مجاور یکدیگر با رئوس همه

گوییم برگ را، درخت در یک درجه رأس برگ: .17.1.1 تعریف

n− 1 با که مرکز عنوان به رأس یک از متشکل است گرافی ستاره گراف ستاره: گراف .18.1.1 تعریف
است. مجاور برگ

می�شود. گفته مسیر آن طول مسیر، یک یال�هاي تعداد مسیر: طول .19.1.1 تعریف

.G از رأس دو بین فاصله بیشترین از است عبارت G قطر قطر: .20.1.1 تعریف

نباشد. موازي یال و طوقه داراي که است گرافی ساده گراف ساده: گراف .21.1.1 تعریف

می�باشند. ساده گراف�هاي پایان�نامه این در بحث مورد گراف�هاي کلیه که است ذکر به لازم تذکر:

و E(G) = E(H) و v(G) = v(H) اگر گوییم یک�ریخت H و G گراف دو .22.1.1 تعریف
است. H به G از پوشا و یک�به�یک تابع یک φ که φ(G) = φ(H)

یک اگر می�شود نامیده شده ریشه�دار درخت درخت، یک شده: ریشه�دار سو�دار درخت .23.1.1 تعریف
به یا ریشه سمت به جهت�هایی یال�ها که صورت این به دهیم، نمایش ریشه عنوان به را آن از رأس

باشند. داشته ریشه خارج



4 مقدماتی مفاهیم و قضایا تعاریف، .1

3 گره با شده ریشه�دار درخت :3.1 شکل

درجه به�طوري�که باشد داشته وجود r ثابت اگر است منتظم G گراف منتظم: گراف .24.1.1 تعریف
گوییم. منتظم −r را گرافی چنین باشد. r رأس، هر

گراف دهیم، می نمایش Gc با را آن که ، G ساده گراف متمم گراف: (متمم) مکمل .25.1.1 تعریف
، G در رأس�ها آن اگر تنها و اگر مجاورند، رأس دو آن در که ، V رأس�هاي مجموعه با است ساده�اي

نباشند. مجاور

X ∩Y = ϕ و V (G) = X ∪Y گاه هر نامیم دوبخشی Gرا گراف دوبخشی: گراف .26.1.1 تعریف
نباشند. مجاور یکدیگر با Y یا X در رأسی دو هیچ و

با X بخش دو به آن رأس�هاي مجموعه که است گرافی Km,n کامل دوبخشی گراف .27.1.1 تعریف
باشد. مجاور Y رأس هر با X رأس هر و باشد شده افراز |Y | = n و |X| = m

و V ′ ⊆ V هرگاه نامیم (G,E, φ) زیرگراف را G′(V ′, E ′, φ′) گراف زیرگراف: .28.1.1 تعریف
.E ′ ⊆ E



5 مقدماتی تعاریف .1.1

صدق V (H) = V (G) شرط در G از H زیرگراف که صورتی در فراگیر: زیرگراف .29.1.1 تعریف
می�نامیم. G از فراگیر زیرگراف یک را آن کند،

یال�هایش مجموعه و V ′ آن رأس�هاي مجموعه که G از زیرگرافی القایی: زیرگراف .30.1.1 تعریف
V ′ توسط شده القا زیرگراف است، واقع V ′ در آن�ها سر دو هر که باشد G از یال�هایی مجموعه برابر

می�شود. نامیده

هر بین از همچنین و کنیم حذف را طوقه�ها تمام ساده، گراف یک در اگر زمینه: گراف .31.1.1 تعریف
گراف که می�رسیم G از ساده�اي فراگیر زیرگراف به کنیم، حذف را موازي یال�هاي تمام مجاور، رأس دو

می�شود. نامیده G زمینه ساده

|G| نماد با را آن و گوییم G گراف مرتبه را G گراف رأس�هاي تعداد گراف: مرتبه .32.1.1 تعریف
می�دهیم. نمایش

مجموعه یک وسیله به مربعی ماتریس یک از اصلی زیرماتریس یک اصلی: زیرماتریس .33.1.1 تعریف
می�شود. تشکیل ستون�ها مجموعه نظیر به نظیر و سطرها از

دو
 0 1 1

1 0 1
1 1 0

 و
[ 0 1
1 0

]
مثال عنوان به که A =


0 1 1 1 0
1 0 1 0 0
1 1 0 1 1
1 0 1 0 1
0 0 1 1 0

 .34.1.1 مثال

می�باشند. A اصلی زیرماتریس

ترانهاده هرگاه گوییم، یکانی را مختلط عناصر با A مربعی ماتریس یکانی: ماتریس .35.1.1 تعریف
یعنی باشد، برابر A وارون با A اعضاي مختلط مزدوج از متشکل ماتریس

(Ā)TA = I.



6 مقدماتی مفاهیم و قضایا تعاریف، .1

یک A = AG مجاورت ماتریس ، G گراف یک براي گراف: یک مجاورت ماتریس .36.1.1 تعریف
به�طوري�که می�باشد n× nماتریس

Ai,j =

{ 1 اگر (i, j) ∈ E
0 درغیراین�صورت

است. متقارن ماتریس یک گراف، یک مجاورت ماتریس واضح طور به

به�طوري�که است n×nماتریس یک L = LG لاپلاسین ماتریس لاپلاسین: ماتریس .37.1.1 تعریف

Li,j =


−1 اگر (i, j) ∈ E
di اگر i = j
0 این�صورت غیر در

می�باشد. متقارن ماتریس یک نیز لاپلاسین ماتریس واضح طور به است. ام iرأس درجه di که

قطر روي صفر درایه با C مربعی ماتریس یک کنفرانس ماتریس کنفرانس: ماتریس .38.1.1 تعریف
از ماتریس اگر است. همانی ماتریس از مضربی CCT به�طوري�که می�باشد، قطر خارج −1 و 1 و اصلی

CTC = (n− 1)I آن�گاه باشد، n× n مرتبه

یک در یال هر براي سو یک دادن قرار وسیله به که است سودار گراف :یک تورنومنت .39.1.1 تعریف
از جفت هر که است سودار گراف یک تورنومنت دیگر، عبارت به می�آید. دست به بی�سو کامل گراف

می�شوند. متصل هم به سودار یال یک توسط آن رأس�هاي

می�باشد. رأس 4 با تورنومنت یک (4-1 ) شکل .40.1.1 مثال

باشد، آن معکوس با مساوى آن ترانهاده اگر است متعامد Qماتریس متعامد: ماتریس .41.1.1 تعریف
QTQ = QQT = I یا QT = Q−1 یعنى

ترانهاده A∗ که A∗A = AA∗ اگر است نرمال A مربعى ماتریس نرمال: ماتریس .42.1.1 تعریف
اگر است نرمال بنابراین و A∗ = AT داریم حقیقى عناصر با Aماتریس یک براى مى�باشد. A مزدوج
دهیم نمایش زیر صورت به را آن بتوانیم اگر تنها و اگر است نرمال A دیگر عبارت به .ATA = AAT

.A = UΛU∗

A ویژه مقادیر ، Λ قطرى ماتریس از λ عناصر ، U∗U = UU∗ = I و Λ = diag(λ1, ..., λn) که
مى�باشند. A ویژه بردارهاى U ستون�هاى و
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تورنومنت :4.1 شکل

b = [b1, b2, ..., bn]T و a = [a1, a2, ..., an]T بردار دو داخلی ضرب داخلی: ضرب .43.1.1 تعریف
می��کنیم. تعریف زیر صورت به را

a.b =
∑n

i=1 aibi = a1b1 + a2b2 + ...+ anbn.

A کرونیکر ضرب بنابراین B ∈ Rp×q. و A ∈ Rm×n کنیم فرض کرونیکر1: ضرب .44.1.1 تعریف
می�شود تعریف زیر صورت به B و

A
⊗

B =


a11B . . . a1nB
. . . . .
. . . . .
. . . . .

am1B . . . amnB

 ∈ Rmp×nq,

A
⊗

B ̸= B
⊗

A همچنین

مجموعه با Hگرافی و G گراف دو از G×H کرونیکر ضرب گراف: دو کرونیکر ضرب .45.1.1 تعریف
می�باشد. زیر یال�هاي مجموعه و V (G)× V (H) رئوس

{{(u, x), (v, y)}|(u, v) ∈ E(G), (x, y) ∈ E(H)}.

مجاورت ماتریس ، A(H) و A(G) مجاورت ماتریس�هاي با ترتیب به H و G گراف دو هر براي
می�شود داده زیر صورت به G⊗

H گراف از A(G)⊗A(H)

1Kronecker
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A(G
⊗

H) = A(G)
⊗

A(H).

A قطر a11, a22, ...ann عناصر باشد، n مرتبه از مربعی ماتریس یک A کنیم فرض .46.1.1 تعریف
می��کنیم تعریف زیر صورت به و داده نمایش traceA با را Aماتریس اثر می�شوند. نامیده

traceA = a11 + a22 + ...+ ann.

جایگشت یک را f : X → X دوسویی تابع هر باشد ناتهی مجموعه یک X اگر .47.1.1 تعریف
می�نامیم. X عناصر

می�دهیم نمایش زیر صورت به را A ، n× nماتریس یک دترمینان .48.1.1 تعریف

detA =
∑

σ sgn(σ)a1σ(1).....anσ(n).

فرد یا زوج σ این�که طبق بر نیز sgn(σ) و می�باشد σ1.......σn جایگشت�هاي همه روي مجموع که
می�باشد. −1 یا 1 است،

فضاي زیر آن�گاه m×nباشد. مرتبه از ماتریس یک A کنیم فرض ماتریس: یک رتبه .49.1.1 تعریف
آمده وجود به فضاي زیر می�شود. نامیده A سطري فضاي A سطري بردارهاي وسیله به آمده وجود به
یا A ستونی فضاي بعد Aماتریس یک رتبه می�شود. نامیده A ستونی فضاي A ستون�هاي وسیله به

می�شود. داده نمایش rankA با و می�باشد آن سطرى فضاى بعد

به باشد داشته وجود T نامنفرد ماتریس یک اگر گوییم، مشابه را B و Aماتریس دو .50.1.1 تعریف
داراي مشابه ماتریس دو که است این مشابه ماتریس�هاي مهم خاصیت یک ، T−1AT = B که قسمی

هستند. یکسان ویژه مقادیر

rankA = اگر می�شود نامیده نامنفرد n×n مرتبه ماتریسAاز یک نامنفرد: ماتریس .51.1.1 تعریف
است. منفرد ماتریس، غیراین�صورت در ، n

می�شود نامیده Aمعکوس که دارد وجود A−1 ، n× nماتریس یک آن�گاه باشد، نامنفرد A اگر
آن دترمینان اگر تنها و اگر است نامنفرد ماتریس یک واقع در ، A−1A = AA−1 = I به�طوري�که

باشد. صفر مخالف
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جایگشت ماتریس یک را P مانند صفر مخالف مربعی ماتریس یک جایگشت: ماتریس .52.1.1 تعریف
برابر همگی بقیه و شود یافت ستون و سطر هر در است یک که صفر مخالف عنصر یک تنها اگر گوییم

باشند. صفر

ترانهاده .i > j + 1 ازاي به aij = o اگر است هسنبرگی بالا A مربعی ماتریس یک .53.1.1 تعریف
.j > i+ 1 ازاي به aij = o یعنی است، هسنبرگی پایین ماتریس یک هسنبرگی بالا ماتریس یک

می�باشد زیر شکل به هسنبرگی بالا ماتریس یک
⋆ . . . ⋆ ⋆
⋆ . . . ⋆ ⋆
. . .
. . .
. . . .

0 ⋆ ⋆

 .

اگر است ناپذیر کاهش هسنبرگی بالا ماتریس یک

ai,i−1 ̸= o, i = 2, 3, ..., n.

شکل به ناپذیر کاهش هسنبرگی بالا ماتریس یک همراه: ماتریس .54.1.1 تعریف

C =


0 0 . . a1
1 0 . . a2
0 1 . . a3
. . . . .
0 0 . 1 an

 .
است. همراه پایین ماتریس یک همراه بالا ماتریس یک ترانهاده گوییم. همراه بالا ماتریس یک را

چندجمله�اي det(A − λI) = o معادله باشد، n × n ماتریس یک A کنیم فرض .55.1.1 تعریف
ریشه�ها این که دارد موهومی ریشه n معادله جبر اساسی قضیه از استفاده با می�باشد. A مشخصه

می�شوند. نامیده A ویژه مقادیر

یک ویژه مقادیر همچنین .A = AT اگر می�شود نامیده متقارن A مربعی ماتریس .56.1.1 تعریف
می�باشند. حقیقی متقارن، ماتریس

λ1, ...λn آن در که می�شود تعریف ρ(A) = max|λi| صورت به که ρ(A) مقدار .57.1.1 تعریف
می�شود. نامیده A طیفی شعاع هستند، A ویژه مقادیر


