


دانشگاه رعایتحقوق و اثر اصالت تعهدنامه�ي

از ناشی نوآوري�هاي و اختراعات ابتکارات، نتایج، بر مترتب معنوي و مادي حقوق تمامی
رعایت با اثر، این از مطلب نقل اردبیلیمی�باشد. محقق دانشگاه به متعلق پژوهش، این انجام
است. بلامانع دانشجو و راهنما استاد نام اردبیلی، محقق دانشگاه نام ذکر با و مربوطه مقررات

آنالیزدانشکده�ي گرایش محض ریاضی رشته�ي ارشد کارشناسی مقطع دانش�آموخته شکاري اعظم اینجانب
از 92/06/10 تاریخ در که 9022403122 دانشجویی شماره�ي به اردبیلی محقق دانشگاه ریاضی علوم
قابهاي - g و ها قاب براي ها نابرابري و ها برابري از ”برخی عنوان تحت خود تحصیلی پایان�نامه�ي

که: می�شوم متعهد نموده�ام، دفاع ” پیوسته
سایر در پژوهشی فعالیت هرگونه عنوان به یا تحصیلی مدرك هیچ�گونه دریافت براي قبلاً را پایان�نامه این (1

ننموده�ام. ارائه کشور از خارج و داخل پژوهشی و آموزشی مؤسسات و دانشگاه�ها
می�گیرم. عهده بر را خود تحصیلی پایان�نامه�ي مندرجات تمامی سقم و صحّت مسئولیت (2

می�باشد. اینجانب توسط شده انجام پژوهش حاصل پایان�نامه، این (3
مربوطه مقرّرات و ضوابط مطابق نموده�ام، استفاده دیگران پژوهشی و علمی دستاوردهاي از که مواردي در (4
و منابع فهرست و متن در را آن مشخصات سایر و استفاده مورد منبع نام علمی، امانتداري اصل رعایت با و

نموده�ام. ذکر مآخذ
و اختراع ثبت کتاب، نشر از اعم بهره�برداري گونه هر یا استفاده قصد تحصیل، از فراغت از بعد چنانچه (5
مجوزهاي اردبیلی، محقق دانشگاه فنّاوري و پژوهشی معاونت حوزه�ي از باشم، داشته را پایان�نامه این از ...

نمایم. اخذ را لازم
و گردهمایی�ها سمینارها، کنفرانس�ها، همایش�ها، در پایان�نامه این از مستخرج مقاله�ي ارائه�ي صورت در (6
ذکر مشاور) و راهنما اساتید و (دانشجو نویسندگان نام کنار در را اردبیلی محقق دانشگاه نام مجلات، انواع

نمایم.
مدرك ابطال (منجمله آن از ناشی عواقب شود، ثابت فوق موارد خلاف زمانی، مقطع هر در چنانچه (7
با می�دانم مجاز را اردبیلی محقق دانشگاه و می�پذیرم را (... و دانشگاه توسط شکایت طرح تحصیلی،
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චاری... ণپاس໋�
جان��بخش. و خنک نسیمی طاقت��فرسا، و خشک بیابان در و آبی، چشمه��ي زندگی، گیاه و بی��آب کویر در تو مهربانا،

ده. نجاتم گمراهی و ظلمت از و بگیر دستم سیاه��روزان، و درماندگان دستگیر و یتیمی تار شب چراغ تو
واجب خویشتن بر رسید، اتمام به رساله این نگارش و پژوهش متعال پروردگار استعانت و الهی الطاف سایه در که اکنون

آورم. �جا�ي به نمودند یاریم امر این در که خوبانی تمامی به را خود قدردانی و شکر مراتب که می�دانم
نهایت کرده��اند زنده من در را کوشش و امید همواره دلسوزانه��شان کمک��هاي و راهنمایی��ها با که مهربانم و صبور استاد از
خواهد عطا نحو بهترین به را ایشان زحمات پاداش خود متعال خداوند که دارم یقین هرچند دارم، را قدردانی و سپاس

کرد.
بی��رحم تاب و پیچ در هراس هرگونه امکان استوار، کوهی همچون زندگانیم لحظات تمام در که فداکارم و مهربان مادر از
پر دستان و بوده سپاسگذار بی��نهایت آموخته من به را کردن عمل نیک و بودن خوب و گردانیده دور من از را زندگی

میزنم. بوسه را مهرش
مهربانیهایشان قدردان و می��کنم سپاسگذاري صمیمانه بودنشان بابت خوبم خانواده و عزیزم خواهر و برادران تمام از

هستم.
دارم. را قدردانی و تشکر نهایت نجاتی دکتر آقاي جناب محترم، مشاور استاد از

شکاري اعظم
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مقدمه

مسائلی مطالعه�ي براي (1952) شیفر3 و دافین2 توسط بار اولین براي هیلبرت1، فضاي براي گسسته قاب�هاي مفهوم

است. شده تعریف غیرهارمونیک فوریه�ي4 سریهاي زمینه��ي در

فضاي براي را قاب�ها دابیشیز گرفتند. قرار مطالعه مورد مجددا همکارانش و دابیشیز5 توسط ،1986 سال در قاب�ها

می�گیرد. نظر در توابع زمان انتقال یا فرکانس - زمان یک پایه��ي بر ،L٢(R)

ارتجاعی خاصیت ،(1998 همکاران، و (گویال6 سیگنال فرایند در شدن کوانتیزه به انعطاف�پذیري خاصیت دلیل به قاب�ها

یک ویژگی�هاي آوردن بدست در بیشتر آزادي و (1992 (دابیشیز، بازسازي در عددي پایداري و اضافی صداي حذف در

نظریه��ي در قاب�ها همچنین می�کنند. ایفا مهمی نقش (1998 فاندر9، پی بنیدتو، 1995؛ کولئلا8، (بنیدتو7، سیگنال

وترلی13، (سوتکویچ12، بانک11 فیلتر شده��ي نمونه��گیري بار چند کامل بازسازي ،(1990 هلر10، (بنیدتو، نمونه��گیري

تصویر پردازش ،(1999 ، (کاندش16 عصبی شبکه��هاي (1998 پارتینگتون15، (دودي14، دستگاه مدل�سازي ،(1998
1Hilbert
2Duffin
3Schaeffer
4Fourier
5Daubechies
6Goyal
7Benedetto
8Colella
9Pfander
10Heller
11Filter banks
12Cvetkovi
13Vetterli
14Dudey
15Partington
16Cands

ب



مقدمه

پائلسن5، (هولمز4، ارتباطات و کدگذاري ،(2002 فورنی3، (الدار2، کوانتوم اندازه��گیري�هاي ،(2004 همکاران، و (چان1

شده��اند. استفاده دیگر مواردي و (2003 هیت7، استروهمر6، 2004؛

برخی (2006 ) گاوروتا9 آنها از بعد که کردند بحث پارسوال8 قاب��هاي ساختار درباره��ي (2007) همکارانش و بالان

داد. تعمیم قاب�ها این به را گسسته قاب�هاي نامساوي�هاي

و علی 1993؛ همکاران، و (علی همکارانش و علی مستقلا و (1994) کایسر10 توسط گسسته قاب�هاي مفهوم آن، از بعد

تعمیم رادون11 متر داراي فشرده��ي موضعا فضاي یک بوسیله��ي شده اندیس�گذاري خانواده��ي یک به ،(2000 همکاران،

شدند. هدایت پیوسته قاب�هاي مفهوم به ترتیب بدین و کردند پیدا

و (1986 همکاران، و گراسمن12 2000؛ همکاران، و (علی پیوسته موجک تبدیل در وسیع طور به پیوسته قاب�هاي

شده��اند. استفاده (2001 (گروچنیگ13، فوریه مدت کوتاه تبدیل

تعمیم�یافته قاب�هاي ،(2003 هان15، (گاباردو14، اندازه��پذیر فضاهاي با مرتبط قاب�هاي پیوسته، قاب�هاي که داریم توجه

می�شوند. نامیده نیز (2000 همکاران، و (علی همدوس حالت و (2000 همکاران، و همت (اصغري

تعمیمی عنوان به قاب�ها این که داد نشان و کرد معرفی را هیلبرت فضاي در قاب�ها - g مفهوم ،(2007 ،2006) سان16

عملگر که است این آنها شباهت�هاي جمله از می�باشد. یکدیگر با تفاوت�هایی و شباهت�ها داراي گسسته، قاب�هاي از

می�باشند بردار گسسته، قاب�هاي اعضاي که است این در آنها عمده�ي تفاوت یک و می�باشد کراندار آنها دوي هر ترکیب
1Chan
2Eldar
3Forney
4Holmes
5Paulsen
6Strohmer
7Heath
8Parseval
9Gǎvruta
10Kaiser
11Radon
12Grossmann
13Grchenig
14Gabardo
15Han
16Sun
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هستند. عملگر قاب�ها، - g عناصر ولی

فرد حسن�خانی و دهقان توسط مستقلا و (2008) فاروقی و عبداله�پور توسط بار نخستین پیوسته، قاب�هاي - g مفهوم

می�باشند. پیوسته قاب�هاي و قاب�ها - g از توسیعی که شدند معرفی (2008)

است: شده تدوین زیر صورت به فصل چهار در (2010 زنگ2، خیائو1، 2006؛ (گاوروتا، مقالات اساس بر نامه پایان این

شد. خواهند استفاده بعدي فصل�هاي در که می�کنیم یادآوري را مقدماتی مفاهیم و تعاریف اول فصل در

می�کنیم. مطرح را هیلبرت فضاهاي در قاب�ها نابرابري�هاي و برابري�ها از برخی دوم فصل در

می�کنیم. مطالعه را پیوسته قاب�هاي ـ g خواص سوم فصل در

می�کنیم. بررسی را پیوسته قاب�هاي ـ g نابرابري�هاي و برابري�ها از برخی چهارم فصل در

1Xiao
2Zeng
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1 فصل
مقدماتی تعاریف و مفاهیم



مقدماتی قضایاي و تعاریف 1.1

هر براي هرگاه می�نامند F روي برداري فضاي یک را X مجموعه�ي باشد. میدان یک F کنیم فرض .1.1.1 تعریف

باشد زیر خواص داراي که شود نظیر x+ y ∈ X مانند بردار یک ، (x, y) ∈ X ×X

؛ x+ y = y + x ، x, y ∈ X هر ازاي به (1)

؛ x+ (y + z) = (x+ y) + z ، x, y, z ∈ X هر ازاي به (2)

به�طوري�که ٠ ∈ X مانند یکتایی عضو دارد وجود ، x ∈ X هر ازاي به (3)

؛ x+ ٠ = ٠+ x = x

به�طوري�که −x ∈ X مانند یکتایی عضو دارد وجود ، x ∈ X هر ازاي به (4)

؛ x+ (−x) = (−x) + x = ٠

و ١.x = x به�طوري�که می�شود نظیر αx ∈ X بردار ، α ∈ F و x ∈ X آن در که (α, x) زوج هر به (5)

باشد. برقرار α, β ∈ F و x, y ∈ X هر ازاي به زیر پخش�پذیري قانون دو و α(βx) = (αβ)x

α(x+ y) = αx+ αy , (α + β)x = αx+ βx.

گوییم. حقیقی برداري فضاي را X ، F = R اگر و مختلط، برداري فضاي را X ، F = C اگر

می�باشد. حقیقی اعداد میدان روي برداري فضاي یک از نمونه�اي ، Rk اقلیدسی فضاي .1.1.1 مثال

هرگاه نامیم، می خطی را Y برداري فضاي به X برداري فضاي از Λ نگاشت

Λ(αx+ βy) = αΛx+ βΛy, ∀x, y ∈ X, ∀α, β ∈ F.

مانند نگاشتی ، X روي نرم یک باشد. مختلط یا حقیقی برداري فضاي یک X کنیم فرض .2.1.1 تعریف

باشد زیر خواص داراي که است ∥.∥ : X → R

؛ ∥x+ y∥ 6 ∥x∥+ ∥y∥ ، x, y ∈ X هر ازاي به (1)

2



مقدماتی تعاریف و مفاهیم .1 فصل

؛ ∥αx∥ = |α|∥x∥ ، α ∈ F هر و x ∈ X هر ازاي به (2)

. x = ٠ اگر تنها و اگر ∥x∥ = ٠ و ∥x∥ > ٠ ، x ∈ X هر ازاي به (3)

می�نامیم. نرمدار فضاي یک را (X, ∥.∥) آنگاه باشد، X روي نرم یک ∥.∥ اگر

می�نامیم X روي متر یک را d : X ×X → R نگاشت باشد، غیرخالی مجموعه�ي یک X کنید فرض .3.1.1 تعریف

باشند برقرار زیر شرایط هرگاه

؛ x = y اگر وتنها اگر d(x, y) = ٠ و ٠ 6 d(x, y) <∞ ، x, y ∈ X هر ازاي به (1)

؛ d(x, y) = d(y, x) ، x, y ∈ X هر ازاي به (2)

. d(x, z) 6 d(x, y) + d(y, z) ، x, y, z ∈ X هر ازاي به (3)

می�نامیم. متري فضاي یک را (X, d) باشد، X بر متر یک d اگر

این در ، d(x, y) = ∥x − y∥ دهیم قرار ، x, y ∈ X هر ازاي به و باشد برداري فضاي یک X اگر .2.1.1 مثال

نرم توسط شده تولید متر را d است. متریک فضاي یک نرمدار فضاي هر لذا بود. خواهد X روي متر یک d صورت

می�نامیم.

فضاي یک نرم، توسط شده تولید متر به نسبت X هرگاه گوییم باناخ1 فضاي یک را X نرمدار فضاي .4.1.1 تعریف

باشد. همگرا آن در کشی دنباله�ي هر یعنی باشد. کامل

فضاي صورت این در . ١ 6 p <∞ کنید فرض .3.1.1 مثال

ℓp =
{
{xi}∞i=١ ⊆ C :

( ∞∑
i=١

|xi|p
)١/p

<∞
}

است. باناخ فضاي یک مؤلفه�وار، اسکالر ضرب و جمع با

مانند است تابعی ، X روي داخلی ضرب یک باشد، مختلط اعداد میدان روي برداري فضاي یک X اگر .5.1.1 تعریف

است زیر خواص داراي که ، φ(x, y) = ⟨x, y⟩ ضابطه�ي با φ : X ×X → C

1Banach
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مقدماتی تعاریف و مفاهیم .1 فصل

؛ ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ ، x, y ∈ X هر ازاي به (1)

؛ ⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩ ، x, y, z ∈ X هر ازاي به (2)

؛ x = ٠ اگر تنها و اگر ⟨x, x⟩ = ٠ و ⟨x, x⟩ > ٠ ، x ∈ X هر ازاي به (3)

. ⟨αx, y⟩ = α⟨x, y⟩ ، α ∈ C هر و x ∈ X هر ازاي به (4)

می�نامیم. داخلی ضرب فضاي یک را (X, ⟨., .⟩) آنگاه باشد، X بر داخلی ضرب یک ⟨., .⟩ اگر

کرد. تعریف ∥x∥ :=
√
⟨x, x⟩ صورت به x ∈ X هر براي نرم یک می�توان ، (X, ⟨., .⟩) داخلی ضرب فضاي در

دنباله��ي هر یعنی باشد، کامل نرمدار فضاي داخلی، ضرب از حاصل نرم با ،X داخلی ضرب فضاي هرگاه .6.1.1 تعریف

می��نامیم. هیلبرت فضاي یک را X آنگاه گردد، همگرا آن در کشی

می�باشد. R روي هیلبرت فضاي یک زیر داخلی ضرب با همراه ، Rn برداري فضاي .4.1.1 مثال

A.B =
n∑
i=١

aibi , A = (a١, ..., an), B = (b١, ..., bn) ∈ Rn.

صورت این در ، x, y ∈ H و باشد داخلی ضرب فضاي یک H هرگاه (2.12 قضیه ،1973 (رودین1، .1.1.1 گزاره

|⟨x, y⟩| 6 ∥x∥.∥y∥ (1.1)

∥x+ y∥ 6 ∥x∥+ ∥y∥. (2.1)

است. معروف مثلثی نامساوي به دوم نامساوي و شوارتز2 ـ کشی� نامساوي به اول نامساوي

منحصر y ∈ H آنگاه Hباشد، روي پیوسته تابعکخطی یک L کنید فرض (12.4 قضیه ،1986 (رودین، .2.1.1 گزاره

به��طوري��که دارد وجود بفردي

Lx = ⟨x, y⟩, x ∈ H.

1Rudin
2Cauchy - schwartz
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مقدماتی تعاریف و مفاهیم .1 فصل

هرگاه می�شود نامیده یکه متعامد ،H در {uα}α∈I خانواده�ي باشد، هیلبرت فضاي یک H اگر .7.1.1 تعریف

. α ̸= β وقتی ⟨uα, uβ⟩ = ٠ و α = β وقتی ⟨uα, uβ⟩ = ١

می�نامیم. یکه متعامد پایه�ي یک را ماکزیمال یکه�ي متعامد مجموعه�ي هیلبرت، فضاي یک در .8.1.1 تعریف

دراین باشد. H هیلبرت فضاي در دنباله� یک {ei}∞i=١ کنید فرض (2.4.3 قضیه ،2003 (کریستنسن1، .3.1.1 گزاره

معادلند. زیر شرایط صورت

است؛ H براي یکه متعامد پایه�ي یک {ei}∞i=١ (1)

؛ x =
∑∞

i=١⟨x, ei⟩ei ، x ∈ H هر ازاي به (2)

٢∥x∥؛ =
∑∞

i=١ |⟨x, ei⟩|٢ ، x ∈ H هر ازاي به (3)

. span{ei}∞i=١ = H (4)

هیلبرت فضاهاي روي کراندار عملگرهاي 2.1

نمایش ∥ T ∥ با را T نرم ، T : H → K عملگر براي باشند. هیلبرت فضاي دو K و H کنیم فرض .1.2.1 تعریف

می�کنیم تعریف زیر صورت به و داده

∥ T ∥= sup{∥ T (x) ∥: x ∈ H, ∥ x ∥6 ١ }.

می�نامیم. کراندار را T آنگاه ، ∥ T ∥<∞ اگر

همچنین می�دهیم. نمایش L(H,K) با را K به H از کراندار و خطی عملگرهاي تمام مجموعه�ي .2.2.1 تعریف

داد. خواهیم نمایش L(H) با را L(H,H)

می�کند صدق زیر شرط در که T ∗ ∈ L(H) عملگر آنگاه T ∈ L(H) اگر .3.2.1 تعریف

⟨Tx, y⟩ = ⟨x, T ∗y⟩, x, y ∈ H,

1Christensen

5



مقدماتی تعاریف و مفاهیم .1 فصل

می�شود. نامیده T الحاقی عملگر

و است فرد به منحصر و موجود T ∗ ∈ L(H) آنگاه ،T ∈ L(H) اگر که است شده ثابت (1973 (رودین، در

.∥T∥ = ∥T ∗∥

.T ∗ = T هرگاه می�شود نامیده الحاق خود T ∈ L(H) عملگر .4.2.1 تعریف

باشیم داشته ، x ∈ H هر ازاي به هرگاه می�شود نامیده مثبت T ∈ L(H) عملگر .5.2.1 تعریف

می�دهیم. نشان T > ٠ صورت به و ⟨Tx, x⟩ > ٠

یکتایی و مثبت عملگر آنصورت در .T > ٠ و T ∈ L(H) کنید فرض (33.12 قضیه ،1973 (رودین، .1.2.1 گزاره

. S٢ = T به�طوري�که دارد وجود S ∈ L(H) مانند

است. وارون�پذیر و مثبت نیز S یعنی آن دوم ریشه�ي آنگاه باشد، وارون�پذیر و مثبت T اگر

TT ∗ = T ∗T هرگاه می�شود نامیده نرمال T ∈ L(H) عملگر .6.2.1 تعریف

، x ∈ H هر ازاي به (4.3.2 لم ،2008 (کریستنسن، .2.2.1 گزاره

∥x∥ = sup
y∈H,∥y∥=١

|⟨x, y⟩|.

آنگاه باشد، نرمال عملگري T ∈ L(H) کنیم فرض (25.12 قضیه ،1973 (رودین، .3.2.1 گزاره

∥T∥ = sup{ |⟨Tx, x⟩| : x ∈ X, ∥x∥ 6 ١}.

آنگاه ، S, T ∈ L(H) اگر (6.2 قضیه ،1990 (کانوي1، .4.2.1 گزاره

؛ (S + T )∗ = S∗ + T ∗ (1)

؛ (TS)∗ = S∗T ∗ (2)

؛ (αT )∗ = αT ∗ ، α ∈ C هر ازاي به (3)

. (T ∗)∗ = T (4)
1Conway

6



مقدماتی تعاریف و مفاهیم .1 فصل

،S + T = I طوریکه به باشند H روي عملگرهایی T و S اگر (2.2 گزاره ،2007 همکاران، و (بالان .5.2.1 گزاره

آنگاه

S − T = S٢ − T ٢.

اثبات.

S − T = S − (I − S) = ٢S − I

= S٢ − (I − ٢S + S٢)

= S٢ − (I − S)٢

= S٢ − T ٢.

باشیم داشته x ∈ H هر ازاي به و T ∈ L(H) اگر (7.12 قضیه ،1973 (رودین، .6.2.1 گزاره

⟨Tx, x⟩ = ٠, x ∈ H,

. T = ٠ آنگاه

باشیم داشته x ∈ H هر ازاي به و باشند H در عملگرهایی T و S اگر (7.12 نتیجه ،1973 (رودین، .7.2.1 گزاره

⟨Sx, x⟩ = ⟨Tx, x⟩,

. S = T آنگاه

باشند. خودالحاقی عملگرهاي ، T١, T٢, T٣ ∈ L(H) کنید فرض (2.4.2 قضیه ،2008 (کریستنسن، .8.2.1 گزاره

. T١T٣ 6 T٢T٣ آنگاه شود، جابجا T٢ و T١ با T٣ و T٣ > ٠ و T١ 6 T٢ کنید فرض
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مقدماتی تعاریف و مفاهیم .1 فصل

کراندار U : X → X اگر باشد. باناخ فضاي یک X کنید فرض (3.2.2 نتیجه ،2008 (کریستنسن، .9.2.1 گزاره

و است وارون�پذیر U آنگاه ، ∥I − U∥ < ١ و بوده

U−١ =
∞∑
k=٠

(١− U)k.

خطی عملگري T : X → X و λ١, λ٢ ∈ (−١,١) و باشد باناخ فضاي یک X اگر (2003 (دینگ1، .10.2.1 گزاره

کند صدق زیر شرط در که باشد

∥x− Tx∥ 6 λ١∥x∥+ λ٢∥Tx∥, ∀x ∈ X

x ∈ X هر براي و است وارون�پذیر و کراندار T آنگاه

١− λ١
١+ λ٢

∥x∥ 6 ∥Tx∥ 6 ١+ λ١
١− λ٢

∥x∥, (3.1)

و

١− λ٢
١+ λ١

∥x∥ 6 ∥T−١x∥ 6 ١+ λ٢
١− λ١

∥x∥. (4.1)

اندازه��پذیر فضاهاي 3.1

هرگاه می�نامیم X براي توپولوژي یک را τ ⊆ P (X) باشد، غیرخالی مجموعه��ي یک X کنید فرض .1.3.1 تعریف

؛ X,∅ ∈ τ (1)

؛ V١ ∩ V٢ ∩ ... ∩ Vn ∈ τ آنگاه ، Vi ∈ τ ، i = ١,٢, ..., n براي اگر (2)

آنگاه ناشمارا)، یا شمارش��پذیر (متناهی، باشد τ اعضاي از دلخواهی خانواده��ي {Vα} اگر (3)

. ∪α Vα ∈ τ

نامیده باز مجموعه��هاي τ عناصر می�نامیم. توپولوژیک فضاي یک را (X, τ) آنگاه باشد، X بر توپولوژي یک τ اگر

می�شوند.
1Ding
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مقدماتی تعاریف و مفاهیم .1 فصل

F ⊆ X می�نامیم. x همسایگی یک را v آنگاه ، x ∈ v ∈ τ و باشد X روي توپولوژي یک τ اگر .2.3.1 تعریف

تعریف A شامل بسته مجموعه��هاي تمام اشتراك را A بستار آنگاه ، A ⊆ X اگر . F c ∈ τ هرگاه می�نامیم بسته را

می��دهیم. نمایش A نماد با و کرده

باشد داشته وجود ، x ̸= y که x, y ∈ X هر ازاي به هرگاه گوییم هاسدورف1 را X بر τ توپولوژي .3.3.1 تعریف

. A ∩B = ∅ بطوریکه ، y از B همسایگی و x از A همسایگی

است. هاسدورف فضاي یک متریک فضاي هر

هرگاه گوییم X در جبر -σ یک را M ⊆ P (X) باشد، غیرخالی مجموعه��ي یک X کنیم فرض .4.3.1 تعریف

؛ X ∈ M (1)

؛ Ac ∈ M آنگاه ، A ∈ M اگر (2)

. A ∈ M آنگاه An ∈ M و n = ١,٢,٣, ... براي A =
∪∞
n=١An اگر (3)

X در اندازه��پذیر مجموعه��ها��ي را M اعضاي و اندازه��پذیر فضاي یک را (X,M) آنگاه باشد، X بر جبر -σ یک M اگر

می�نامیم.

تابع باشد، توپولوژیک فضاي یک Y و اندازه��پذیر فضاي یک (X,M) کنید فرض .5.3.1 تعریف

باشد. M از عضوي f−١(G) ، Y در G باز زیرمجموعه��ي هر ازاي به هرگاه گوییم اندازه��پذیر را f : (X,M) → Y

جبر -σ کوچکترین آنگاه .F ⊆ P (X) و مجموعه یک X کنیم فرض (10.1 قضیه ،1986 (رودین، .1.3.1 گزاره

.F ⊆ M∗ به��طوري��که دارد وجود M∗ مانند جبر -σ کوچکترین یعنی دارد. وجود F حاوي

کوچکترین ،6.3.1 گزاره��ي بر بنا ، τ ⊆ P (X) چون باشد. توپولوژیک فضاي یک (X, τ) کنیم فرض .6.3.1 تعریف

می��نامیم. X در بورل مجموعه��هاي را آن اعضاي و بورل جبر -σ را جبر -σ این دارد. وجود τ حاوي جبر -σ

باشد. متناهی مجموعه��ي آن برد هرگاه گوییم، مثبت ساده��ي تابع یک را s : X → [٠,∞) تابع .7.3.1 تعریف
1Hausdorff
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