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ارش��د ک��ارش��ن��اس��ی پ��ای��ان�ن��ام��ه از دف��اع ج��ل��س��ه
k-ی��ک��ن��واخ��ت ک��ام��ل اب��رگ��راف�ه��ای رم��زی ع��دد

پ��ارس��ه ح��س��ن س��خ��ن��ران:

ص��ب��ح ۸ س��اع��ت ۹۲/ ۶/ ۲۰ چ��ه��ارش��ن��ب��ه زم��ان:
ی��اض��ی ر ع��ل��وم دان��ش��ک��ده خ��وارزم��ی س��ال��ن م��ک��ان:

داوران ه��ی��ئ��ت

ام��ی��دی غ��لام��رض��ا دک��ت��ر −۱

رض��ائ��ی��ان رض��ا دک��ت��ر −۲

ع��م��وم��ی ب��ه��ن��از دک��ت��ر −۳

رئ��ی��س��ی غ��ف��ار دک��ت��ر −۴

چ��ک��ی��ده
�ا �ی�ه� �ای� k-ت� �ی �ام� �م� ت� �ل �ام� ش� �ه ک� �ت اس� �ی رأس� n �ه�ای �وع� �م� �ج� م� از �ل �ک� �ش� �ت� م� Kk

n �واخ��ت �ن� �ک� k-ی� �ل �ام� ک� �راف �رگ� اب�
�ا ب� ،[N ] �وع��ه�ی �م� �ج� م� �ای��ی�ه��ای k-ت� از �واه �خ� دل� �ی��زی رن��گ��آم� �ر ه� در �ه ک� N �ب��ت �ث� م� �ی��ح �ح� ص� ع��دد �ری��ن �ت� �ک� �وچ� ک� اس��ت.
�م. �ی� �ام� �ی�ن� م� rk(s, n) �زی رم� �دد ع� �ت، �اف� ی� آن در �ی آب� Kk

n �ا ی� �ز �رم� ق� Kk
s �ی �پ� ک� �وان �ت� ب� �ی، آب� و �ز �رم� ق� �ای �گ�ه� رن�

و رم��زی اع��داد ک��ران�ه��ای ب��ه��ب��ود رون��د رو ه��م��ی��ن از اس��ت، ب��رخ��وردار ب��الای��ی پ��ی��چ��ی��دگ��ی از رم��زی اع��داد م��ح��اس��ب��ه�ی
ن��ش��ان �ه�ای �ل� ب��الا-پ� �ن��وان ع� ب��ا ل��م��ی در �ن��ال ه��اج� و اردوش اس��ت. ب��وده ت��وج��ه م��ورد �م��واره ه� آن�ه��ا از ح��اص��ل �ای��ج �ت� ن�
�دد ع� �رای ب� �ی �ن� �ی� �ای� پ� �ران ک� �ت، �واخ� �ن� �ک� k-ی� �ل �ام� ک� �ای �راف�ه� �رگ� اب� �زی رم� �داد اع� �ن �ی� �ای� پ� �ران ک� از �وان �ی�ت� م� �ه ک� �د دادن�
ک��ارآم��د k ≥ ۳ ب��رای �ا �ه� �ن� ت� روش ای��ن �ان��ه �ف� �ت��اس� م� آورد. ب��ه�دس��ت �ن��واخ��ت k)-ی��ک� + ۱) ک��ام��ل اب��رگ��راف�ه��ای رم��زی
وج��ود �ا �ه� �راف� �رگ� اب� رم��زی اع��داد �ی��ن �ای� پ� و �الا ب� �ران ک� �ان �ی� م� �ه ک� �زرگ��ی ب� �ک��اف ش� ک��ردن ک��وچ��ک �ی��ل دل� �ی��ن �م� ه� �ه ب� اس��ت.
۱۹۵۲ س��ال در رادو و اردوش �ود. م��ی�ش� �ر �ان�ت� آس� �واخ��ت �ن� �ک� ۳-ی� �رگ��رف�ه��ای اب� �رای ب� �وب��ی خ� �ران ک� �ت��ن �اف� ی� �ا ب� دارد،
�ا آن�ه� �ه�ی �ران� �ک� �ت� �ب� م� روش �د. آوردن� �ه�دس��ت ب� r۳(s, n) �رای ب� �ی �الای� ب� �ران ک� �ه �ان� �ص� �ری� ح� �م �ت� ی� �ور �گ� ال� ی��ک از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب�
ارائ��ه�ی ب��ا را ب��الا ک��ران ای��ن ۲۰۰۹ س��ال در ه��م��ک��اران��ش و ک��و س��ودا ش��د. واق��ع ه��م��ک��اران��ش و ک��و س��ودا ت��وج��ه م��ورد
�رات��ژی �ت� اس� �ا ب� �ا آن�ه� �ود، ب� �ق��اش“ ن� و �ا �نّ� ”ب� �ازی ب� از �اده �ف� �ت� اس� �ا �ل�ه� ح� راه آن از �ک��ی ی� �د. �دن� �ی� �ش� �خ� ب� �ود �ب� �ه� ب� ح��ل راه دو
r۳(s, n) �زی رم� �دد ع� �رای ب� �ری �ت� �ه� ب� �الای ب� �ران ک� �د �ن� �ت� �س� �وان� ت� دارد، �ود وج� �ازی ب� �ن ای� در �د دادن� �ان �ش� ن� �ه ک� �ردی ب�
رم��زی ع��دد ب��رای �الا ب� ک��ران ی��ک اردوش-رادو، روش �اب��ه م��ش� روش��ی ب��ا ۲۰۱۱ س��ال در �ع��د ب� �ن��دی چ� و �ن��د ده� ارائ��ه
�وال س� دو �ه ب� �الا ب� �ران ک� �ن ای� �ات �ب� اث� و �ه ارائ� �ا ب� �د. دادن� �ه ارائ� K۳

d (n) �ی �ش� �خ� d-ب� �واخ��ت �ن� �ک� ٣-ی� �ل �ام� ک� �راف �رگ� اب�
ش��د. داده پ��اس��خ ب��ود ش��ده م��ط��رح ۱۹۸۹ س��ال در ک��ه ه��اج��ن��ال و اردوش از ب��از

رم��زی ع��دد اب��رگ��راف، ک��ل��ی��دی: واژه�ه��ای



اصفهان صنعتی دانشگاه
ریاضی علوم دانشکده

k-یکنواخت کامل ابرگراف�های رمزی عدد

کاربردی ریاضی ارشد کارشناسی نامه ૮ࣹنپارଖپایان
راهنما استاد

دනرغلاජ໑ضااঃیدی

١٣٩٢ شهریور



اص��ف��ه��ان ص��ن��ع��ت��ی دان��ش��گ��اه
ری��اض��ی ع��ل��وم دان��ش��ک��ده

پ��ارس��ه ح��س��ن آق��ای ک��ارب��ردی ری��اض��ی ارش��د ک��ارش��ن��اس��ی ن��ام��ه پ��ای��ان
ع��ن��وان ت��ح��ت

k-ی��ک��ن��واخ��ت ک��ام��ل اب��رگ��راف�ه��ای رم��زی ع��دد

گ��رف��ت. ق��رار ن��ه��ای��ی ت��أی��ی��د و ب��ررس��ی م��ورد زی��ر ت��خ��ص��ص��ی ک��م��ی��ت��ه ت��وس��ط ۹۲/ ۶/ ۲۰ ت��اری��خ در

ام��ی��دی غ��لام��رض��ا دک��ت��ر راه��ن��م��ا اس��ت��اد −۱

رض��ائ��ی��ان رض��ا دک��ت��ر م��ش��اور اس��ت��اد −۲

ع��م��وم��ی ب��ه��ن��از دک��ت��ر داور١ اس��ت��اد −۳

رئ��ی��س��ی غ��ف��ار دک��ت��ر داور٢ اس��ت��اد −۴

زن��گ��ن��ه ظ��ه��وری دک��ت��رح��م��ی��درض��ا دان��ش��ک��ده ت��ک��م��ی��ل��ی ت��ح��ص��ی��لات س��رپ��رس��ت



ච໊࠱ھده�یشࢁඟشభଘآید ازد॥توزبانୀآید
াسازॐمدوণپاس೯داو৯دਵࣞعالازख़جال�ଘد॥تآॠدهاਬࣞفادهਗی�࣒مหازآن�ਪیඛھا،وओودشانାارانشࢁඟراਗی�طൎبد،້دای࣒م.اঃیدوارمऑق
دণتانหෙय़نرا ماସభ୍م،خاکپاশتانراໆر�ଓیࣼمਗی�࣒مو ৮درو ධران࣒م. ದࣥواৣمమه�ایاززॐما়شانرا ห ଘૼندগد ৎعاฮیاଌنત່ترا

ਗی�রو३م.
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چ��ه��ار



..
اب��ت��ک��ارات م��ط��ال��ع��ات، ن��ت��ای��ج ب��ر م��ت��رتّ��ب م��ادی ح��ق��وق ک��ل��ی��ه

پ��ای��ان�ن��ام��ه ای��ن م��وض��وع ت��ح��ق��ی��ق از ن��اش��ی ن��وآوری�ه��ای و

اس��ت. اص��ف��ه��ان ص��ن��ع��ت��ی دان��ش��گ��اه ب��ه م��ت��ع��لّ��ق

پ��ن��ج



م��ط��ال��ب ف��ه��رس��ت

ه��ش��ت ت��ص��اوی��ر ف��ه��رس��ت

١ م��ق��دم��ه ١ ف��ص��ل

١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول��ی��ه م��ف��اه��ی��م ١.١

۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت��اری��خ��چ��ه ٢.١

۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ه��ی��ل��ب��رت دی��وی��د ١٨٩٢ م��ک��ع��ب��ی ل��م ١.٢.١

۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ش��ور ای��س��ای ١٩١۶ ق��ض��ی��ه�ی ٢.٢.١

۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . واردن در ب��ودت-ش��ور-ون ١٩٢٧ ق��ض��ی��ه�ی ٣.٢.١

٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١٩٣٠رم��زی ق��ض��ی��ه�ی ۴.٢.١

٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چ��گ��ال گ��راف�ه��ای و اب��رگ��راف�ه��ا رم��زی اع��داد ۵.٢.١

١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دی��گ��ر ف��ص��ل�ه��ای ب��ر م��روری ٣.١

١٢ رم��زی ن��وع از ق��ض��ای��ای ٢ ف��ص��ل

١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گ��راف�ه��ا ه��م��گ��ن زی��رم��ج��م��وع��ه�ه��ای ١.٢

١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اردوش-ه��اج��ن��ال وی��ژگ��ی ١.١.٢

٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب��زرگ ه��م��گ��ن ض��ع��ی��ف��اً دن��ب��ال��ه�ه��ای -r ٢.١.٢

٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣-ی��ک��ن��واخ��ت. اب��رگ��راف�ه��ای رم��زی اع��داد م��ورد در ق��ض��ای��ای��ی ٢.٢

ش��ش



٣۶ ۳-ی��ک��ن��واخ��ت اب��رگ��راف�ه��ای رم��زی اع��داد ٣ ف��ص��ل

٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۳-ی��ک��ن��واخ��ت اب��رگ��راف�ه��ای غ��ی��رق��ط��ری و ق��ط��ری رم��زی اع��داد ١.٣

٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اردوش-رادو ق��ض��ی��ه�ی ١.١.٣

۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اردوش-رادو ق��ض��ی��ه�ی ب��ه��ب��ود ٢.١.٣

۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اب��رگ��راف�ه��ا در ب��زرگ ت��ک�رن��گ ت��ق��ری��ب��اً زی��رم��ج��م��وع��ه�ه��ای ٢.٣

۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . k-ی��ک��ن��واخ��ت d-ب��خ��ش��ی ک��ام��ل اب��رگ��راف ١.٢.٣

۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ه��اج��ن��ال و اردوش س��ؤالات ب��ه پ��اس��خ ٢.٢.٣

۵۶ م��راج��ع
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۶١ ف��ارس��ی ب��ه ان��گ��ل��ی��س��ی واژه�ن��ام��ه

ه��ف��ت



ت��ص��اوی��ر ف��ه��رس��ت

۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ه��ی��ل��ب��رت دی��وی��د ١.١

۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ش��ور ای��س��ای ٢.١

٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب��ودت ه��ن��ری ج��وزف پ��ی��ر ٣.١

٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رم��زی پ��لام��پ��ت��ون ف��ران��ک ۴.١

٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اردوش پ��ائ��ول ۵.١

١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١.٢

١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گ��اون��ر گ��راف ٢.٢

۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١.٣

۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢.٣
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ه��ش��ت



چ��ک��ی��ده
�ت. اس� �ا �ی�ه� �ای� k-ت� �ی �ام� �م� ت� �ل �ام� ش� �ه ک� �ت اس� �ی رأس� n �ه�ای �وع� �م� �ج� م� از �ل �ک� �ش� �ت� م� Kk

n �واخ��ت �ن� �ک� k-ی� �ل �ام� ک� �راف �رگ� اب�

و �ز �رم� ق� �ای رن��گ�ه� �ا ب� ،[N ] �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ای �ی�ه� �ای� k-ت� از �واه �خ� دل� �زی �ی� رن��گ��آم� �ر ه� در �ه ک� N �ب��ت �ث� م� �ح �ی� �ح� ص� �دد ع� �ن �ری� �ت� �ک� �وچ� ک�

پ��ی��چ��ی��دگ��ی از رم��زی اع��داد م��ح��اس��ب��ه�ی م��ی�ن��ام��ی��م. rk(s, n) رم��زی ع��دد ی��اف��ت، آن در آب��ی Kk
n ی��ا ق��رم��ز Kk

s ک��پ��ی ب��ت��وان آب��ی،

�وده ب� �ه ت��وج� م��ورد �واره �م� ه� �ا آن�ه� از ح��اص��ل �ای��ج �ت� ن� و رم��زی اع��داد ک��ران�ه��ای �ود �ب� �ه� ب� �د رون� رو �ی��ن �م� ه� از اس��ت، ب��رخ��وردار �الای��ی ب�

اب��رگ��راف�ه��ای رم��زی اع��داد پ��ای��ی��ن ک��ران از م��ی�ت��وان ک��ه دادن��د ن��ش��ان �ل��ه�ای ب��الا-پ� �ن��وان ع� ب��ا ل��م��ی در ه��اج��ن��ال و اردوش اس��ت.

�ه �ان� �ف� �اس� �ت� م� آورد. �ت �ه�دس� ب� �ت �واخ� �ن� �ک� k)-ی� + ۱) �ل �ام� ک� �ای �راف�ه� �رگ� اب� �زی رم� �دد ع� �رای ب� �ی �ن� �ی� �ای� پ� �ران ک� �ت، �واخ� �ن� �ک� k-ی� �ل �ام� ک�

اع��داد پ��ای��ی��ن و ب��الا ک��ران م��ی��ان ک��ه ب��زرگ��ی ش��ک��اف ک��ردن ک��وچ��ک دل��ی��ل ه��م��ی��ن ب��ه اس��ت. ک��ارآم��د k ≥ ۳ ب��رای ت��ن��ه��ا روش ای��ن

در رادو و اردوش �ود. �ی�ش� م� �ر �ان�ت� آس� �واخ��ت �ن� �ک� ۳-ی� �رف�ه��ای �رگ� اب� �رای ب� �ی �وب� خ� �ران ک� �ن �ت� �اف� ی� �ا ب� دارد، �ود وج� �ا �ه� �راف� �رگ� اب� �زی رم�

�ا آن�ه� �ه�ی �ران� �ک� �ت� �ب� م� روش �د. آوردن� �ه�دس��ت ب� r۳(s, n) �رای ب� �ی �الای� ب� �ران ک� �ه �ان� �ص� �ری� ح� �م �ت� ی� �ور �گ� ال� ی��ک از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب� ۱۹۵۲ �ال س�

ح��ل راه دو �ه�ی ارائ� �ا ب� را ب��الا ک��ران ای��ن ۲۰۰۹ س��ال در �م��ک��اران��ش ه� و ک��و س��ودا ش��د. واق��ع �م��ک��اران��ش ه� و ک��و س��ودا ت��وج��ه م��ورد

در دادن��د ن��ش��ان ک��ه ب��ردی �ت��رات��ژی اس� ب��ا آن�ه��ا ب��ود، ن��ق��اش“ و �نّ��ا ”ب� ب��ازی از �ت��ف��اده اس� ح��ل�ه��ا راه آن از ی��ک��ی �ی��دن��د. ب��خ��ش� �ب��ود ب��ه�

�ا ب� ۲۰۱۱ س��ال در �ع��د ب� �ن��دی چ� و �ن��د ده� ارائ��ه r۳(s, n) رم��زی ع��دد ب��رای �ت��ری �ه� ب� ب��الای ک��ران �ن��د �ت� �وان��س� ت� دارد، وج��ود ب��ازی ای��ن

K۳
d (n) �ی �ش� �خ� d-ب� �ت �واخ� �ن� �ک� ٣-ی� �ل �ام� ک� �راف �رگ� اب� �زی رم� �دد ع� �رای ب� �الا ب� �ران ک� �ک ی� اردوش-رادو، روش �ه �اب� �ش� م� �ی روش�

پ��اس��خ ب��ود ش��ده م��ط��رح ۱۹۸۹ س��ال در ک��ه ه��اج��ن��ال و اردوش از ب��از س��وال دو ب��ه ب��الا ک��ران ای��ن اث��ب��ات و ارائ��ه ب��ا دادن��د. ارائ��ه

ش��د. داده

رم��زی ع��دد اب��رگ��راف، ک��ل��ی��دی: واژه�ه��ای
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م��ق��دم��ه

آن�را �ه ک� �ت اس� �ات �ی� �اض� ری� از �ه �اخ� ش� �ن ای� �ای �ه�ه� �ص� �خ� �ش� م� �ه �ل� �م� ج� از �ی �ات� �ی� �ب� �ی� �رک� ت� �ای �ای� �ض� ق� و �ل �ائ� �س� م� �ل ح� در �ی��ت �لاق� خ� و �ار �ک� �ت� اب�

�ی �ت� �دم� ق� �ا ب� �ا �راف�ه� �رگ� اب� و �ا �راف�ه� گ� �زی رم� �داد اع� �ه ب� �وط �رب� م� �ائ��ل �س� م� �ان �ی� م� �ن ای� در اس��ت. �رده ک� �ی �رف� �ع� م� �ا �ب� زی� و ج��ذاب �ار �ی� �س� ب�

�رح �ط� م� �زی رم� �داد اع� �اب ب� در �ه ک� �ی �ل� �ائ� �س� م� �د. �ی�آی� م� �ار �م� ش� �ه ب� �ات �ی� �ب� �ی� �رک� ت� �ه� �ن� �ی� زم� در �م �ه� م� �ای �ه�ه� �اخ� ش� از �ی �ک� ی� �ی �ولان� ط� �اً �ت� �ب� �س� ن�

م��ن��ط��ق و ه��ن��دس��ه آن��ال��ی��ز، اع��داد، ن��ظ��ری��ه ج��م��ل��ه از ری��اض��ی��ات دی��گ��ر ب��خ��ش�ه��ای در ک��ارب��ردی و ت��ئ��وری ج��ذاب��ی��ت ب��ه�دل��ی��ل م��ی�ش��ون��د

ای��ن در �ی��اری ب��س� ب��ی�پ��اس��خ ح��دس�ه��ای و ب��از �ائ��ل م��س� وج��ود �ی��ن �ن� ه��م��چ� اس��ت. ک��رده خ��ود آن از �ی��ات �ب� �ی� ت��رک� در را ع��م��ده�ای �ه��م س�

ب��پ��ردازن��د. م��س��ائ��ل ای��ن ح��ل ب��ه ن��و ای��ده�ه��ای و ع��م��ل اب��ت��ک��ار ب��ا ت��ا اس��ت داش��ت��ه ب��رآن را خ��لاق ی��اض��ی��دان��ان ر ح��وزه،

اول��ی��ه م��ف��اه��ی��م ١.١

�م �ی� �واه� خ� �دا �ی� پ� �از �ی� ن� �ا آن�ه� �ه ب� �ه ادام� در �ه ک� �م �ی� �اه� �ف� م� �ی �رخ� ب� �ح �ری� �ش� ت� �ه ب� �رورت ض� �د ح� در �ت �م� �س� ق� �ن ای� در

در دارد. �ی �ف� �ل� �ت� �خ� م� �ای �ل�ه� �ک� ش� �زی رم� �داد اع� �وص �ص� �ه�خ� ب� �ف �اری� �ع� ت� �ی �رخ� ب� �ذاری �ادگ� �م� ن� �م. �ردازی� �ی�پ� م� �رد، ک�

اس��ت. ش��ده اق��ت��ب��اس [١٧ ،١٠] م��راج��ع از ت��ع��اری��ف و ن��م��ادگ��ذاری�ه��ا اغ��ل��ب پ��ای��ان�ن��ام��ه ای��ن

E و �ت اس� V �ام �ه�ن� ب� �ا رأس�ه� از �ی �اه� �ن� �ت� م� و �ی �ه� �ات� ن� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� از �ل �ک� �ش� �ت� Hم� = (V,E) �راف �رگ� اب�

�داد �ع� ت� �م. �ی� �ام� �ی�ن� م� �ال �ری� اب� �ا ی� �ال ی� را �واده �ان� خ� �ن ای� �ای �ض� اع� �ه ک� �ت اس� V �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� م� �ر زی� از �واده�ای �ان� خ�

و |V | �ا ب� �ب �ی� �رت� ت� �ه ب� را �ا آن�ه� و �م �ی� �ام� �ی�ن� م� �راف �رگ� اب� �دازهی ان� آن�را �ای �ال�ه� ی� �داد �ع� ت� و �ه �ب� �رت� م� را H �ای رأس�ه�

�ا ب� �ب �ی� �رت� ت� �ه ب� را H �راف �رگ� اب� �ای �ال�ه� ی� �ه �وع� �م� �ج� م� و �ا رأس�ه� �ه �وع� �م� �ج� م� �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� �م. �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� |E|

�راف �رگ� اب� �د، �اش� ب� k �ر �راب� ب� و �دازه �م�ان� ه� E �ای �ض� اع� �ام �م� ت� �ه �ی�ک� �ورت� درص� �م. �ی� �ی�ده� م� �ش �ای� �م� ن� E(H) و V (H)

�د �ی� �ن� ک� �رض ف� �م. �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� [V ]k �ا راب� V �ای �ی�ه� �ای� k-ت� �ام �م� ت� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �م. �ی� �ام� �ی�ن� م� �ت �واخ� �ن� �ک� k-ی� را H

م��ی�ده��ی��م. ن��ش��ان Kk
n ب��ا �را آن و E = [V ]k ه��رگ��اه گ��وی��ی��م ک��ام��ل را H k-ی��ک��ن��واخ��ت اب��رگ��راف آن�گ��اه |V | = n
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�ه �وع� �م� �ج� م� �رف �ع� Vم� (G) ،G �واه �خ� دل� �راف گ� �رای ب� �د. �ن� �ت� �س� ه� �ا �راف�ه� گ� �ان �م� ه� �ت �واخ� �ن� �ک� ۲-ی� �ای �راف�ه� �رگ� اب�

G �راف گ� .E(G) ⊆ [V ]۲ �ت: �وش� ن� �وان �ی�ت� م� �ن �رای� �اب� �ن� ب� �د. �ن� �اش� �ی�ب� م� �ا �ال�ه� ی� �ه �وع� �م� �ج� م� �رف �ع� م� E(G) و �ا رأس�ه�

�م. �ی� �ی�ده� م� �ش �ای� �م� ن� G = (V,E) �ا ب� �ار �ص� �ت� اخ� �ه ب� را E(G) �ای �ال�ه� ی� �ه �وع� �م� �ج� م� و V (G) �ای رأس�ه� �ه �وع� �م� �ج� م� �ا ب�

را G �روض �ف� م� �راف گ� در رأس دو �ت. اس� G �راف گ� �ای رأس�ه� �داد �ع� ت� v(G) و �ا �ال�ه� ی� �داد �ع� ت� e(G) �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه�

�چ �ی� ه� �ر گ� ا �م �ی� �ام� ن� �وچ پ� را �راف گ� �د. �ن� �اش� ب� �ده ش� �ل وص� �م ه� �ه ب� �ی �ال� ی� �ط �وس� ت� رأس دو آن �اه �رگ� ه� �م �ی� �وی� گ� �اور �ج� م�

�ی رأس� �ر گ� ا �راف گ� �ک ی� در �م. �ی� �ام� �ی�ن� م� �ی �ه� ت� �راف گ� را �د �اش� ب� رأس �د �اق� ف� �ه ک� �ی �راف� گ� �د. �اش� ب� �ه �ت� �داش� ن� �ی �ال� ی�

�ل وص� رأس �ک ی� �ه ب� �ی �ال� ی� �ر س� دو �ر گ� ا �م. �ی� �ام� �ی�ن� م� �ا �ه� �ن� ت� را رأس آن �د، �اش� �ب� ن� �اور �ج� م� �ر �گ� دی� �ی رأس� �چ �ی� ه� �ا ب�

آن �ود ش� �ل وص� �ت �اب� ث� رأس دو �ه ب� �ال ی� �ک ی� از �ش �ی� ب� �ه ک� �ی �ورت� درص� و �م �ی� �ام� �ی�ن� م� �ه �ق� �ل� ح� را �ال ی� آن �ود ش�

�ن ای� در �ود. �ی�ش� م� �ده �ی� �ام� ن� �اده س� �د، �اش� ب� �ه �ق� �ل� ح� و �وازی م� �ال ی� �د �اق� ف� �ه ک� �ی �راف� گ� �م. �ی� �وی� گ� �وازی م� را �ا �ال�ه� ی�

�راف گ� �اه �گ� آن� ،|V | = n �ر گ� ا �ت. اس� �اده س� �راف گ� �ور �ظ� �ن� م� �ود �ی�ش� م� آورده �راف گ� از �ی �ام� ن� �ا �رج� ه� �ه �ام� �ان�ن� �ای� پ�

�ای �راف�ه� گ� �ام �م� ت� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �م. �ی� �ی�ده� م� �ش �ای� �م� ن� Kn �اد �م� ن� �ا ب� آن�را و �م �ی� �ام� �ی�ن� م� �ل �ام� ک� �راف گ� را G = (V, [V ]۲)

دو �ه ب� آن�را �ای رأس�ه� �وان �ت� ب� �اه �رگ� ه� �م �ی� �وی� گ� �ی �ش� �خ� دوب� را G �راف گ� �م. �ی� �ی�ده� م� �ش �ای� �م� ن� Fn �ا ب� را �ی رأس� n

�د. �اش� ب� �ه �ت� داش� Y در �ر س� �ک ی� و X در �ر س� �ک ی� G �ال �ری� ه� �ه ک� �رد ک� �راز اف� �ان �ن� چ� Y و X �د �ن� �ان� م� �ش �خ� ب�

م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش Kn,m ب��ا ،|Y | = m و |X| = n ک��ه را Y و X ب��اب��خ��ش�ه��ای ک��ام��ل ب��خ��ش��ی دو گ��راف

�اه �رگ� ه� �م، �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� G ∼= G′ �ا ب� و �م �ی� �وی� گ� �ت �خ� �ک�ری� ی� را G′ = (V ′, E′) و G = (V,E) �راف گ� دو

�ن ای� �ه ب� �د. �ن� ک� �ظ �ف� ح� را �اورت �ج� م� �ه �وری�ک� �ه�ط� ب� �د �اش� ب� �ود �وج� م� f : V −→ V ′ �ای �وش� پ� و �ک �ه�ی� �ک�ب� ی� �ت �اش� �گ� ن�

.f(uv) ∈ E′ گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا uv ∈ E ک��ه، م��ع��ن��ی

�ود: �ی�ش� م� �ف �ری� �ع� ت� �ن �ی� �ن� چ� و �م �ی� �ی�ده� م� �ش �ای� �م� ن� G = (V,E) �ا ب� را G = (V,E) �راف گ� �ل �م� �ک� م�

�ا ب� ،S در �وی �ض� ع� دو �چ �ی� ه� �اه �رگ� ه� �م �ی� �وی� گ� �ل �ق� �ت� �س� م� را V (G) از S �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ر زی� .G = (V, [V ]۲\E)

و �م �ی� �وی� گ� �ی رأس� �لال �ق� �ت� اس� �دد ع� را �ل �ق� �ت� �س� م� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ن �ری� �ت� �زرگ� ب� �دازه�ی ان� �د. �ن� �اش� �ب� ن� �اور �ج� م� �ر �گ� �دی� �م� ه�

م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش α(G) ب��ا

A �ط �وس� ت� �ده ش� �ا �ق� ال� �راف �رگ� زی� را G[A] = (A, [A]۲ ∩ E) �راف گ� ،A ⊆ V (G) �د �ی� �ن� ک� �رض ف�

H �ه ک� �ی �ت� �ال� ح� در �م. �ی� �ی�ده� م� �ش �ای� �م� ن� G[A] �ا ب� �ار �ص� �ت� اخ� �ه ب� �ا �ج� �ن� ای� در �ه ک� �م، �ی� �وی� گ�

�ی �ای� �ق� ال� �راف �رگ� زی� �ه �ی�ک� �ان� زم� .H ⊆ G �م �ی� �س� �وی� �ی�ن� م� �ن �ی� �ن� چ� �د �اش� ب� G �ی �ای� �ق� ال� �راف �رگ� زی�

�راف گ� �ه�ی �وش� خ� �ن �ری� �ت� �زرگ� ب� �دازه�ی ان� �م. �ی� �ام� �ی�ن� م� �ه �وش� خ� �را آن �د �اش� ب� �ل �ام� ک� G �راف گ� از

از A �ه�ی �وع� �م� �ج� �رم� زی� �م. �ی� �ام� �ی�ن� م� �ه�ای �وش� خ� �دد ع� �را آن و �م �ی� �ی�ده� م� �ش �ای� �م� ن� ω(G) �ا ب� را G

G = (V,E) �راف گ� �د. �اش� ب� �ل �ق� �ت� �س� م� �ا ی� �ل �ام� ک� G[A] �ر گ� ا �ا �ه� �ن� �روت� گ� ا �م �ی� �ام� ن� �ن �گ� �م� ه� را V

م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش G \X ب��ا را G[V \X] ال��ق��ای��ی زی��رگ��راف آن��گ��اه ،X ⊆ V ک��ن��ی��د ف��رض اس��ت. م��ف��روض
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�ورت �ه�ص� ب� آن�را �ای رأس�ه� �وان �ت� ب� �ه ک� �ت اس� �ی �راف� گ� و �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� Pn �ا ب� را �ی رأس� n �ر �ی� �س� م�

�ن ای� در �ر گ� ا �ا �ه� �ن� ت� و �ر گ� ا �د، �اورن� �ج� م� �راف گ� �ن ای� در رأس دو �ه �ان�ک� �ن� چ� �رد ک� �ب �رت� م� {v۱, v۲, ..., vn}

n دور �م. �ی� �ام� �ی�ن� م� �ز �ی� ن� (n − ۱) �ول �ه�ط� ب� �ر �ی� �س� م� را رأس n �ا ب� �ر �ی� �س� م� �د. �ن� �اش� ب� �ی �وال� �ت� م� �ت �س� �ی� ل�

�اوی �س� م� �ش �ای� �ال�ه� ی� �داد �ع� ت� و �ا رأس�ه� �داد �ع� ت� �ه ک� �ت اس� �ی �راف� گ� و �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� Cn �ا ب� را �ی رأس�

�د �ن� �اش� ب� �اور �ج� م� �راف گ� �ن ای� در رأس دو �ه ک� �د �ی� چ� �ان �ن� چ� �ره دای� �ک ی� روی �وان �ی�ت� م� را �ش �ای� رأس�ه� و �د �ن� �ت� �س� ه�

n �ول �ه�ط� ب� دور را رأس n �ا ب� دور �د. �رن� �ی� �گ� ب� �رار ق� �ی �وال� �ت� م� �ور �ه�ط� ب� �ره دای� روی �ر گ� ا �ا �ه� �ن� �روت� گ� ا

ب��اش��د. داش��ت��ه وج��ود م��س��ی��ری G دل��خ��واه رأس دو ه��ر ب��ی��ن ه��رگ��اه گ��وی��ی��م ه��م��ب��ن��د را G گ��راف م��ی�ن��ام��ی��م. ن��ی��ز

�ی �ک� ی� �ل �داق� ح� �ا ب� �ه ک� �ی �وس� رئ� از �ت اس� �ارت �ب� ع� G �راف گ� در A ⊂ V �ه�ی �وع� �م� �ج� �رم� زی� �ای �ه�ه� �ای� �س� �م� ه�

�م �ی� �س� �وی� �ی�ن� م� x ∈ V �رای ب� و �م �ی� �ی�ده� م� �ش �ای� �م� ن� NG(A) �ا ب� �را آن و �د �ن� �اش� ب� �اور �ج� م� A �وس رئ� از

.NG({x}) = NG(x)

�اه �رگ� ه� ،H ′ ⊆ H �م �ی� �س� �وی� �ی�ن� م� و �م �ی� �ام� �ی�ن� م� H = (V,E) �راف �رگ� �راب� زی� را H ′ = (V ′, E′) �راف �رگ� اب�

H �ال �ری� ه� �اه �رگ� ه� �م �ی� �وی� گ� H �ی �ای� �ق� ال� �راف �رگ� �راب� زی� را H ′ = (V ′, E′) �راف �رگ� �راب� زی� . E′ ⊆ E و V ′ ⊆ V

را S روی �ی �ای� �ق� ال� �راف �رگ� �راب� زی� �اه �گ� آن� ،S ⊆ V �ر گ� ا �د. �اش� ب� �ز �ی� ن� H ′ �ال ی� �ک ی� ،V ′ در �ع واق� �اط �ق� ن� �ا ب�

م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش < S > ب��ا

�ه�ص��ورت ب� و �م �ی� م��ی�ده� �ای��ش �م� ن� DH �ا ب� را H �رگ��راف اب� �ال��ی �گ� چ� اس��ت. �ف��روض م� رأس n �ا ب� H �واخ��ت �ن� �ک� k-ی� �رگ��راف اب�

م��ی�ش��ود: ت��ع��ری��ف زی��ر

DH =
| E(H) |(

n
k

) .

S �ه �وری�ک� �ط� ب� �ت، اس� c : E(G) −→ S �د �ن� �ان� م� �ی �ت� �اش� �گ� ن� G = (V,E) �راف گ� �ی �ال� ی� �زی �ی� �گ�آم� k-رن�

f : V (G) → C �د �ن� �ان� م� �ی �ت� �اش� �گ� ن� G �رای ب� �ی رأس� �زی �ی� �گ�آم� رن� �ک ی� �د. �اش� ب� �گ رن� k از �ه�ای �وع� �م� �ج� م�

�ی رأس� �زی �ی� �گ�آم� رن� �ک ی� را f �ت �اش� �گ� ن� �ت. اس� �ا �گ�ه� رن� از �ی �اه� �ن� �ت� م� �ه�ای �وع� �م� �ج� م� C آن در �ه ک� �ت اس�

�ارت �ب� ع� �ه ب� .f(x) ̸= f(y) �م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� e = xy ∈ E(G) �ال ی� �ر ه� �رای ب� �اه �رگ� ه� �م �ی� �وی� گ� �از �ج� م�

G از �از �ج� م� �زی �ی� �گ�آم� رن� �ک ی� �ر گ� ا �د. �ن� �ای� �م� ن� �ت �اف� ی� در �اوت �ف� �ت� م� �ای �گ�ه� رن� �اور �ج� م� �وس رئ� �ر �گ� دی�

�ی �اس� اس� �ه�ی �أل� �س� م� �ک ی� �واره �م� ه� �م. �ی� �وی� �ی�گ� م� �ر �ذی� �گ�پ� k-رن� را G �د، �اش� ب� �ه �ت� داش� �ود وج� �گ رن� k �ا ب�

اس��ت. گ��راف ی��ک م��ج��از رن��گ�آم��ی��زی ب��رای ن��ی��از م��ورد رن��گ�ه��ای ت��ع��داد ک��وچ��ک�ت��ری��ن ی��اف��ت��ن زم��ی��ن��ه، ای��ن در

�ن �ری� �ک�ت� �وچ� ک� rk(H۱,H۲, ..., Hq) �زی رم� �دد ع� �روض، �ف� م� H۱,H۲, ..., Hq �ت �واخ� �ن� �ک� k-ی� �ای �راف�ه� �رگ� اب� �رای ب�

�وان �ت� ب� ، ۱ ≤ i ≤ q ،i �ک ی� �ل �داق� ح� ،Kk
n �راف �رگ� اب� �ی �ال� ی� �زی �ی� �گ�آم� q-رن� �ر ه� در �ه �وری�ک� �ه�ط� ب� �ت اس� n �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع�
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در �د. �اش� ب� Hi �ا ب� �ت �خ� �ک�ری� ی� �راف �رگ� اب� �ک ی� �ل �ام� ش� i-ام، �گ رن� �ا ب� �ای �ال�ه� ی� روی �ی �ای� �ق� ال� �راف �رگ� اب� �ه �ان�ک� �ن� چ� �ت �اف� ی�

H۱,H۲, ..., Hq �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ود. �ی�ش� م� داده �ش �ای� �م� ن� r(H۱,H۲, ..., Hq) �ا ب� r۲(H۱,H۲, ..., Hq) ،k = ۲ �ت �ال� ح�

را rk(H۱,H۲, ..., Hq) ص��ورت ای��ن در �ن��د، �اش� ب� n۱, n۲, ..., nq �ب��ه�ی �رت� م� از �ی��ب �رت� ت� �ه ب� �واخ��ت �ن� �ک� k-ی� �ام��ل ک� �رگ��راف�ه��ای اب�

م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش r(n۱, n۲, ..., nq) ب��ا را r(H۱,H۲, ..., Hq) ،k = ۲ ک��ه ح��ال��ت��ی در و ،rk(n۱, n۲, ..., nq) ب��ا

اثبات را عددی چنین وجود ١٩٣٠ سال در [٢۶] مقاله�ای انتشار با (١٩٣٠-١٩٠٣) رمزی پلامپتون فرانک

به رمزی نظریه�ی رو همین از کرد. معرفی نظریه این گذار پایه را خود نوعی به مقاله این ارائه�ی با رمزی فرانک کرد.

هر و k مثبت و صحیح عدد هر ازای به داد نشان خود مقاله در وی شد. نام�گذاری او نام به ریاضی�دان، این افتخار

است. موجود rk(n۱, n۲, ..., nq) رمزی عدد شده، داده n۱, n۲, ..., nq

�زی رم� �دد ع� �ار �ص� �ت� اخ� �ه ب� �ا ی� و �ری �ط� ق� �ی �گ� q-رن� �زی رم� عدد را rk(
︷q-بار ︸︸ ︷

H,H, ...,H) ،H k-یکنواخت ابرگراف برای

�ا ب� را H �ی �گ� q-رن� �زی رم� �دد ع� �اه �گ� آن� ،H = Kk
n �ر گ� ا �ه �ی�ک� �ت� �ال� ح� در �م. �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� rk(H; q) �ا ب� و �م �ی� �وی� گ� H �ی �گ� q-رن�

r(n) ب��ا ،H = Kn زم��ان��ی�ک��ه و r(H) ب��ا ،k = ۲ ک��ه ح��ال��ت��ی در و rk(H) ب��ا را rk(H,H) م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش rk(n; q)

م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش

ت��اری��خ��چ��ه ٢.١

�ه ک� �ود ب� �ه�ای �ی� �ض� ق� �ت �س� دان� �زی رم� �ه�ی �ری� �ظ� ن� �از آغ� �ه�ی �ط� �ق� ن� �ی �وع� ن� �ه ب� آن�را �وان �ی�ت� م� �ه ک� �ه�ای �ج� �ی� �ت� ن� �ن �ی� اول� �م �ی� �ی�دان� م� �ه ک� �ی �ای� �ج� آن� �ا ت�

�ن ای� از �ب��رت �ل� �ی� ه� �رف��ت. گ� �رار ق� �ه �وج� ت� �ورد م� �دک��ی ان� �ار �ی� �س� ب� �زان �ی� م� �ه ب� �ه �ی� �ض� ق� �ن ای� �رد. ک� �رح �ط� م� ١٨٩٢ �ال س� در �ب��رت �ل� �ی� ه� �د �وی� دی�

�رای��ب ض� �ا ب� �ا �وی� گ� �ع �واب� ت� �ری �ذی� �اپ� ن� �ل �ی� �ل� �ق� ت� �وع �وض� م� �ا ب� �ود خ� �ای �ژوه��ش�ه� پ� �دن �ان� رس� �ر �م� ث� �ه ب� �رای ب� �زاری اب� �وان �ن� �ه�ع� ب� �اً �رف� ص� �ه �ی� �ض� ق�

.[٢١] ن��م��ود اس��ت��ف��اده ص��ح��ی��ح

م��ی�پ��ردازی��م. رم��زی ن��ظ��ری��ه�ی ش��ک��ل�گ��ی��ری رون��د و ی��خ��چ��ه ت��ار ب��ی��ان ب��ه م��خ��ت��ص��ر ب��ه�ط��ور زی��ر در

ه��ی��ل��ب��رت دی��وی��د ١٨٩٢ م��ک��ع��ب��ی ل��م ١.٢.١

�ب��ت �ث� م� �ی��ح ص��ح� ع��دد (n+ ۱) گ��ر ا �ی��م �ام� ن� n-ب��ع��دی �ن��ی �ی� آف� م��ک��ع��ب را �ی��ع��ی �ب� ط� اع��داد از Qn(a, x۱, x۲, ..., xn) �م��وع��ه�ی م��ج�

ک��ه ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود چ��ن��ان a, x۱, x۲, ..., xn

Qn(a, x۱, x۲, ..., xn) = {a+
∑

i∈F xi : F ⊆ {۱, ۲, ..., n}}.

�ح �ی� �ح� ص� �دد ع� �ن �ری� �ک�ت� �وچ� ک� ،n و r �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� �ت �ف� ج� �ر ه� ازای �ه ب� :[٢١] �رت �ب� �ل� �ی� ه� �ی �ب� �ع� �ک� م� �م ل�

�دی �ع� n-ب� �ی �ن� �ی� آف� �ب �ع� �ک� م� �ک ی� ،[m] از �زی �ی� �گ�آم� r-رن� �ر ه� در �ه �وری�ک� �ه�ط� ب� دارد، �ود وج� m = H(r, n) �ت �ب� �ث� م�

. دارد وج��ود ت��ک�رن��گ

را �ود خ� �ات �ق� �ی� �ق� �ح� ت� �رت �ب� �ل� �ی� ه� �رد. �ک� ن� �ی �دان� �ن� چ� �ه �وج� ت� �م ل� �ن ای� �ه ب� �رت) �ب� �ل� �ی� ه� �ود خ� �ی �ت� (ح� �س �چ�ک� �ی� ه� �راً �اه� ظ�

�زوده اف� �زی �ی� چ� �رت �ب� �ل� �ی� ه� �م ل� �ورد م� در �د �ع� ب� �ا �دت�ه� م� �ا ت� �ه �ن� �ی� زم� �ن ای� در و �داد ن� �ه ادام� �ی �ب� �ع� �ک� م� �م ل� �ت �ه� ج� در
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ه��ی��ل��ب��رت دی��وی��د :١.١ ش��ک��ل

�ری �ی� �اث� ت� �م ه� لا� �م� ع� �ه ک� آن �ر �ی� �اث� ت� �ل �ی� دل� �ه ب� �ه ن� �زی، رم� �وع ن� از �ال �ث� م� �ن �ی� اول� �وان �ن� �ه�ع� ب� �م ل� �ن ای� �د. �ش� ن�

م��ی�آی��د. ش��م��ار ب��ه ،(١٨٩٢ (س��ال آن ش��دن م��ط��رح س��ال ب��ه�دل��ی��ل ب��ل��ک��ه ن��داش��ت،

ش��ور ای��س��ای ١٩١۶ ق��ض��ی��ه�ی ٢.٢.١

�ت��ر ک��م� اع��داد ن��ظ��ری��ه�ی در �ی��ه ق��ض� ی��ک �ن��وان ب��ه�ع� ک��ه آورد ب��ه�دس��ت ١٩١۶ س��ال در ش��ور ای��س��ای را رم��زی ن��وع از �ی��ج��ه �ت� ن� �ی��ن دوم�

ه��ن��گ��ام ١٩١۶ ت��ا ١٩١٣ س��ال�ه��ای ب��ی��ن او ک��ه اس��ت ن��ت��ی��ج��ه�ای دارد اه��م��ی��ت م��ا ب��رای ک��ه م��ط��ل��ب��ی ام��ا گ��رف��ت. ق��رار ت��وج��ه م��ورد

ش��ور آن��ج��ا در آورد. ب��ه�دس��ت ه��اس��دورف �ی��ک��س �ل� ف� م��ش��ه��ور ت��وپ��ول��وژی��س��ت �ی��ن ج��ان��ش� �ن��وان ب��ه�ع� آل��م��ان ب��ن دان��ش��گ��اه در ک��ردن ک��ار

ای��ن در وی .[٢٧] ن��وش��ت “xm + ym = zm(mod p) س��ازی �م��س��ان ه� �اره�ی ب� ”در �ن��وان ع� ت��ح��ت را �ود خ� �ه�ی �ال� �ق� م� �ی��ن اول�

ک��رد، �ی��ان ب� آن�را ١٩٠٨ س��ال در ک��ه دی��ک��س��ون از �رم��ات ف� �ه�ی �ی� ق��ض� �ری��ن آخ� �ا ب� �ب��ط �رت� م� �ه�ای �ی� ق��ض� ب��رای را دی��گ��ری �ب��ات اث� �ه �ال� �ق� م�

.[١١] ن��م��ود ارائ��ه

▼ � م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش [n] ب��ا را {۱, ۲, ..., n} م��ج��م��وع��ه�ی n ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ب��رای ١.٢.١ ن��م��اد

n-رن��گ�آم��ی��زی ه��ر ب��ه�ط��وری�ک��ه دارد وج��ود S(n) ص��ح��ی��ح ع��دد ،n ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ه��ر ب��رای :[٢٧] ش��ور ١٩١۶ ق��ض��ی��ه

. a+ b = c ه��م��چ��ن��ی��ن و اس��ت م��ش��اب��ه رن��گ ی��ک از a, b, c ص��ح��ی��ح اع��داد ش��ام��ل ،[S(n)] م��ج��م��وع��ه�ی از

ن��م��ود. ق��وی�ت��ر آن اث��ب��ات در ه��وش��م��ن��دان��ه روش�ه��ای از اس��ت��ف��اده ب��ا م��ی�ت��وان را ش��ور ق��ض��ی��ه�ی ن��ت��ی��ج��ه�ی

�ر ه� �ه �وری�ک� �ه�ط� ب� دارد �ود وج� S∗(n) �ح �ی� �ح� ص� �دد ع� n �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� �ر ه� ازای �ه ب� :[٢٧] �ور ش� �ه �ی� �ض� ق� �وی ق� �ه�ی �خ� �س� ن�

�ه� �اب� م��ش� رن��گ ی��ک از a, b, c م��ج��زای و �ی��ح ص��ح� اع��داد �ام��ل ش� [S∗(n)] �ی��ه�ی اول� �ب��ت �ث� م� و �ی��ح ص��ح� آرای��ه�ی از �ی��زی n-رن��گ�آم�

. a+ b = c ب��ه�ط��وری�ک��ه اس��ت

در ن��ک��رد. م��ط��رح ن��م��ود ح��ل و م��ط��رح ١٩١۶ م��ق��ال��ه�ی در ش��ور ای��س��ای ک��ه س��ؤالات��ی ن��وع از س��ؤالات��ی ه��ی��چ�ک��س آن از پ��س

از ی��ک��ی ع��ن��وان ب��ه ش��ور ق��ض��ی��ه�ی ک��ن��ون ا وج��ود ای��ن ب��ا ن��ش��د. واق��ع ت��ح��س��ی��ن م��ورد زی��اد آن� ن��ت��ی��ج��ه�ی م��ق��ال��ه، چ��اپ از پ��س ن��ت��ی��ج��ه

ق��ض��ی��ه ای��ن ب��ه زی��ادی ع��لاق��ه�ی ک��ه م��رس��ک��ی ل��ئ��ون م��ش��ه��ور ی��اض��ی�دان ر م��ی�ش��ود. م��ح��س��وب ری��اض��ی ک��لاس��ی��ک ق��ض��ای��ای زی��ب��ات��ری��ن

ک��م�ت��ری��ن ح��ت��ی ک��ه ب��ود ن��ش��ده م��ط��رح ن��ت��ی��ج��ه�ای ای��ن از پ��ی��ش م��ی�دان��م ک��ه آن��ج��ا ت��ا ن��وش��ت: ش��ور ت��ول��د س��ال�روز م��ن��اس��ب��ت ب��ه داش��ت،

ک��ه گ��ف��ت ب��ای��د ک��ن��ی��م ب��ی��ان را ق��ض��ی��ه�ی ای��ن دی��گ��ر ب��ی��ان ب��ه و �ل��ه�ای ج��م� در ب��خ��واه��ی��م گ��ر ا و ب��اش��د �ت��ه داش� ش��ور ق��ض��ی��ه�ی ب��ا ش��ب��اه��ت��ی
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ش��ور ای��س��ای :٢.١ ش��ک��ل

ی��ک دارای �م �ت� �س� �ی� �رس� زی� ی��ک �داق��ل ح� �اه �گ� آن� �ود، ش� �راز اف� �م �ت� �س� �ی� �رس� زی� �اه��ی �ن� �ت� م� �داد �ع� ت� �ه ب� �واه �خ� دل� �ور �ه�ط� ب� �م �ت� �س� �ی� س� ی��ک �ه �چ� �ان� �ن� ”چ�

�ه�ی �أل� �س� م� �ه ب� �اره دوب� �اه �چ�گ� �ی� ه� �ود، خ� �ه�ی �ی� �ض� ق� �ه�ی ارائ� از �س پ� �ور ش� �ه ک� �د �س� �وی� �ی�ن� م� �ه ادام� در �ی �ک� �رس� م� �ت“. اس� �ژه وی� �ت �ی� �اص� خ�

.[٢۴] ن��پ��رداخ��ت خ��ود ش��ده�ی م��ط��رح

�اب �ت� ک� در �ت، اس� �ده ش� �ع واق� �ت �ای� �م� ح� �ورد م� و �د �ی� �أی� ت� رادو �ارد �چ� ی� ر �ط �وس� ت� �راً �اه� ظ� �ه ک� �ی �ک� �رس� م� �ارات �ه� اظ�

�ن ای� �ه ب� �اره دوب� �اه �گ� �چ� �ی� ه� �ور ”ش� �ه ک� �ارت �ب� ع� �ن ای� �ن �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� �ده ش� �س �ک� �ع� �ن� م� [٢٠] �زی رم� �ه�ی �ری� �ظ� ن�

در �ور ش� �ط �وس� ت� �ه ک� �د �دی� ج� �زی رم� �ات �ی� �اض� ی� ر �ع واق� در �د. ش� �رح �ط� م� �ی �ان� �ه� ج� �ورت �ه�ص� ب� �ت“ �رداخ� �پ� ن� �ه� �ل� �ئ� �س� م�

�ان زم� آن در �ود وج� �ن ای� �ا ب� �ود. ب� وی �ه�ی �لاق� ع� �ورد م� �ادی �م� �ت� م� �ای �ال�ه� س� �رای ب� �د، ش� �ف �ش� ک� وی ١٩١۶ �ه�ی �ال� �ق� م�

ن��داد! ن��ش��ان ق��ض��ی��ه ای��ن ب��ه چ��ن��دان��ی ع��لاق��ه�ی ک��س��ی

واردن در ب��ودت-ش��ور-ون ١٩٢٧ ق��ض��ی��ه�ی ٣.٢.١

�ات �ب� اث� �ا �ده�ه� �ان� �م� �ی� �اق� �رب� �ی� غ� و دوم �ه درج� �ده �ان� �م� �ی� �اق� ب� �ورد م� در را �ود خ� �دس ح� �رد �ی�ک� م� �لاش ت� �ه ک� �ی �ال� ح� در �ور ش�

�ه ب� �ر �ت� �ش� �ی� ب� �ه ک� �اده، س� �ار �ی� �س� ب� �م ل� �ک ”ی� دارد، �از �ی� ن� �ری �گ� دی� �م ل� �ه ب� �ه ک� داد �ص �ی� �خ� �ش� ت� �د، �ن� ک�

�ه ک� �ر �ی� �وف� س� �در �ان� �س� �ک� ال� �ی �خ� ی� �ار ت� �ات �ق� �ی� �ق� �ح� ت� �داد“. اع� �ه�ی �ری� �ظ� ن� �ه ب� �ا ت� �ود �ی�ش� م� �وط �رب� م� �ات �ب� �ی� �ی� �رک� ت�

�دی �ن� �ل� ه� �ه�ی �ال� �دس� �ن� چ� و �ت �س� �ی� ب� �وان ج� �ی�دان �اض� ی� ر �ودت ب� �ه ک� �د �ی�ده� م� �ان �ش� ن� دارد، را �ک ی� اردوش١ �دد ع�

خ��ود اردوش ع��دد �ود. م��ی�ش� �ی��ری �دازه�گ� ان� �ت��رک �ش� م� �ق��الات م� �ارش �گ� ن� �ا ب� �ه ک� اس��ت اردوش و ش��خ��ص ی��ک �ی��ن ب� �اری” �ک� �م� ه� �ه�ی �ل� �اص� ”ف� اردوش ١ع��دد

اس��ت ی��ک او اردوش ع��دد �ه ک� ک��س��ی �ا ب� �ه ک� ک��س��ی اردوش ع��دد اس��ت. ی��ک دارد �ت��رک �ش� م� �ه�ی �ال� �ق� م� او �ا ب� �ه ک� �رک��س ه� اردوش ع��دد اس��ت. �ر �ف� ص� اردوش

اس��ت. دو دارد، م��ش��ت��رک م��ق��ال��ه
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واردن �در ون� �دی �ن� �ل� ه� �وان ج� �ر �گ� دی� .[٢٩] �ت اس� �رده ک� �ان �ی� ب� را �ور ش� �دس ح� �ه �اب� �ش� م� �ی �دس� ح� �ور ش� از �ل �ق� �ت� �س� م�

�ا م� �رای ب� را �ک �ی� �لاس� ک� �ه�ی �ی� �ض� ق� �ک ی� �ه �ج� �ی� �ت� ن� در و �رد ک� �ر �ش� �ت� �ن� م� را �دس ح� �ات �ب� اث� �ت، داش� �ال س� ٢٣ �ه ک�

ش��د. رم��زی ی��اض��ی��ات ر ش��گ��ف��ت�ان��گ��ی��ز درخ��ت ب��رای ی��ش��ه�ای ر ق��ض��ی��ه ای��ن ک��ه ن��م��ود م��ط��رح

ب��ودت ه��ن��ری ج��وزف پ��ی��ر :٣.١ ش��ک��ل

�ه �وری�ک� �ه�ط� ب� دارد �ود وج� w = w(k, l) ،lو k �ر ه� �رای ب� :[٣١] واردن در �ور-ون �ودت-ش� ب� ١٩٢٧ �ه�ی �ی� �ض� ق�

. اس��ت ت��ک�رن��گ l-ت��ای��ی ح��س��اب��ی ت��ص��اع��د ی��ک ش��ام��ل ،[w] م��ج��م��وع��ه�ی از k-رن��گ�آم��ی��زی ه��ر

�اه �گ� �ش� دان� در �ه ک� �ود �م� ن� �ات �ب� اث� �ی �ان� زم� را �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ن ای� �رر ش� �ا اوت� و �ن �ی� آرت� �ل �ی� ام� �ک �م� ک� �ه ب� واردن در ون

�ه ک� �د �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� �ه �وج� ت� �ود. �م� ن� �ه ارائ� آن�را �ن �ی� �رل� ب� در ١٩٢٧ �ی �ن� �ع� ی� �د �ع� ب� �ال س� و �ود ب� �ورگ �ب� �ام� ه�

را �م ل� �د، �ی�ده� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� را �رت �ب� �ل� �ی� ه� �ی �ب� �ع� �ک� م� �م ل� �ه �ن�ک� ای� �ر ب� �لاوه ع� واردن در �ور-ون �ودت-ش� ب� �ه�ی �ی� �ض� ق�

�ه �ان� �ف� �اس� �ت� م� �د. �ن� �ت� داش� �زی رم� �ات �ی� �اض� ی� ر در �ی �م� ک� �ار �ی� �س� ب� �م �ه� س� واردن در ون و �ودت ب� �د. �ن� �ی�ک� م� �ز �ی� ن� �ر �وی�ت� ق�

�ت، داش� �ال س� ٣٠ �ا �ه� �ن� ت� او �ت، رف� �ا �ی� دن� از ١٩٢١ �ال س� �س �م� �س� �ری� ک� روز در وی �ت، داش� �ه �وج� م� �ذر ع� �ک ی� �ودت ب�

�ه ک� �ه�ای �ج� �ی� �ت� ن� �د �ش� ن� �ه �وج� �ت� م� واردن در ون �رد. ک� �ر �م� ع� �ال س� ٩٣ و �ت �داش� ن� را �ذر ع� �ن ای� واردن در ون �ا ام�

�ن �ری� �رت� �ب� �ت� �ع� م� �ه ب� را �ری �ب� ج� �ه �دس� �ن� ه� �ه�ی �ن� �ی� زم� در �ود خ� �ای �ه�ه� �ال� �ق� م� او دارد. �ی �ت� �ی� �م� اه� �ه چ� �ت اس� �رده ک� �ات �ب� اث�

�ه ب� را �ودش خ� �ات �ب� اث� او �ن ای� �ود وج� �ا ب� �ی ول� �رد. �ی�ک� م� �ال ارس� “Mathematische Annalen” �ی �ن� �ع� ی� �ه �ل� �ج� م�

�ات �ی� �اض� ری� �ن �م� �ج� ان� �ه ب� �وط �رب� م� �ه ک� “Nieuw Archief voor Wiskunde” �ی �ن� �ع� ی� “Obscure” �ه�ی �ل� �ج� م� �ک ی�

ن��م��ود. ارس��ال اس��ت، ه��ل��ن��د
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١٩٣٠رم��زی ق��ض��ی��ه�ی ۴.٢.١

�ه �ن�ک� ای� �ود وج� �ا ب� �ود. ب� �ج �ری� �ب� �م� ک� �ی �اه� �ادش� پ� �ج �ال� ک� �د �ی� ام� و �ات �اه� �ب� م� �ه�ی �ای� م� �زی رم� �ون �ت� �پ� �لام� پ� �ک �ران� ف�

و �اد �ص� �ت� اق� �ی، �ات� �ی� �اض� ی� ر �ق �ط� �ن� م� �ه، �ف� �س� �ل� ف� در �ی �زای� �ه�س� ب� �ر �ی� �اث� ت� �ود ب� �رده �ک� ن� �ام �م� ت� را �ال س� ٢٧ �وز �ن� ه�

در و �اد �ت� �رس� ف� �ار �ش� �ت� ان� �رای ب� را �ه�ای �ال� �ق� م� �ت داش� �ال س� ٢۵ وی �ه ک� ١٩٢٨ �ال س� در �ت. �ذاش� گ� �ات �ی� �اض� ی� ر

�ان زم� آن در �ه ک� �ود ب� �واردی م� از �دود �ح� �ام� ن� و �دود �ح� م� �ت �ال� ح� دو �ل �ام� ش� �ه �ال� �ق� م� .[٢۶] �د �ی� رس� �اپ چ� �ه ب� ١٩٣٠ �ال س�

�ک ی� �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� و �د �ن� �م� �درت� ق� �ار �ی� �س� ب� �زاری اب� �ه �ی� �ض� ق� �ن ای� �د. ش� �ه �ت� �اخ� �ن� ش� �زی“ رم� �ه�ی �ی� �ض� ”ق� �وان �ن� ع� �ت �ح� ت�

�ی �م� �ظ� �ی�ن� ب� �د: �س� �وی� �ی�ن� م� �ه �ال� �ق� م� �ن ای� �ورد م� در �ن �ی� �زک� �وت� م� �ه �وری�ک� �ط� ب� �ت، اس� �ی �ف� �س� �ل� ف� �ی �اس� اس� �ه�ی �ی� �ان� �ی� ب�

دارد: وج��ود اص��ل دو رم��زی م��ق��ال��ه�ی در اس��ت. م��م��ک��ن غ��ی��ر ک��ام��ل

�ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ای �ی�ه� �ای� r-ت� �ی �ام� �م� ت� �واده�ی �ان� خ� �ر گ� ا ،rو k �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� �ر ه� �رای ب� �ی: �اه� �ن� �ت� �ام� ن� �ت �ال� ح�

�ت اس� S۱ �ی �اه� �ن� �ت� �ام� ن� �ه�ی �وع� �م� �ج� �رم� زی� �ک ی� �ل �ام� ش� S �اه �گ� آن� �ود، ش� �زی �ی� �گ�آم� رن� �گ، رن� k �ا ب� S �ی �اه� �ن� �ت� �ام� ن�

ه��س��ت��ن��د. م��ش��اب��ه رن��گ ی��ک از S۱ زی��رم��ج��م��وع��ه�ی r-ت��ای��ی�ه��ای ت��م��ام��ی ب��ط��وری�ک��ه

�ود وج� m۰ = R(r, n, k) �د �ن� �ان� م� �ح �ی� �ح� ص� �دد ع� �ک ی� k و n ،r �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� �ر ه� �رای ب� �ی: �اه� �ن� �ت� م� �ت �ال� ح�

Sm �د �ن� �ان� م� �وی �ض� m-ع� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ک ی� �ای �ی�ه� �ای� r-ت� �ام �م� ت� �واده�ی �ان� خ� و m ≥ m۰ �ر گ� ا �ه �وری�ک� �ط� ب� دارد

�ت اس� Sn �د �ن� �ان� م� �وی �ض� n-ع� �ه�ی �وع� �م� �ج� �رم� زی� �ک ی� �ل �ام� ش� Sm �اه �گ� آن� �د، �اش� ب� �ده ش� �زی �ی� �گ�آم� رن� �گ، رن� k �ا ب�

ه��س��ت��ن��د. م��ش��اب��ه رن��گ ی��ک از Sn زی��رم��ج��م��وع��ه�ی r-ت��ای��ی�ه��ای ت��م��ام��ی ب��ط��وری�ک��ه

رم��زی پ��لام��پ��ت��ون ف��ران��ک :۴.١ ش��ک��ل

اط��لاع��ات ع��ص��ر آن�را �م��ی�ت��وان ن� �ه �ان��ی�ک� زم� در �ه�س��رع��ت ب� �ی��د، رس� چ��اب ب��ه ١٩٣٠ س��ال در ک��ه رم��زی �ال��ه�ی �ق� م� �ت��ش��ار ان� �ب��ر خ�

(ب��ا رم��زی ق��ض��ی��ه�ی م��ورد در را خ��ود اث��ب��ات س��ک��ول��م ن��روژی م��ن��ط��ق�دان ١٩٣٣ س��ال در آن از پ��س ب��لاف��اص��ل��ه ش��د. پ��خ��ش ن��ام��ی��د

�وان ج� دو �ط �وس� ت� �ری �گ� دی� �ات �ب� اث� �ز �ی� ن� ١٩٣۵ �ال س� در .[٢٨] �د �ی� �ان� رس� �اپ چ� �ه ب� �زی) رم� ١٩٣٠ �ه�ی �ال� �ق� م� �ه ب� دادن �اع ارج�
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١٩ �وی �ج� �ش� دان� �وان، ج� �ت دوس� دو ،١٩٣٢-١٩٣٣ �ان �ت� �س� زم� در �د. �ی� رس� �اپ چ� �ه ب� �رس زک� و اردوش �ی �ن� �ع� ی� �ی �ان� �ت� �ارس� �ج� م�

�ی��ن �ل� ک� �ان��م خ� �ت��ش��ان دوس� ت��وس��ط �ه ک� را �ه�ای �أل� م��س� زک��رس �م��ی �ی� ش� �ال��ه�ی س� ٢١ دان��ش��ج��وی و اردوش �ائ��ول پ� �ن��ی �ع� ی� ری��اض��ی �ال��ه�ی س�

ن��ه��ای��ت در ن��ک��ردن��د. ارس��ال م��ج��ل��ه�ای ه��ی��چ ب��رای آن�را ن��ی��م و س��ال ی��ک م��دت ب��ه ول��ی ک��ردن��د ح��ل را ب��ود ش��ده م��ط��رح س��ال��ه ٢٢

Compositio” �وان �ن� ع� �ت �ح� ت� “J. E. L. Brouwer” �ه�ی �ل� �ج� م� �رای ب� را �ان �ش� �رک� �ت� �ش� م� �ه�ی �ال� �ق� م� �ت �رف� گ� �م �ی� �م� �ص� ت� اردوش

�ن �ی� اول� �رس زک� و اردوش .[١٩] �د �ی� رس� �اپ چ� �ه ب� �ه �ل� �ج� م� �ن ای� در ١٩٣۵ �ال س� در �ه �وری�ک� �ه�ط� ب� �د. �ت� �رس� �ف� ب� “Mathematica

دادن��د. ن��ش��ان م��س��أل��ه، آن ح��ل ب��ا را، رم��زی ن��ظ��ری��ه�ی زی��ب��ای��ی و ق��درت ک��ه ب��ودن��د ک��س��ان��ی

اردوش پ��ائ��ول :۵.١ ش��ک��ل

چ��گ��ال گ��راف�ه��ای و اب��رگ��راف�ه��ا رم��زی اع��داد ۵.٢.١

�ه �ک� �ن� ای� �ا ب� .[١٩] �د �ردن� ک� �اده �ف� �ت� اس� �راف گ� �ه�ی �ری� �ظ� ن� در �زی رم� �ه�ی �ی� �ض� ق� از �ار ب� �ن �ی� اول� �رای ب� �رس زک� و اردوش ١٩٣۵ �ال س� در

�ده ش� �ن �ی� �ی� �ع� ت� �ا �راف�ه� گ� از �ی �ف� �ل� �ت� �خ� م� �ای �لاس�ه� ک� �زی رم� �داد اع� �ون �ن� ک� �ا ت� �ی ول� �ت اس� �وار دش� �زی رم� �داد اع� �ق �ی� دق� �دار �ق� م� �ن �ی� �ی� �ع� ت�

�ران�ه��ای ک� و �ا ح��دس�ه� ن��ش��ده، م��ش��خ��ص �ان رم��زی�ش� اع��داد �ی��ق دق� �ق��دار م� �وز �ن� ه� �ه ک� �ای��ی گ��راف�ه� از �اری �ی� ب��س� ب��رای .[٢۵] اس��ت

�ا �راف�ه� �رگ� اب� و �ا �راف�ه� گ� �ری �ط� ق� �زی رم� �داد اع� �ه�ی �ب� �اس� �ح� م� �زی، رم� �ه�ی �ری� �ظ� ن� در �ب �ال� ج� �ل �ائ� �س� م� از �ی �ک� ی� دارد. �ود وج� �اری �ی� �س� ب�

�ث��ال م� �ن��وان ع� ب��ه اس��ت. �ای��ی �م� ن� گ��راف �ب��ه�ی م��رت� ب��ه �ب��ت ن��س� ع��دد ای��ن رش��د ک��ه اس��ت ش��ده ث��اب��ت چ��گ��ال گ��راف�ه��ای ب��رای اس��ت.

ی��م: دار ،n ≥ ۲ وق��ت��ی Kn گ��راف ی��ع��ن��ی n م��رت��ب��ه�ی از گ��راف چ��گ��ال�ت��ری��ن ب��رای

۲
n
۲ < r(n) < ۲۲n.

�ه�ی �ری� �ظ� ن� در �ل �ام� ک� �ای �راف�ه� گ� �زی رم� �داد اع� �ا ب� �اط �ب� ارت� در �ده آم� �ت �ه�دس� ب� �ن �ی� �ای� پ� و �الا ب� �ای �ران�ه� ک� �ن �ی� اول� �ران، ک� دو �ن ای�

�ال س� در �ن �ی� �ای� پ� �ران ک� و �ی، �دس� �ن� ه� روش �ه ب� �رس زک� و اردوش �ط �وس� ت� ١٩٣۵ �ال س� در �الا ب� �ران ک� �د. �ن� �ت� �س� ه� �ا �راف�ه� گ� �زی رم�

ک��ن��ل��ن ت��وس��ط ٢٠٠٩ س��ال در ب��الا ک��ران ب��ه��ت��ری��ن .[١٩ ،١٣] اس��ت آم��ده ب��ه�دس��ت اح��ت��م��الات��ی روش ب��ه اردوش ت��وس��ط ١٩۴٧

اع��داد ب��الای و پ��ای��ی��ن ک��ران م��ی��ان ت��وج��ه��ی ق��اب��ل ش��ک��اف گ��رچ��ه ا اس��ت. آم��ده [٨] در ک��ران�ه��ا ای��ن از ب��رخ��ی .[٨] آم��د ب��ه�دس��ت

اردوش، �ت. اس� �ر �ت� �م� ک� �ار �ی� �س� ب� �ا �راف�ه� �رگ� اب� �زی رم� �داد اع� �ورد م� در �ا م� �ات �لاع� اط� �ال ح� �ن �ی� ع� �ا ب� دارد، �ود وج� �ا �راف�ه� گ� �زی رم�
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ب��ط��وری�ک��ه دارد وج��ود c′ و c ث��اب��ت م��ق��ادی��ر دادن��د ن��ش��ان [١٢] رادو و ه��اج��ن��ال

۲cn۲
< r۳(n) < ۲۲

c′n
. (١.١)

اس��ت. م��ان��ده ب��از ام��روز ب��ه ت��ا ک��ه دادن��د ارائ��ه را دی��گ��ری ح��دس آن�ه��ا ای��ن ب��ر ع��لاوه

.r۳(n) > ۲۲
cn

ی��م: دار c > ۰ ث��اب��ت م��ق��دار ب��رای [٧] ٢.٢.١ ح��دس

ی��م: دار k ≥ ۴ ب��رای ١.١ م��ش��اب��ه داد. پ��ی��ش��ن��ه��اد ٢.٢.١ ح��دس اث��ب��ات ب��رای ج��ای��زه ع��ن��وان ب��ه دلار ۵٠٠ اردوش

tk−۱(cn
۲) ≤ rk(n) ≤ tk(c

′n) (٢.١)

�ه ک� �ه �ون� گ� �ان �م� ه� .[١٢] ti+۱(x) = ۲ti(x) و t۱(x) = x �ود: �ی�ش� م� �ف �ری� �ع� ت� �ن �ی� �ن� چ� tk(x) �ع �اب� ت� �ه �وری�ک� �ط� ب�

�رای ب� و �ی، �ای� �م� k)-ن� − ۲) �راف �رگ� اب� �ه�ی �ب� �رت� م� �ه ب� �ت �ب� �س� ن� rk(n) �ن �ی� �ای� پ� �ران ک� �د رش� �ود �ی�ش� م� �ده �اه� �ش� م�

�ن �ی� �ای� پ� و �الا ب� �ران ک� �ان �ی� م� �لاف �ت� اخ� �ه ک� �ت اس� �ی �ن� �ع� م� آن �ه ب� �ن ای� �ت. اس� �ی �ای� �م� k)-ن� − ۱) �الا ب� �ران ک�

�ا ب� �وان �ی�ت� م� �ه ک� �د دادن� �ان �ش� ن� �ه�ای �ل� �الا-پ� ب� �وان �ن� ع� �ا ب� �ی �م� ل� در �ال �ن� �اج� ه� و اردوش �ت. اس� �اد زی� �ار �ی� �س� ب�

از �ه ک� �ار �رب� ه� .[٢٠] آورد �ت �ه�دس� ب� rk(n) �رای ب� �ن �ی� �ای� پ� �ران ک� �ک ی� ،rk−۱(n) �ن �ی� �ای� پ� �ران ک� از �اده �ف� �ت� اس�

�دس ح� �ه ک� �ی �ورت� درص� �ن �رای� �اب� �ن� ب� �ود. �ی�ش� م� �ه �اف� اض� �ران ک� �ه ب� �ا �م� ن� �ک ی� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �اده �ف� �ت� اس� �م ل� �ن ای�

�ه �ت� داش� �راف �رگ� اب� �ه�ی �ب� �رت� م� �ه ب� �ت �ب� �س� ن� �ی �ای� �م� �ل-ن� دوب� �دی رش� r۳(n) �ی �ن� �ع� ی� �د، �اش� ب� �ح �ی� �ح� ص� ٢.٢.١

ش��د. خ��واه��د ب��س��ت��ه k ه��ر ازای ،ب��ه دارد وج��ود rk(n) پ��ای��ی��ن و ب��الا ک��ران م��ی��ان ک��ه ب��زرگ��ی ش��ک��اف ب��اش��د،

�راف �رگ� اب� �ه�ی �ب� �رت� م� �ه ب� �ت �ب� �س� ن� �ی �ای� �م� �ل-ن� دوب� �دی رش� r۳(n) �ه ک� �د �ن� �ت� داش� �اد �ق� �ت� اع� ٢.٢.١ �دس ح� در �ال �ن� �اج� ه� و اردوش

.[١٧ ،١۴ ،٧] ش��وی��م �ه��ه م��واج� �ت��لاف اخ� ی��ک �ا ب� اس��ت �م��ک��ن م� ک��ه ک��رد �اب��ت ث� �ا اب��رگ��راف�ه� م��ورد در �ب��ی �ال� ج� �ی��ه ق��ض� اردوش دارد،

�وی، �ض� N-ع� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ک ی� �ای �ی�ه� �ای� ۳-ت� �زی �ی� �گ�آم� ۲-رن� �ر ه� در �ه �وری�ک� �ه�ط� ب� دارد �ود وج� c, ϵ > ۰ داد �ان �ش� ن� او

S �ای �ی�ه� �ای� ۳-ت� از �ا )-ت� ۱۲ + ϵ)
(
s
۳
)
�ل �داق� ح� و s > c(logN)

۱
۲ �ه �وری�ک� �ه�ط� ب� دارد �ود وج� s �دازه�ی ان� از S �ه�ی �وع� �م� �ج� �رم� زی�

ب��ی��ن��ه��ای��ت ب��ه n �ک��ه ح��ال��ت��ی در و ن��ی��س��ت. م��ت��وازن S م��ج��م��وع��ه�ی در رن��گ�آم��ی��زی ت��وض��ی��ع ک��ه م��ع��ن��ی ب��ه�ای��ن دارن��د، ی��ک��س��ان��ی رن��گ

�د �وان� �ت� ب� �ی �س� ک� �ه ک� �ی �ورت� درص� داش��ت، �ار �ه� اظ� اردوش دارد. �ود وج� k = ۲ �ه �ی�ک� �ت� �ال� ح� �ا ب� �اق��ض) �ن� (ت� �ت��لاف اخ� ی��ک �د �ن� �ی�ک� م� �ل �ی� م�

ک��رد. ش��ک r۳(n) رش��د ب��ودن دوب��ل-ن��م��ای��ی ب��ه ب��ای��د ک��ن��د، ث��اب��ت δ = ۱
۲ ب��رای را ٣.٢.١ ح��دس

s �دازه�ی ان� از S �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ر زی� �وی، �ض� N-ع� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ای �ی�ه� �ای� ۳-ت� �زی �ی� �گ�آم� ۲-رن� �ر ه� در [١۵] ٣.٢.١ ح��دس

ب��ط��وری�ک��ه دارد، وج��ود

s = c(ϵ)(logN)δ (٣.١)



م��ق��دم��ه .١ ١١ف��ص��ل

از �ر �زرگ�ت� ب� و �ت �اب� ث� �داری �ق� م� δ �د، دارن� �ان �س� �ک� ی� �گ رن� S �ای �ی�ه� �ای� ۳-ت� از �ا −۱)-ت� ϵ)
(
n
۳
)
�ل �داق� ح� و

اس��ت. دل��خ��واه و ϵ > ۰ و ϵ ح��س��ب ب��ر ث��اب��ت م��ق��داری c ص��ف��ر،

�گ �ک�رن� ت� S �ای �ی�ه� �ای� ۳-ت� �ه�ی �م� ه� �اً �ب� �ری� �ق� ت� �ر، �ف� ص� �ه ب� ϵ �ردن ک� �ل �ی� م� �ا ب� �د، �اش� ب� �ح �ی� �ح� ص� ٣.٢.١ �دس ح� �ه ک� �ی �ورت� ص� در

ع��دد ک��ه م��ی�ش��ود م��ش��اه��ده .N = ۲c′(ϵ)s۲ ی��م، دار δ =
۱
۲ ک��ه زم��ان��ی ،٣.١ راب��ط��ه�ی از N م��ق��دار م��ح��اس��ب��ه�ی ب��ا ب��ود. خ��واه��ن��د

س��ال در ٣.٢.١ ح��دس ک��ن��ی��م. ش��ک ٢.٢.١ ح��دس ب��ه ک��ه ی��م دار ح��ق پ��س ن��ی��س��ت، دوب��ل-ن��م��ای��ی ش��ک��ل ب��ه s ب��ه ن��س��ب��ت رم��زی

١٩٨٩ �ال س� در �ال �ن� �اج� ه� و اردوش �ه ک� �ری �گ� دی� �از ب� �ه�ی �أل� �س� م� .[١٠] �د ش� �ات �ب� اث� �و ک� �ودا س� و �س �اک� ف� �ن، �ل� �ن� ک� �ط �وس� ت� ٢٠١١

�ا ب� �د) �اش� ب� ( ۱۲ + ϵ) از �ی��ش ب� ϵ > ۰ �ه�ازای ب� آن �ی �ال� �گ� چ� �ه ک� �ی �راف� �رگ� (اب� �ال �گ� چ� �راف �رگ� اب� �ا آی� �ه ک� �ود ب� �ن ای� [١٧] �د �ردن� ک� �رح �ط� م�

�ی �ال� �گ� چ� �زای��ش اف� �ا ب� �ه ک� �را چ� �د، �اش� �ب� ن� �ت درس� �ی �دس� ح� �ن �ی� �ن� چ� �د �ی�رس� م� �ر �ظ� ن� �ه ب� اول �اه �گ� ن� در دارد؟ �ود وج� �وچ��ک ک� �زی رم� �دد ع�

ای��ن [١٠] در ٢٠١١ س��ال در ک��و س��ودا و ف��اک��س �ل��ن، �ن� ک� ش��ود. ب��زرگ�ت��ر �ی��ز ن� اب��رگ��راف رم��زی ع��دد �ت��ی �ای��س� ب� �اً ق��اع��دت� اب��رگ��راف،

ک��ردن��د. اث��ب��ات ن��ی��ز را م��س��أل��ه

دی��گ��ر ف��ص��ل�ه��ای ب��ر م��روری ٣.١

به�طور سپس است. مانده باز حال به تا که می�پردازیم هاجنال و اردوش از حدسی مطالعه�ی به دوم فصل ابتدای در

صورت تلاش�های اگرچه می�دهیم. قرار بررسی مورد را است آمده به�دست زمینه این در که پژوهش�ها از برخی مختصر

که بوده�اند گراف�ها از خاص گروه چند تنها بااین�وجود است، نبوده کم هم چندان حدس این اثبات راستای در گرفته

گراف�ها، زمینه�ی در که رمزی مسائل از نمونه�هایی به ادامه در است. درست آنها مورد در حدس این شده داده نشان

که قضیه�ای فصل این پایان در پرداخت. خواهیم است شده مطرح ٣-یکنواخت ابرگراف�های به�ویژه و ابرگراف�ها

این درباره�ی که پاسخی بی سؤال سه همچنین و می�دهیم ارائه را کردند بیان ١٩٨٩ سال در آن�را هاجنال و اردوش

می�باشند. [١٧ ،۴] مراجع از برگرفته فصل این مطالب شد. مطرح قضیه

ش��روع داده�ان��د ان��ج��ام رم��زی اع��داد ح��وزه�ی در ک��ه دوس��ت��ان��ش و ک��و س��ودا ک��اره��ای ج��دی��دت��ری��ن از ی��ک��ی ب��ا را پ��ای��ان��ی ف��ص��ل

س��ؤال دو ب��ه م��لا� ع� ،K۳
d (n) d-ب��خ��ش��ی �ن��واخ��ت -ی��ک� ۳ �ام��ل ک� اب��رگ��راف رم��زی ع��دد ب��رای ب��الا ک��ران ی��ک �ب��ات اث� �ا ب� �ی��م. �ن� م��ی�ک�

ب��رگ��رف��ت��ه ق��ض��ی��ه ای��ن اث��ب��ات ای��ده�ی م��ی�ش��ود. داده پ��اس��خ ش��د خ��واه��د اش��اره آن�ه��ا ب��ه دوم ف��ص��ل در ک��ه ه��اج��ن��ال و اردوش از ب��از

�واخ��ت، �ن� �ک� ٣-ی� �ام��ل ک� �راف �رگ� اب� رم��زی ع��دد �رای ب� �الا ب� �ران ک� ی��ک �ه�ی ارائ� �رای ب� �ه ک� اس��ت رادو و اردوش �ه ب� �ل��ق �ع� �ت� م� روش��ی از

ه��رچ��ه ب��رای روش� ی��ک ب��ود. ب��الا ک��ران ای��ن ب��ه��ب��ود دوس��ت��ان��ش و ک��و س��ودا ک��اره��ای از دی��گ��ر ی��ک��ی آم��د. ب��ه�دس��ت ١٩۵٢ س��ال در

�ه ب� �ل �ص� ف� �ن ای� �ان �ای� پ� در دارد. �ود وج� �اش“ �ق� ن� و �ا �نّ� ”ب� �ازی ب� در �ه ک� �ت اس� �ردی ب� �ژی �رات� �ت� اس� از �اده �ف� �ت� اس� �ران ک� �ن ای� �ردن ک� �ر �ت� �ه� ب�

م��ی�ب��اش��ن��د. [١٠ ،٩] م��راج��ع از ب��رگ��رف��ت��ه ف��ص��ل ای��ن م��ط��ال��ب داد. خ��واه��ی��م ق��رار م��ط��ال��ع��ه م��ورد را م��وض��وع ای��ن ت��ف��ص��ی��ل


