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X �4 � � �� < �����������
�7�6 � �F �� �� By : X → Z

�
Bx : Y → Z

�7)��> � +y ∈ Y
�
x ∈ X

� 7 �� � 9�� ��

9��� �� �6& By
�
Bx

,�� �7 $4(%� �6& � � �� B 9$4���! �(��# Bx(y) = B(x, y) = By(x)

� � �� T : X → Y ��"%4. �6& 3(��# 9��� �� � ��!�� �;< � � Y � X �4�� ��< �����������
$4���! �(��# 9$(�4��! ���

||T || = sup{||T (x)||; ||x|| ≤ �}.

9)" � Y �� X � � ��"%4. �6& �
(��# �	7 �;< �� �� � �(
||.|| �� �(� -�% #�! ����" ��

9$47��! �( �	� B(X,Y )
��	� �� �� Y �� X � � ��"%4. �6& �
(��# �	7 �B%	'!

�;< X∗ 5� �� � � 9$4 ! ���! X -��� � �� �� � ,����( �	 � X∗ �� �� BL(X,C) �����������
9)" �X �� ��"%4. �6& �7��� �# �	7 � � 3E8�! � ����

�� f 9�� �� ��% . � �6& f : X → Y
� ��� �� �; < � � Y � X �4 � � �� < �����������
9||f(x)|| = ||x||

+
x ∈ X

�7 ��� ,���7 $4(%� �?:%� ��2(�E(

��� ��� ��	 
���� D� {eα}α∈D
��� ����� ������ ��	 �� A ���� ��� �����������

.eαx→ x �x ∈ A � !��� ��"� #���" $% &���'� �(�) �� �� *��+�



�� ���� ���� ��	 � 
�� �� � �� � ���

� !��� 
� ���� ��	�� k ���� ���� ��� ��"� #���" ������� ��
A

� �
{eα}α∈D

$% &���'� �(�)

�‖eα‖ ≤ k �α ∈ D

&���'� �(�) ���� &� ����� ������� �+�� &���'� �(�) ) �+�� &���'� �(�) ���� �� 
�

�#���" ������� &���'� �(�) �� �� ������� $% ) �+��

�� �X� ��_� U����	�� � ��_� U����	�� 
�
�7 ��� �# �	7 � � 3E8�! � ��� � �;< X∗ = 4� � �(�%:% .% # � ��� � �;< �(

X �4�� �� <

9���D7 ��"%4. X∗ �@��B �	7 X �� �%�%! �% :% .% # �� $4� ���! 9�� �� X �� ��"%4. �6&
��"%4. X∗ �@��B �	7 �� X �� �%:%.%# /(��E�%� � �%:%.%# /( � /4� ���#� � �� )" � /( � ��%"

9$4���! �(��# 3E� /(�� � $4! �� X �� �4�F �%:%.%# �� �4& � �%:%.%# �)D4� +���D7

����%�� ���� ��	 ��
X ��'� X∗ ) ��������� !����� !��� �� X ���� ��� ����������

��� �� ) #���" &� X !)� ���� !������� �� ���� 
�+��� X∗ !���� 
 
� X !)� !�������

�#� �&� ���� τw


���� � ���� ��	 ��
X ��'� X∗ 
� ���� & �������� !����� !��� X ���� ��� ����� � #��

�Λ ∈ X∗ � !��� �"� �'� ) �"� �+��� ���� !������� � � x ��% !���� 
� X � �
{xn}

�Λ(xn) → Λ(x)

2 9�%� �%�� �	�� � � ��9
�2� �� �*����
��"�� ���� &���� ���� ��������� !����� !��� �� X) ���� E ⊆ X �"� ����� '���

��+� ���� !������� 
� ���� E ����� Ew �� � � 
� Ew
= E

2 9�%� �%�� �	�� � � �	9
 �4;� �� �*����
9�� �� �# �4�F X∗

�� �4:� � �%:%.%# � � �� $47��! � ��� X -��� � �� �%:%.%# �( -%�� �

)��> � +x ∈ X
� 7 �� � 9�� �� X -��� �X∗� �(�% :% .% # � ��� � �; < �(

X �4 � � �� <



�� ���� ���� ��	 � 
�� �� � �� � ���

$47��! � ��� 9$4���! �(��# x̂(Λ) = Λ(x) �6� �F �� �� x̂ : X∗ → C

(X∗)′ = {x̂; x ∈ X}.

���� (X∗)′
��: +

x̂(Λ �) 6= x̂(Λ�) �. 9Λ �(x) 6= Λ�(x)�� )" � �%�%! x ∈ X �. +Λ � 6= Λ� �� �

9����! ��� �� X∗

����� 
�+��� (X∗)′ !����� !��� ����� 
 
� X∗ !)� !������� ����%�� ����������
���� !��� ��� σ(X∗,X)

��� �� 
� �+� �)���� �#���" &� X∗ !)� ����+ ���� !������� ��

���� �����+� ����+ ���� !�������

� ��� � �;< �( �� �� �;< /( � +X∗
�� ,� ��" �4�F �% :% .% # �� �4�� ��% # ������&��

�%:%.%# �� )�D� �� X∗
�� �6& �7��� �# �	7 9����! 3(��# ��F%! �� ! �(�%:%.%#

9��� ���! {x̂; x ∈ X} ��%@ �� ���4�� +���D7 ��"%4. ,� ��" �4�F

��� �� &���� �� V ) ��������� !����� !��� �� X �"� � *��"�� � 	����� ����� '���

���� �� � � �����

K = {Λ ∈ X∗; ∀x ∈ V |Λ(x)| ≤ �}

��+� ���
� ����+ ���� !������� ��

2 9�%� �%�� �	�� � � ��9
 �4;� �� �*����
��
X∗∗ � �X ���� �� � � ����� ������ !��� �� X ���� ��� � * �������"� ����� '���

��+� ���% ����+ ���� !�������

2 9�4�� �%�� �
� 5��! � �
A.�.�.(i) �4;� �� �*����

!)��� X �� ���� &� ��� x 7→ x̂
���� � ��"� #���" &+�� �� �� X 	���� !��� ����������

����� X∗∗

Banach − Alaoglu �
Goldstine�



�� ���� ���� ��	 � 
�� �� � �� � ���

� �� U�NM�� � ��� �] ��� ��
�� A ��� �� ��� �� � -��� � �� �� � � �� �= ��� �7��F � $4���! �<��! �� ��� �� ��� �2� /( �� �

9�� �"�! $7 ��< ��� �� �7��� ��: �6! ��� �� ��4!� �7��F /( � 9$4���! -�4�

9�� �� ��� �� �;< �( A ,���7 +$4(%� ��� �� ��� �( �� C
-��4! �� A � ��!�� ��� ����������

�)"� �� �	7 %;B �� �� ��� �� ��� /( � �(� �� )" � /( � )" � ��6! ��� �� ��� �( � � �� =4� /4:� �
�@�& )4	7 �� �L �(G)

�7������ �� �'�� � � �)"�� ��� ��� ��(��# �
 �� �� �� ��� �� ��� /( � �(�

9$(� ���.�! -� ��%! � � ���%" /( � �"��� �� =4� �! )" �� ���%&��
,��� 3	B � -�� �� 3	B �� �%� �� �� �� �%:%.%# �( �� ,��� �(

G
�� � �� $4�� �! �����(

G ��� �! ��F%! ,��8< � ��� �" �7 ,�� � �7 $4� �� �! 9$4(%� �(�%:% .% # ,�� � -� �� �� �� ��"%4.
+�≤ p ≤ ∞

�7 �� � /( �� � ��� 9����! 3	B R
�� ��: ,� ��� � �4�� �� )" �� �7 ,� ��� ��( �� ��

9�%��! �(��# Lp(G)

��%@ -� � � 9dν = fdλ
+�≤ p ≤ ∞ �� f ∈ Lp(G)

��� � ν ∈Ma(G)
+
µ ∈M(G)

$4�� ��<

9$4���! �(��# �(� ��%@ �� �� µ ∗ f, f ∗ µ ∈ Lp(G)

µ ∗ f(x) =

∫

f(y− �x)dµ(y), f ∗ µ(x) =

∫

∆(y− �)f(xy− �)dµ(y).

��
M(G) ���� � ��� ���� ε > �) �≤ p < ∞ �f ∈ Lp(G) #� � � �� � * ��� ����� '���

���
� &���� ���� �� � � �#���" &� �� � � �G !)� #��� ���� ����� !� ������ 
 
����

.||µ∗f −f ||p < ε �µ(U c) = {�} 
� µ ∈M(G)
���(� ������ � !��� 
� �+� ��	�� e �� U &���

�µ(V c) = {�} 
� µ ∈ M(G)
��  �(� ������ �  !�� � 
� �+� ��	� � V &� ���   �� * �

.||f ∗ µ− f ||p < ε

2 9�%� �%�� ��� � � 	�9�� �4;� �� �*����
��+� ���(� ������ �� &���'� �(�) ��� 
� �+� &���'� �(�) !����

L �(G) ������&��



�� ���� ���� ��	 � 
�� �� � �� � ���

� �� )*� �B%	'! �( (D,⊇) ��%1�� � � .D = {U : ���� �� �	7 3!�� � �� U } �47�� ��� �*����
A ⊆ D

$4�� �� < 9QU = χU

λ(U) ∈ L �(G)
$47� �! � �� � +λ(U) < ∞ �� U ∈ D

� 7 �� � 9)" �

�
 �� �(
{QU}U∈A

$4 � ��! )��� 9)" � �7�� � ! -� ,� ��� � �� �� �� �( �7U �	7 �B% 	'!
,�� ,���= 4� ε > �� f ∈ L �(G)

$4�� �� < +� %��! /( � �� � 9)" �L �(G)
�� � � ��� �� � ��(� �#

��	�
 � ,� ��� � � 7 �� � �� )" � �%�% ! �7�� � ! ,� ��� � �� � �� U��( 	9�9��4;� �� �� � 9�� ��

.U ⊆ U�
,��-� U�≤ U

�� � 9‖µ ∗ f − f‖ �< ε
�
‖f ∗µ− f‖ �< ε

+
µ(U c�) = {�}�� µ ∈M(G)

{QU} �. +‖QU‖ �=
∫ �
λ(U) |χU (x)|dx = �-%� .‖QU ∗ f − f‖ �< ε

�
‖f ∗QU − f‖ �< ε

��:

2 9)" �L �(G)
��� ��	�
 � ,� ��� � � �� ��� ��� ��(��# �
 �� �(

9A � = {(x, α); x ∈ A, α ∈ C} $47��! � �� � +�� ��� �� �	7 �� ��A ��� �� ��� �� � ����� � #��
/4��	7 � (x, α)(y, β) = (xy+αy+βx, αβ)

$4�� �! �(��# +(x, α), (y, β) ∈ A �
�1�B �7 ���

��2(�E( �( x 7−→ (x, α)
)��>� �� �%� �! ,�(� �� �"� �� 9‖(x, α)‖ = ‖x‖ + |α| $47��! � ���

9)" � -�� �8� 3� �� � ��E( ��� �� ��� � �A 5� �� � � 9)" �A �
� � �:�,�( � ��� A � � �?:%�

!��� ������� &���'� �(�) !���� ) ������ 	���� ��	 A ���� ��� � * � �� 
����� ����� '���


� �+� ��	�� ���% y ∈ X
)
a ∈ A

���� ��� � � �δ > �) z ∈ X ���� ��� ���� ) ���� X

||z − y|| ≤ δ
)
z = ay

2 9�4�� �%�� �	� 5��! � � ��9�� �4;� �� �*����
�7��2(�	7 �	7 �B%	'! 4(A) �4�� �� < � �( �'� �� ��� �� � �� A �4�� �� < ����� '���

��%@ /( �� � 9�� �� A � � �A�2!

9)" �A �� �A�2! ��2(�	7 �( ��D7 A � � ��	(=� �! ��,�( ��7 ��

9)" �A � � ��	(=� �! ��,�( � ker h ��%@ -� � � +h ∈ 4(A)
�� � �	

2 9�%� �%�� �	�� 5��! � � �9���2� �� �*����
Cohne�



	� ���� ���� ��	 � 
�� �� � �� � ���

A
�(�'� �� ��� �� � �� �� �A�2! �7��2(� 	7 �	7 �B%	'! 4 �4�� �� < ����������

�� x 7−→ x̂ 9$4���! �(� �# x̂(h) = h(x) �6� �F �� �� x̂ : 4 → C
��� �# +x ∈ A

� 7 �� � 9�� ��
�	7 -� ) # �� 4 �� �%:%.%# /(��E�%� � Â = {x̂; x ∈ A} $47��! � ��� 9$4(%� �� ��A� 3(��#
�� �( �� ��# -%� Â ⊆ C(4) /( �� � ��� 9$4! �� 4 �� �� ��A� �%:%.%# �� )" � ��"%4. Â �@��B
�� 4 �� �� ��A� �%:%.%# �� 4 ��%@ -� � � +�� �� �%�� 4 � ��	(= � �! �7��,�( � �	7 /4� �(

9$4! �� ��	(=� �! ��,�( � �;<

�( �	 � radA ��	� �� �� ,�% � A � � ��	(= � �! �7��,�( � �	7 ��� �� � +
A
��E(��� �� �4�� ��% #

9radA = � ,���7 $4(%� ,��"$4� �� A 9$47��!

��%@ /( �� � 9�� �� A �(�'� �� ��� �� ��� � � ��	(=� �! ��,�( � �;< 4 �4�� ��< ����� '���

3(��# 9)" � radA -� ��D7 �� ,�%� C(4)
� �
Â
��� �(� �( ��� A � � ��2(�	7 �( �� ��A� 3(��#

9�� �� ,��"$4� A �� � �*�# � �� � )" � ��2(�E( �� ��A�

2 9�%� �%�� �	�� 5��! � � �9���4;� �� �*����
+
λ ∈ C

�
x, y ∈ A

�7 ��� ,���7 )" �A ��� �� )8��� �( x→ x∗
)��>� 	���������

+
(x+ y)∗ = x∗ + y∗ ��

+
(λx)∗ = λ̄x∗ �	

+
(xy)∗ = y∗x∗ �


9x∗∗ = x ��

+
x ∈ A

� 7 �� � �4�� �� < 9�� �� )8�� � �( �� ��� �� � �� �(
A �4�� �� < �����������

9$4(%� ��� �
C∗
�( �� A ��%@ /( �� � 9‖xx∗‖ = ‖x‖

�

�;< 5� �� � � 9�� �� ��� �� �;< �( -��� ��� � $4! �� ��� �
W ∗ �� µ ��� �

C∗ �����������
9(µ∗)∗ = µ �� �� �� �%�%! -��� µ∗ -%� �&�� ��


