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پیشͽفتار

میدان و m ماکسیمال ایده�آل با موضعͬ، و نوتری جابجایی حلقه ͷی R کنید فرض پایان�نامه، این طول در

m−ادی�ͷکامل و R̂a با −ادیRͷرا a Rباشد، از ایده�آل ͷی a فرضکنید باشد. k = R/m خارج�قسمتͬ

فانکتور (−)∨ = HomR(−, E) مͬ�دهیم. نشان E = ER(k) با را k از انژکتیو پوشش و R̂ با را R از

A⊗R− HomR(A,−)و فانکتورهای خاصیت�های از بعضͬ از متشͺل نامه پایان این است. دوگان�ماتلیس

دارای A ⊗R A′ آنگاه باشند، آرتینͬ R−مدول�های ،A′ و A اگر است. آرتینͬ R−مدول ،A که است

آنگاه باشد، نوتری R−مدول ،N اگر است. شده ثابت [٩] ١.۶ گزاره در مطلب این است، متناهͬ طول

و است. شده بیان ٣.٣.۴ و ٣.٣.٣ نتیجه�های در مطالب این است. متناهͬ طول دارای HomR(A,N)

مدول�های کلͬ حالت در مͬ�شود. بررسͬ TorR
i (A,−) و Exti

R(A,−) فانکتورهای ویژگͬ�های از بعضͬ

نیستند. متناهͬ طول دارای TorR
i (A,A′) و Exti

R(A,N)

١



١ فصل

مقدماتͬ قضایای و تعاریف

مقدماتͬ تعاریف ١.١

است. شده بیان [٢٣] و [٢٢] ، [٢٠] ،[٧] ،[١۶] ،[٨] ،[۵]،[١] رفرنس�های از بخش این در تعاریف تمامͬ

نمایش SuppR(M) یا Supp(M) با Mرا محمل١ باشد. MیRͷ−مدول فرضکنیم .١.١.١ تعریف

مͬ�شود. تعریف SuppR(M) = {p ∈ Spec(R)|Mp ̸= صورت{۰ به و مͬ�دهند

مͬ�دهند. نشان Spec(R) با را R حلقه از اول �های همه یادآوری:مجموعه

نشان J(R) با و Rاست، از ماکسیمال ایده�آل�های تمام اشتراک ،R حلقه جیͺبسون رادیͺال تعریف٢.١.١.

مͬ�دهند.

همریختͬ Aو ⊂ B Bکه Aو مدول دو هر بهءازای هرگاه است، Eانژکتیو یRͷ−مدول تعریف٣.١.١.

باشد: جابجای زیر نمودار و g|A = f که باشد موجود g : B −→ E همریختͬ ،f : A −→ E

١Supprt

٢



از انژکتیو توسیع ͷی را E آنگاه باشد، E انژکتیو R−مدول از مدول زیر ͷیM فرضکنید .۴.١.١ تعریف

Mمͬ�گویند.

،M از A زیرمدول هر برای هرگاه باشد. N ⊂ M و R−مدول، دو N Mو کنید فرض .۵.١.١ تعریف

مͬ�گویند. N از اساسͬ توسیع ͷی Mرا آنگاه است، A = ۰ دهد نتیجه A ∩N = ۰

اساسͬ توسیع هرگاه Mمͬ�گویند، R−مدول از انژکتیو٢ پوشش ͷی را ،E انژکتیو R−مدول تعریف١.١.۶.

Mباشد.

باشند. بدیهͬ زیرمدول�های زیرمدول�هایش، تنها هرگاه مͬ�گویند ساده مدول Mرا R−مدول تعریف٧.١.١.

همچنین باشد. ساده مدول�های از مستقیم Mجمع هرگاه گویند، نیم�ساده Mرا R−مدول .٨.١.١ تعریف

.[٨] Mباشد از مستقیم جمع�وند ͷی زیر�مدولش هر اگر اگر�و�تنها است، Mنیم�ساده

R−مدول�ها از ۰→ N → N ′ دقیق رشته هر به�ازای هرگاه گویند یͺدست Mرا R−مدول تعریف٩.١.١.

باشد. دقیق ۰→M ⊗R N →M ⊗R N
′ رشته R−همریختͬ�ها، و

Nاگر R−مدول هر برای و باشد Mیͺدست هرگاه گویند باوفا یͺدست Mرا R−مدول تعریف١٠.١.١.

.N = ۰ Mآنگاه ⊗R N = ۰

،M مدول�های زیر از زنجیر ͷی باشد. R−مدول ͷی M و حلقه ͷیR کنید فرض .١١.١.١ تعریف

Mi/Mi+۱هرگاه Mمͬ�گویند، برای ترکیبی سری ͷی را ۰ = Mn ⊂ Mn−۱ ⊂ · · ·M۱ ⊂ M۰ = M

طول M مدول طول ندارد. بستگͬ ترکیبی سری انتخاب به مدول ͷی از ترکیبی سری طول٣ باشند. ساده

مͬ�شود. داده نشان lenRM با و است، مدول آن ترکیبی سری

٢Injective hull
٣Length

٣



به�صورت را p ارتفاع۴ باشد. R از او̰ل ایده�آل ͷی p و جابجایی حلقه ͷی R کنید فرض .١٢.١.١ تعریف

ارتفاع سوپریمم مͬ�کنند. تعریف ht(p) = sup{s| p = p۰ ⊃ p۱ ⊃ · · · ⊃ ps, pi ∈ Spec(R)}

مͬ�دهند. نشان dim(R) با و مͬ�گویند R بعد۵ را pi ∈ Spec(R)

طول سوپریمم باشد. Spec(R) از مجموعه�ای زیر V و جابجایی حلقه R کنید فرض .١٣.١.١ تعریف

dim(V ) با و مͬ�گویند V بعد را ،V در او̰ل ایده�آل�های از p۰ ⊃ p۱ ⊃ · · · ⊃ ps اکید نزولͬ زنجیرهای

آنگاه باشد، R−مدول ͷی M کنید فرض است. dim(R) = dim(Spec(R)) بنابراین مͬ�دهند. نشان

مͬ�دهند. نشان dim(M) با و Mمͬ�گویند بعد را dim(Supp(M))

.IM ̸= M که Rباشد از ایده�آلͬ I و متناهͬ MیRͷ−مدول نوتری، Rحلقه فرضکنید تعریف١.١.١۴.

اگر مͬ�دهند. نشان grade(I,M) با و مͬ�گویند M روی I درجه را I در ماکسیمال M−دنباله طول

مͬ�شود. تعریف grade(I,M) =∞ آنگاه IM = M

درجه باشد. متناهͬ یRͷ−مدول N و نوتری موضعͬ حلقه ͷی (R,m, k) کنید فرض .١۵.١.١ تعریف

مͬ�دهند. نشان depthN با و مͬ�گویند N برای عمق N به نسبت را m ایده�آل

متناهͬ تولید با R−مدول ͷیM ̸= ۰ و نوتری موضع۶ͬ حلقه ͷی (R,m) کنید فرض .١۶.١.١ تعریف

به�عنوان R اگر مͬ�گویند. کوهن-مͺالͬ R−مدول را M آنگاه depthR(M) = dim(M) هرگاه باشد.

مͬ�گویند. کوهن-مͺال٧ͬ حلقه را R آنگاه باشد کوهن-مͺالͬ R−مدول،

توپولوژی را τ Xباشد. مجموعه�های زیر از گردایه�ای τ و ناتهͬ Xمجموعه�ای فرضکنیم تعریف١٧.١.١.

باشد: برقرار زیر شرایط که صورتͬ در Xمͬ�نامیم روی

۴Height
۵Dimension
۶Local ring
٧Cohen-Macauly ring

۴



X ∈ τ و ∅ ∈ τ (a)

∪
Ai ∈ τ آنگاه ،Ai ⊆ τ اگر (b)

.A ∩B ∈ τ آنگاه ،A,B ∈ τ اگر (c)

دو هر برای هرگاه مͬ�نامیم، هاوسدورف Xرا فضای باشد توپولوژی Xفضای کنیم فرض .١٨.١.١ تعریف

که باشند داشته وجود قسمͬ به Vy و Ux بازِ مجموعه�های ،x, y ∈ X متمایز نقطه

.Ux

∩
Vy = ∅ و x ∈ Ux, y ∈ Vy

هرگاه گویند توپولوژی حلقه را R باشد. حلقه X توپولوژی فضای روی R کنید فرض .١٩.١.١ تعریف

باشند. پوشا R به R×R از حلقه عمل�های نگاشت�های

مورفیسم�ها رده اگر است. عضو�ها و مورفیسم�ها رده، دو شامل که Dیͷگردایه فرضکنید تعریف٢٠.١.١.

مورفیسم ترکیبهر و باشد داشته را خصوصیتشرکت�پذیری ترکیبمورفیسم�ها و باشد همانͬ مورفیسم شامل

مͬ�گویند. کاتگوری٨ یا رسته گردایه این به آنگاه شود، مورفیسم همان همانͬ، مورفیسم با

شرایط در هرگاه مͬ�گویند فانکتور ͷی را F : G → D باشند. رسته Dدو و G فرضکنید تعریف٢١.١.١.

کند صدق زیر

.F (A) ∈ D آنگاه A ∈ G هر ازای به (a)

است. D در مورفیسمͬ F (f) : F (A)→ F (B) آنگاه باشد، G در مورفیسمͬ f : A→ B اگر (b)

.F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f) آنگاه باشد، G در مورفیسم�هایی A f−→ B
g−→ C اگر (c)

باشد. F (۱A) = ۱F (A) آنگاه ،A ∈ G هر برای (d)

٨Category

۵



F (g ◦ f) = F (f) ◦ F (g) به�صورت سو̰م شرط اگر است. همورد فانکتور برای شده بیان تعریف قرارداد:

مͬ�گویند. پادورد را فانکتور کند تغییر

زیر N و R−مدول ͷی M ،R از ایده�آل ͷی a یͺدار، و جابجای حلقه R کنید فرض .٢٢.١.١ تعریف

مͬ�کنند: تعریف زیر صورت به را a به نسبت N کوهمولوژی فانکتور آنگاه Mباشد. از مدولͬ

N :M< a > := {m ∈M | ∃ n > ۰, an .m ⊆ N}

N :M a := {m ∈M | , a .m ⊆ N}

Γa(M) := ۰ :M< a >=
∞∪

k=۱

(۰ :M ak)

مͬ�گویند. a به نسبت موضعͬ کوهمولوژی فانکتور Γa(−) به

دنباله هرگاه مͬ�گویند R−مدول�ها از همبافت٩ را C .٢٣.١.١ تعریف

C : · · · σ۳−→ C۲
σ۲−→ C۱

σ۱−→ C۰
σ۰−→ C−۱

σ−۱−→ · · ·

با را C و σn−۱oσn = ۰ ،n ∈ Z هر بهءازای که باشد، موجود R−همریختͬ�ها و R−مدول�ها از

مͬ�دهند. نمایش ((Cn), (σn))

۰→ M → I ۰ d۰→ I۱ d۱→ I۲ d۲→ · · · دقیق دنباله باشد. MیRͷ−مدول کنید فرض .٢۴.١.١ تعریف

باشد. انژکتیو یRͷ−مدول In هرگاه Mمͬ�گویند برای انژکتیو١٠ تحلیل ͷی را

تحلیل ͷی را I∗ : ۰→ I ۰ d۰→ I۱ d۱→ I۲ d۲→ · · · باشد. MیRͷ−مدول کنید فرض .٢۵.١.١ تعریف

ker dn برای اساسͬ توسیع ͷی In و M برای انژکتیو تحلیل ͷی هرگاه مͬ�گویند M برای مینیمال انژکتیو

باشد.

٩Complex
١٠Injective resolution

۶



۰→M → F ۰ d۰→ F ۱ d۱→ F ۲ d۲→ · · · دقیق دنباله باشد. MیRͷ−مدول فرضکنید تعریف١.١.٢۶.

باشد. آزاد یRͷ−مدول F n هرگاه Mمͬ�گویند برای آزاد١١ تحلیل ͷی را

ͷی T (−) : CR −→ CR و R−همریختͬ�ها و R−مدول�ها کاتگوری CR کنید فرض .٢٧.١.١ تعریف

کنید فرض همچنین باشد. جمعͬ همورد فانکتور

. . .→ Fi
di→Fi−۱

di−۱→ . . .→ F۰
ϵ→M → ۰

داریم را زیر همبافت بنابراین، Mباشد. R−مدول برای آزاد١٢ تحلیل ͷی

. . .→ T (Fi)
T (di)→ T (Fi−۱)

T (di−۱)→ . . .→ T (F۰)
T (d۰)→ ۰.

فانکتور امین n آن به و مͬ�دهند نشان LnT (M) نماد با را ker(T (dn))

Im(T (dn+۱))
R−مدول ،i > ۰ هر برای

مͬ�گویند. چپ شده مشتق

را T (−) = −⊗R N چپ شده مشتق فانکتور امین n باشد. چپ یRͷ−مدول N کنید فرض قرارداد:

مͬ�گویند. تابی فانکتور آن به و مͬ�دهند نشان TorR
n (−, N) علامت با

ͷی T (−) : CR −→ CR و R−همریختͬ�ها و R−مدول�ها کاتگوری CR کنید فرض .٢٨.١.١ تعریف

کنید فرض همچنین باشد. جمعͬ همورد فانکتور

۰→M
ϵ→E۰ d۰

→E۱ d۱

→E۲ → · · ·

داریم را زیر همبافت بنابراین Mباشد. R−مدول برای انژکتیو تحلیل ͷی

۰→ T (E۰)
T (d۰)→ T (E۱)

T (d۱)→ T (E۲)→ · · ·

١١Free resolution
١٢Free resolution

٧



فانکتور امین n آن به و مͬ�دهند نشان RnT (M) نماد با را ker(T (dn))

Im(T (dn−۱))
R−مدول ،i > ۰ هر برای

مͬ�گویند. T (−) راست شده مشتق

T (−)=HomR(N,−)راست شده مشتق فانکتور امین n باشد. چپ NیRͷ−مدول فرضکنید قرارداد:

مͬ�گویند. توسیع فانکتور آن به و مͬ�دهند نشان Extn
R(N,−) علامت با را

وارون�پذیر ۱+m عضو هر هرگاه Rباشد. از ایده�آل ͷیm و نوتری Rیͷحلقه فرضکنید تعریف٢٩.١.١.

زارس١٣ͬͺمͬ�گویند. حلقه R به آنگاه باشند،

مͬ�باشند. ͬͺزارس های ،حلقه −ادی�ͷکامل a و موضعͬ حلقه�های .٣٠.١.١ مثال

به هرگاه مͬ�گویند Mمنظم روی را x ∈ R باشد. R حلقه روی مدول ͷیM کنید فرض .٣١.١.١ تعریف

.z = ۰ آنگاه xz = ۰ اگر (z ∈M) هر ازای

i, j 6 k که k ∈ I دارد وجود i, j ∈ I هر برای و مرتب جزئاً مجموعه ͷی I فرضکنید تعریف٣٢.١.١.

در که باشد داشته وجود fij : Mj → Mi R−همریختͬ هرگاه باشد. R−مدول�ها از خانواده�ای {Mi} و

کند صدق زیر شرایط

fii = idMi
(a)

fik = fij ◦ fjk آنگاه i 6 j 6 k اگر (b)

Miمͬ�گویند. R−مدول�های از معکوس دستگاه ͷی ((Mi), (fij)) به

باشد. R−همریختͬ�ها و R−مدول�ها از معکوس دستگاه ͷی ((Mi), (fij)) کنید فرض .٣٣.١.١ تعریف

بͽیرید. نظر در را i 6 j ،fi = fij ◦ fj که i ∈ I fi : M → Mi R−همریختͬ و M R−مدول

١٣Zariski Ring

٨



R−همریختͬ�های خانواده Nو به�ءازایR−مدول هرگاه مͬ�گویند، ((Mi), (fij))معکوس حد را (M, (fi))

که باشد داشته وجود f : N → M منحصر�به�فرد همریختͬ است، hi = fij ◦ hj که hi : N → Mi

است. hi = fi ◦ f

سپس باشد. MیRͷ−مدول و R از ایده�آل ͷی I حلقه، ͷی R کنید فرض .٣۴.١.١ تعریف

M ⊃ IM ⊃ I۲M ⊃ I۳M · · ·

که fij(x + IjM) = x + I iM تعریف با را fij : M/IjM → M/I iM R−همریخͬ�های همچنین

دستگاه این معکوس حد +Zاست. روی معکوس دستگاه ((M/I iM), (fij)) بنابراین داریم. را i ≤ j

مͬ�دهند. M̂نشان با و Mمͬ�گویند کامل١۴ ͷادی−I را معکوس

M̂ = lim←−M/InM = {(x+ IM, x+ I۲M, · · · ) : xi + I iM = fii+۱(x+ I i+۱M)}

= {(x+ IM, x+ I۲M, · · · ) : xi
IiM≡ xi+۱}

Mرا ،M ∼= M̂ هرگاه باشد. MیRͷ−مدول و R از ایده�آلͬ I حلقه، R کنید فرض .٣۵.١.١ تعریف

باشد. I−ادی�ͷکامل R−مدول، بعنوان هرگاه مͬ�گویند، I−ادی�ͷکامل ͷی را R مͬ�گویند. I−ادی�ͷکامل

AnnR(M) = {r ∈ R : rx = ۰,∀x ∈ M} باشد. R−مدول ͷیM کنید فرض .٣۶.١.١ تعریف

مͬ�شود. تعریف AnnR(x) = {r ∈ R : rx = ۰} به�صورت x ∈ M پوچساز Mمͬ�گویند. پوچساز را

است. واضح AnnR(M) =
∩

x∈M AnnR(x) است. R برای ایده�آل ͷیM پوچساز

R−مدول باشد. k قسمتͬ خارج میدان با موضعͬ و کوهن-مͺالͬ حلقه R کنید فرض .٣٧.١.١ تعریف

هرگاه مͬ�گویند R برای دوگان مدول Dرا شده تولید متناهیاً

Exti
R(k,D) ∼=

۰ i ̸= dim(R)

k i = dim(R)

مͬ�شود. Rدوگانش مدول باشد گورنشتاین موضعͬ حلقه R اگر [٨] از ١۵.۵.٩ تبصره بنابر

١۴adic complete

٩



مͬ�گویند، r ∈ R بر بخش�پذیر mرا ∈M باشد. MیRͷ−مدول و Rحلقه فرضکنید تعریف٣٨.١.١.

ازای به هرگاه مͬ�گویند بخش�پذیر Mرا مدول .rm′ = m که باشد موجود m′ ∈ M چون عنصری هرگاه

باشد. بخش�پذیر r ∈ R صفر غیر علیه مقسوم هر mبر ∈M هر

۵۴.٢.١ قضیه شرایط از ͬͺی در هرگاه مͬ�گویند، گورنشتاین را R نوتری و موضعͬ حلقه .٣٩.١.١ تعریف

کند. صدق

مقدماتͬ گزاره�های و قضایا ٢.١

از ͬͺی دقیقاً آنگاه باشد، m ماکسیمال ایده�آل با موضعͬ نوتری، حلقه ͷی R کنید فرض .١.٢.١ گزاره

است: درست زیر شر�طهای

.mn ̸= mn+۱ ،n ∈ N۰ هر برای (a)

است. آرتینͬ موضعͬ حلقه ͷی R مورد این در ،mn = ۰ که است موجود n ∈ N۰ (b)

کنید. مراجعه [١] از ۶.٨ گزاره به برهان:

آنگاه باشد، i ∈ N و R از ایده�آل ͷی a MیRͷ−مدول، کنید فرض .٢.٢.١ گزاره

SuppR(H i
a(M)) ⊆ SuppR(M) ∩ V (a)

.Hj
a(M) = ۰ ،j ∈ N۰ هر برای آنگاه باشد، aM = M و متناهͬ تولید Mبا اگر همچنین

کنید. مراجعه [۵] از ۶.٢.۶ تمرین به برهان:

،R̂ از گروه زیر ͷی R̂n اگر شود. داده نشان R̂ با ،R کامل ͷادی−a و Rحلقه کنید فرض .٣.٢.١ گزاره

.R̂/R̂n
∼= R/Rn آنگاه

کنید. مراجعه [١] از ۴.١٠ نتیجه به برهان:

١٠



آنگاه باشد، G در صفر همسایͽͬ�های همه Hاشتراک و توپولوژی آبلͬ گروه ͷی G کنید فرض .۴.٢.١ لم

است. Hزیرگروه (a)

صفر. از بستاری H (b)

است. هاسدرف G/H (c)

.H = ۰ اگر اگر�و�تنها است هاسدروف G (d)

کنید. مراجعه [١] از ١.١٠ لم به برهان:

−ادی�ͷکامل a R−مدول، آنگاه Rباشند. در ایده�آل�هایی b و a نوتری، Rیͷحلقه فرضکنید .۵.٢.١ گزاره

.(̂M̂a)b = M̂a+ b آنگاه باشد، مولد Mمتناهͬ اگر مͬ�دهند. نشان M̂b با را −ادی�ͷکامل b و M̂a با Mرا

کنید. مراجعه [١] از ۵.١٠ تمرین به برهان:

است، یͺدست باوفا R روی R̂a آنگاه باشد. R از ایده�آل ͷی a و نوتری حلقه R کنید فرض .۶.٢.١ گزاره

باشد. −توپولوژی a برای ͬͺزارس حلقه ͷی R اگر اگر�و�تنها

کنید. مراجعه [١] از ٧.١٠ تمرین به برهان:

باشد. یͺدار S و با�وفا یͺدست حلقه�ای همریختͬ ͷی f : R→ S کنید فرض .٧.٢.١ قضیه

است. انژکتیو f آنگاه باشد، انژکتیو (m 7→ m⊗ ۱) ،M →M ⊗R S اگر ،M R−مدول هر برای (a)

.a = aS ∩R آنگاه باشد، R از ایده�آل ͷی a اگر (b)

کنید. مراجعه [١۶] از ۵.٧ قضیه به برهان:

١١



Bهم و راست CیSͷ−مدول راست، AیRͷ−مدول یͺدار، حلقه دو S Rو فرضکنید .٨.٢.١ قضیه

τ : HomS(B ⊗R A,C) −→ HomR(A,HomS(B,C)) یͺریختͬ آنگاه باشند، S)−دومدول −R)

R−مدول ͷی A و مدول R)−دو − S) ͷی B راست، S−مدول ͷی C که حالتͬ در و است. موجود

است. موجود τ ′ : HomS(A⊗R B,C) −→ HomR(A,HomS(B,C)) یͺریختͬ باشند، راست

کنید. مراجعه [١٩] از ١١.٢ قضیه به برهان:

زیر شرایط ،E −R)−دومدول S) برای آنگاه باشد، یͺدار و نوتری حلقه R کنید فرض .٩.٢.١ قضیه

هم�ارزند

است؛ انژکتیو EیRͷ−مدول (a)

است. یͺدست راست یRͷ−مدول HomS(E,E ′) ،E ′ انژکتیو S−مدول�های برای (b)

کنید. مراجعه [٨] از ١۶.٢.٣ قضیه به برهان:

باشد. همبافت ͷیX و ،A دلخواه مدول ͷی از دقیق جمعͬ فانکتور ͷیT (A) فرضکنید .١٠.٢.١ قضیه

پادورد فانکتور T اگر و .Hn(T (X)) ∼= T (Hn(X)) ،n هر برای آنگاه باشد، A در همورد فانکتور T اگر

است. Hn(T (X)) ∼= T (Hn(X)) آنگاه باشد،

کنید. مراجعه [١٨] از ١.۶ قضیه به برهان:

و −R)−دومدول S) ͷی B راست، S−مدول ͷی C یͺدار، حلقه�های R و S کنید فرض .١١.٢.١ لم

آنگاه باشد، انژکتیو C و متناهͬ تولید با A اگر باشند. چپ یRͷ−مدول A

.HomS(B,C)⊗R A ∼= HomS(HomR(A,B), C)

کنید. مراجعه [٢٠] از ۶٠.٣ قضیه به برهان:

١٢



و S)−دومدول −R) ͷی B چپ، یRͷ−مدول A یͺدار، حلقه�های R و S کنید فرض .١٢.٢.١ قضیه

آنگاه باشند، انژکتیو چپ S−مدول ͷی C

.Exti
R(A,HomS(B,C)) ∼= HomS(TorR

i (B,A), C)

کنید. مراجعه [٨] از ١.٢.٣ قضیه به برهان:

آنگاه: باشد، p ∈ Spec(R) و MیRͷ−مدول نوتری، حلقه ͷی R کنید فرض .١٣.٢.١ قضیه

µi(p,M) = dimk(p) Exti
Rp

(k(p),Mp) = dimk(p)(Exti
R(R/ p,M))p

متناهͬ تولید با R−مدول ͷی M اگر .Rp موضعͬ حلقه از قسمتͬ خارج میدان k(p) = Rp/ pRp که

است. µi(p,M) <∞ آنگاه باشد،

کنید. مراجعه [١۶] از ٧.١٨ قضیه به برهان:

برای باشد. k از انژکتیو پوشش E = E(k) و نوتری موضعͬ حلقه (R,m, k) کنید فرض .١۴.٢.١ قضیه

مͬ�گیریم. نظر در ∨Mرا := HomR(M,E) ،M R−مدول هر

M →M∨∨نگاشت و lenR(M) = lenR(M∨) آنگاه باشد، متناهͬ طول با MیRͷ−مدول اگر (a)

است. یͺریختͬ

نوتری R−مدول�های رسته R̂−مدول. بعنوان همچنین و است آرتینͬ R−مدول ͷی عنوان به E (b)

و M∨ ∈ A آنگاه M ∈ N اگر مͬ�دهیم. نمایش A با را آرتینͬ R−مدول�های رسته و N با را

.M ∼= M∨∨ ∨Mو ∈ N Mآنگاه ∈ A اگر همچنین .M ∼= M∨∨

کنید. مراجعه [١۶] از ۶.١٨ قضیه به برهان:

١٣



از همبافت ͷی M و باوفا انژکتیو R−مدول ͷی E ،R از ایده�آل ͷی a کنید فرض .١۵.٢.١ گزاره

آنگاه باشند، R−مدول�ها

depthR(a,M) = widthR(a,M∨)

.widthR(a,M) = depthR(a,M∨)

کنید. مراجعه [١٠] از ۴.۴ گزاره به برهان:

باشد. I = Ann(N) و R−مدول دو ،N Mو باشد. حلقه ͷی R کنید فرض .١۶.٢.١ گزاره

است. HomR(N,M) = ۰ آنگاه باشد، M−منظم عضو ͷی شامل I اگر (a)

M−منظم عضو ͷی شامل I آنگاه باشد، HomR(N,M) = ۰ و نوتری R متناهͬ، تولید با N اگر (b)

است.

کنید. مراجعه [٧] از ٣.٢.١ گزاره به برهان:

یRͷ−مدول باشد. k از Eپوششانژکتیو = E(k) و موضعͬ حلقه (R,m, k) فرضکنید .١٧.٢.١ قضیه

.M ⊂ E(k)n که باشد موجود ۱ 6 n اگر اگر�و�تنها است، Mآرتینͬ

کنید. مراجعه [٨] از ٣.۴.٣ گزاره به برهان:

اگر اگر�و�تنها است، Mنوتری R−مدول آنگاه باشد، یͺدار و جابجای حلقه R کنید فرض .١٨.٢.١ گزاره

باشد. ∨Mآرتینͬ

کنید. مراجعه [٨] از ۴.۴.٣ نتیجه به برهان:

اگر باشد. k از انژکتیو پوشش E = E(k) و نوتری موضعͬ حلقه (R,m, k) کنید فرض .١٩.٢.١ گزاره

.((−)∨ = HomR(−, E)) است آرتینͬ R Mروی آنگاه باشد، نوتری R ∨Mروی

کنید. مراجعه [٨] از ۵.۴.٣ نتیجه به برهان:

١۴



تولید با مدول زیر ͷی دارای M اگر اگر�و�تنها است، ماتلیس انعکاسͬ M R−مدول ͷی .٢٠.٢.١ قضیه

است. I = Ann(M) باشد، کامل �موضعͬ حلقه R/I و است M/Sآرتینͬ که باشد، S متناهͬ

کنید. مراجعه [۴] از ١٢ قضیه به برهان:

باشد R−مدول�ها از دقیق دنباله ͷی ۰ −→ M ′ −→ M −→ M ′′ −→ ۰ کنید فرض .٢١.٢.١ قضیه

باشند. (آرتینͬ) Mنوتری ′′ Mو ′ اگر اگر�و�تنها است، (آرتینͬ) Mنوتری آنگاه

کنید. مراجعه [٨] از ٧.٣.٢ قضیه به برهان:

نوتری و Mآرتینͬ اگر اگر�و�تنها است، طول Mمتناهͬ R−مدول باشد. Rحلقه فرضکنید .٢٢.٢.١ قضیه

باشد.

کنید. مراجعه [٨] از ١٧.٣.٢ قضیه به برهان:

M R−مدول آنگاه باشد، توان پوچ J(R) و R/J(R)نیم�ساده که حلقه ͷیR فرضکنید .٢٣.٢.١ گزاره

باشد. آرتینͬ MیRͷ−مدول اگر اگر�و�تنها است، نوتری

کنید. مراجعه [٨] از ٢٠.٣.٢ گزاره به برهان:

است. توان پوچ J(R) و نیم�ساده R/J(R) آنگاه باشد، آرتینͬ Rحلقه کنید فرض .٢۴.٢.١ گزاره

کنید. مراجعه [٨] از ٢٢.٣.٢ گزاره به برهان:

M آنگاه باشد، R−مدول�ها از دقیق دنباله ͷی ۰ → M ′ → M → M ′′ → ۰ اگر .٢۵.٢.١ گزاره

باشند. ماتلیس Mانعکاسͬ ′′ Mو ′ اگر اگر�و�تنها است، ماتلیس انعکاسͬ

کنید. مراجعه [٨] از ٢.٣ تمرین به برهان:

١۵


