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චاری ণپاس໋�
آراست.» عقل زیور به را آدمͬ خود بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار «سپاس

نظری اسماعیل دکتر آقای جناب گرانقدرم، استاد به را خود بͬ�پایان سپاس مͬ�دانم لازم خود بر آغاز در

و نͽارش پژوهشͬ، آموزشͬ، امور انجام در را این�جانب ، خردمندانه راهنمایͬ�های و بͬ�شایبه زحمات با که

سپس نمایم. ابراز ایشان به نسبت را خود خالصانه امتنان مراتب و تقدیم فرمودند، یاری پایان�نامه این تدوین

کار دشوار و سخت مراحل در را این�جانب که عزیزم دوستان تلاش�های نیز و ارجمندم مادر و پدر همراهͬ از

قدردانͬ نهایت نمودم، استفاده ایشان پیشنهادات و انتقادات از نامه پایان این کردن آماده در و نمودند همراهͬ

دارم. را

١٣٩١ عسͺری،شهریور

آ�



چͺیده

فضای روی انبساطͬ غیر های نͽاشت برای را وکلͬ تͺرارترکیبͬ ، تͺراری روشهای برخͬ نامه پایان این در

بررسͬ مورد را قوی همͽرایͬ قضایای ، باناخ های فضا روی شرایطͬ گرفتن نظر در با و کنیم مͬ تعریف باناخ

. دهیم مͬ قرار

انبساطͬ غیر های نͽاشت ، غیرانبساطͬ های نͽاشت ، تͺراری روش�های ، ثابت نقطه کلیدی: کلمات

انقباضͬ های نͽاشت ، مجانبͬ انبساطͬ غیر -کلاشبه Φ های نͽاشت ، مجانبͬ

ب
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پیشͽفتار

معادلات حل به منجر ریاضیاتکاربردی و زیستشناسͬ ،ͷانیͺم شیمͬ، ،ͷفیزی در زیادی مسایل بررسͬ

غیر نوسانات سیالات، سطحͬ امواج ،ͬͺپلاستی مواد رفتار به توان مͬ مثال عنوان به . شوند مͬ خطͬ غیر

خطͬ غیر معادلات حل برای مهم ابزار ͷی . کرد اشاره ..... و ای هسته راکتورهای درون های فرایند خطͬ،

. شد گذاری پایه ١ باناخ توسط که است ثابت نقطه نظریه

: است مطرح زیر ی مساله سه ثابت ی نقطه ی نظریه در کلͬ طور به

؛ ثابت ی نقطه ͬͽانͽی و وجود .١

؛ ثابت نقاط ی مجموعه ساختار .٢

. آنها همͽرایͬ و ثابت نقاط تقریب های روش .٣

. است (٣) ی مساله بررسͬ نامه پایان این موضوع

تقریب و است یͺسان F (x) = f(x)+xاشتͽن ثابت ونقاط f(x) = ٠ ی معادله های جواب که آنجا از

ثابت نقاط کردن پیدا ی مساله به توان مͬ را متعددی مسایل است، پذیر امͺان تͺراری روشهای با ثابت نقاط

. باشند مͬ حل قابل تͺراری های روش به که کرد تبدیل مناسب نͽاشتͬ

روش به که شد ارایه (١٩۶٧) ٢ هالپرن توسط ثابت نقاط یافتن برای تͺراری فرایندهای مهمترین از ͬͺی

به انبساطͬ غیر های نͽاشت ثابت نقاط یافتن برای تͺراری های روش .اخیرا است مشهور هالپرن تͺراری

١Banach

٢Halpern

ث



ج

مینیمم برای (١٩٩٨) ٣ ویامادا داتچ مثال برای . اند شده برده کار به محدب سازی مینیمم مسایل حل منظور

یͷروشمبتنͬ ، انبساطͬ غیر های نͽاشت ثابت نقاط اشتراک از حاصل ی مجموعه محدبروی توابع سازی

ی مجموعه روی مربعͬ تابع ͷی سازی تقریب (١٩٩٨)، همͺاران و یامادا همچنین . کردند ارایه تͺرار بر

(٢٠٠٢) ۴ سو سپس . دادند انجام تͺرار روش ͷی با را انبساطͬ غیر های نͽاشت از ای خانواده ثابت نقاط

همͽرایͬ و منتشر را متعددی انبساطͬ غیر های نͽاشت ثابت نقاط یافتن برای تͺرار بر مبتنͬ هایͬ الͽوریتم

حاصل ی مجموعه روی مربعͬ سازی بهینه مساله حل برای (٢٠٠٣) سو همچنین . کرد اثبات را ها آن قوی

. کرد ارایه تͺرار روش ͷی انبساطͬ غیر های نͽاشت از ای خانواده ثابت نقاط اشتراک از

روش به موسوم روش ͷی انبساطͬ غیر های نͽاشت ثابت نقاط یافتن برای (٢٠٠٠) ۵ مودافͬ دیͽر طرف از

. کرد معرفͬ ویسͺوزیته سازی تقریب

نͽاشت ثابت نقاط یافتن برای کلͬ روش ͷی به داشت شده اشاره کارهای روی که ای مطالعه (٢٠٠۶)با سو

. یافت دست انبساطͬ غیر های

غیر نͽاشت ثابت نقطه ͷی تقریب برای قوی همͽرایͬ ی قضیه تاکاهاش٧ͬ و ماتسوشیتا۶ ( ٢٠٠۵) در

ایتال چان (٢٠١٠) در و کردند اثبات را X باناخ محدب و هموار یͺنواخت بطور فضای در نسبͬ انبساطͬ

اثبات را انبساطͬ غیر شبه مجانبͬ -بطور Φ های نͽاشت از متناهͬ ای خانواده برای قوی همͽرایͬ قضیه ٨

شبه مجانبͬ -بطور Φ های نͽاشت از ثابت نقاط سازی تقریب قضایای از برخͬ در(٢٠١١) او همچنین کرد

کرد. اثبات Xرا باناخ محدب و هموار یͺنواخت بطور فضای در انبساطͬ غیر

٣Dautsch,Yamada

۴Xu

۵Moudafi

۶Matsushita

٧Takahashi

٨Chang etal



چ

. باشد مͬ فصل چهار شامل نامه پایان این

مͬ ارایه ، گیرند مͬ قرار استفاده مورد بعدی فصول در که اولیه مفاهیم و ها تعریف از برخͬ اول فصل در

. گردد

روش با انبساطͬ غیر های نͽاشت برای ترکیبͬ تͺرار روش ͷی سپس و تͺراری های روش برخͬ دوم فصل در

. گردد مͬ ارایه ویسͺوزیته تقریب

. شود مͬ استنتاج باناخ فضای در انبساطͬ غیر های نͽاشت برای کلͬ تͺرار روش ͷی سوم فصل در

باناخ هموار یͺنواخت بطور و محدب اکیدا فضای در قوی همͽرایͬ قضایای برخͬ چهارم فصل در نهایت در

. شود مͬ بررسͬ



١ فصل

ومقدمات اولیه مفاهیم

مقدمه ١.١

تابعͬ آنالیز از نتایجͬ و ها یادآوری ، اولیه مفاهیم بیان به فشرده و مختصر طور به نامه پایان از فصل این در

ایم. پرداخته شوند، مͬ استفاده نامه پایان این بعدی های فصل در که

تعاریف ٢.١

نامنفͬ و حقیقͬ عدد ͷی x ∈ X هر ازای به اگر است دار نرم فضای ͷی X برداری فضای .١.٢.١ تعریف

داشته F برداری فضای میدان از α اسͺالر و x, y ∈ X هر برای که باشد مربوط چنان x نرم نام به ∥x∥ مانند

: باشیم

؛ ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ .١

؛ ∥αx∥ =| α | ∥x∥ .٢

١



٢ ومقدمات اولیه مفاهیم

. x = ٠ اگر تنها و اگر ∥x∥ = ٠ .٣

کنیم تعریف اگر زیرا . است ͷمتری فضای ͷی دار نرم فضای هر که است واضح . تذکر

d(x, y) = ∥x− y∥

. کند مͬ صدق بودن متر شرایط در dصورت این در

فضای ͷی زیر های بانرم Xهمراه صورت این در باشد برداری فضای ͷیX = Rn فرضکنید .٢.٢.١ مثال

. است دار نرم

.١

∥x∥١ =
n∑

i=١
| xi |, x = (x١, x٢, ......, xn) ∈ Rn

.٢

∥x∥p = (
n∑

i=١
| xi |p)

١
p , x = (x١, x٢, ......, xn) ∈ Rn, ١ < p < ∞

.٣

∥x∥∞ = max١≤i≤n | xi |, x = (x١, x٢, ......, xn) ∈ Rn

دامنه با عملͽری T : X −→ Y و باشند F میدان روی خطͬ فضای دو Y و X کنید فرض .٣.٢.١ تعریف

داشته α ∈ F هر و x, y ∈ X هر برای گاه هر گوییم خطͬ را T صورت این در باشد R(T ) وبرد Dom(T ) ی

: باشیم

T (αx+ y) = αT (x) + T (y)

.Y = F گاه هر شود مͬ نامیده خطͬ ͷتابع ، خطͬ عملͽر ͷی



٣ ومقدمات اولیه مفاهیم

ͷی هرگاه نامیم F میدان روی داخلͬ ضرب فضای ͷی را ( (حقیقͬ X مختلط خطͬ فضای .۴.٢.١ تعریف

بازای که بقسمͬ باشد داشته وجود دهیم، مͬ نشان < ، > نماد با را آن که X ×X روی (حقیقͬ) مختلط تابع

: باشیم داشته α ∈ F هر و x, y, z ∈ X هر

( . است مختلط مزدوج نشانͽر بار (علامت ، < y, x >= < x, y > .١

، < αx+ y, z >= α < x, z > + < y, z > .٢

< x, x >≥ ٠ .٣

x = ٠ اگر تنها و اگر < x, x >= ٠ .۴

زیر روابط ( ∥x∥٢ =< x, x > ) < x, x > اسͺالر منفͬ نا دوم ی ریشه عنوان به ∥x∥ تعریف با تبصره:

: برقرارند

: داریم داخلͬ ضرب فضای هر .در ١ شوارتز نامساوی

|< x, y >|≤ ∥x∥∥y∥

داریم داخلͬ ضرب فضای در x ، y هر ازای به مثلث: نامساوی

∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥

x, y ∈ X هر ازای به : الاضلاع متوازی قاعده

∥x+ y∥٢ + ∥x− y∥٢ = ٢(∥x∥٢ + ∥y∥٢)

١Schwartz



۴ ومقدمات اولیه مفاهیم

صورت به y و x بین ی فاصله آن در که طوری به باشد داخلͬ ضرب فضای ͷیH فرضکنید تعریف٢.١.۵.

d(x, y) =< x− y, x− y >
١
٢= ∥x− y∥

تام متری فضای این گاه هر . برقرارند متری فضای ͷی موضوع اصول تمام صورت این در باشد شده تعریف

. نامند مͬ ٢ هیلبرت فضای را H ، باشد همͽرا آن در کوشͬ ی زیردنباله هر یعنͬ باشد

. باشد تام نرمش از حاصل متر با گاه هر گوییم ٣ باناخ یͷفضای را X نرمدار فضای .۶.٢.١ تعریف

. است باناخ فضای ͷی هیلبرت فضای هر . تذکر

باشیم داشته ٠ < t < ١ عدد و E مانند ای مجموعه از y و x دلخواه عضو دو هر برای هرگاه تعریف٧.٢.١.

(١− t)x+ ty ∈ E

. گوییم محدب را E ی مجموعه صورت آن در

ی نقطه صورت این در باشد X ی مجموعه روی نͽاشت ͷی T : X −→ X کنید فرض .٨.٢.١ تعریف

. T (x) = x که طوری به است x ∈ X مانند ای نقطه ، T ثابت

پس . دهیم مͬ نمایش F (T ) یا Fix(T ) نماد با را T ثابت نقاط تمام ی مجموعه

Fix(T ) = {x ∈ X : Tx = x} = F (T )

، T : C −→ C نͽاشت باشد X دار نرم فضای ناتهͬ ی زیرمجموعه C گاه هر .٩.٢.١ تعریف

٢Hilbert Space

٣Banach Space



۵ ومقدمات اولیه مفاهیم

: باشیم داشته x, y ∈ C هر برای هرگاه است انبساطͬ غیر .١

∥T (x)− T (y)∥ ≤ ∥x− y∥

هر برای که باشد موجود چنان [٠,١) ی بازه به متعلق k ثابت عدد هرگاه است k ضریب با انقباضͬ .٢

: باشیم داشته x, y ∈ C

∥T (x)− T (y)∥ ≤ k∥x− y∥

. اند نامیده نیز قوی انبساطͬ غیر نͽاشت را نͽاشت این [١ ] جمله از منابع برخͬ در

.پس دهیم مͬ نمایش ΠC نماد با را C روی ها انقباض تمام ی مجموعه

ΠC = {f |f : C −→ C}

. باشد مͬ انقباض ͷی f آن در که

: باشیم داشته L > ثابت٠ و x, y ∈ C هر برای گاه هر است شیتز لیپ - L .٣

∥T (x)− T (y)∥ ≤ L∥x− y∥

ͷی X اگر صورت این در . باشد ( حقیقͬ اعداد ی (مجموعه R از بازه ͷی I کنید فرض .١٠.٢.١ تعریف

. گوییم خم ͷی را r گاه آن باشد پیوسته نͽاشتͬ r : I −→ X و ͷتوپولوژی فضای

مجموعه صورت این در باشد باناخ فضای ͷی X کنید فرض .١١.٢.١ تعریف

Sx = {x ∈ X : ∥x∥ = ١}

. گوییم مͬ X باناخ فضای روی واحد کره را

شرایط با x, y ∈ C هر برای گاه هر گوییم، محدب اکیدا را X باناخ فضای .١٢.٢.١ تعریف

. ∥x∥ = ∥y∥ = ١ .١



۶ ومقدمات اولیه مفاهیم

. x ̸= y .٢

. ∥x+y∥
٢ < ١ : باشیم داشته

. باشد زیر نرم با X = Rn کنیم فرض .١٣.٢.١ مثال

∥x∥١ =| x١ | +.......+ | xn |, x = (x١, ...., xn) ∈ Rn

این در y = (٠,١,٠, .....,٠) و x = (١,٠,٠, ......,٠) اگر زیرا نیست. محدب اکیدا X صورت این در

. ∥x+ y∥١ = ٢ و ∥x∥١ = ∥y∥١ = صورت١

و ٠ < ϵ ≤ ٢ که ϵ هر برای گاه هر ، گوییم محدب یͺنواخت بطور را Xباناخ فضای .١۴.٢.١ تعریف

که طوری به شود یافت δ(ϵ) = δ > ٠ آنͽاه باشد، ∥x − y∥ ≥ ϵ ، ∥y∥ ≤ ١ و ∥x∥ ≤ ١ که x, y ∈ X

.∥x+y
٢ ∥ ≤ ١− δ

. است یͺنواخت محدب فضای ͷی H مانند هیلبرت فضای هر .١۵.٢.١ مثال

: داریم فضا این در الاضلاع متوازی ی رابطه به توجه با واقع در

∥x+ y∥٢ = ٢(∥x∥٢ + ∥y∥٢)− ∥x− y∥٢, ∀x, y ∈ H

: داریم لذا ∥x− y∥ ≥ ϵ و x ̸= y که طوری به x, y ∈ BH کنیم فرض حال

∥x+ y∥٢ ≤ ۴− ϵ٢

و
∥x+ y∥

٢ ≤ ١− δ(ϵ)

اینجا در که

δ(ϵ) = ١−
√
١− ϵ٢

۴ , ٠ < ϵ ≤ ٢ =⇒ δ(ϵ) > ٠

. است یͺنواخت محدب H بنابراین



٧ ومقدمات اولیه مفاهیم

نیستند. یͺنواخت محدب l١, l∞ های فضا .١۶.٢.١ مثال

و ∥x∥١ = ∥y∥١ = صورت١ این در y = (١,٠−,٠, .....,٠) و x = (١,٠,٠, ......,٠) اگر زیرا

∥x− y∥١ = ٢ > ١ = ϵ, ∥x+ y

٢ ∥١ = ١

. نیست یͺنواخت محدب l١ لذا .∥x+y
٢ ∥١ ≤ ١− δ که طوری به شود نمͬ یافت δ > ٠ بنابراین

که داد نشان توان مͬ y = (١,٠,٠−,١,١.....) و x = (١,١,١,٠,٠.....) گرفتن نظر در با مشابه طریق به

. نیست یͺنواخت محدب فضای ͷی l∞

. است محدب اکیدا ، یͺنواخت محدب باناخ فضای هر تبصره:

گوییم Xدوگان را Xمانند دار نرم فضای ͷی روی کراندار خطͬ های ͷتابع ی همه فضای .١٧.٢.١ تعریف

. شد با مͬ زیر نرم با دار نرم فضای ͷی X∗ که است بدیهͬ دهیم. مͬ نمایش X∗ نماد با و

∥f∥∗ = sup{| f(x) |: x ∈ Sx}.

. X = X∗∗ گاه هر گوییم انعͺاسͬ را X دار نرم فضای .١٨.٢.١ تعریف

. است انعͺاسͬ Rn .١ .١٩.٢.١ مثال

. باشند مͬ انعͺاسͬ باناخ فضای (١ < p < ∞) Lp و lp .٢

. است انعͺاسͬ باناخ فضای ͷی هیلبرت فضای هر .٣

. نیستند انعͺاسͬ L∞ و L١, l∞, l١ .۴

Jq : X −→ ٢X∗ نͽاشت q > ١ برای گاه آن باشد X باناخ فضای دوگان X∗ کنید فرض .٢٠.٢.١ تعریف

اگر گوییم یافته تعمیم دوگان نͽاشت را

Jqx = {f ∈ X∗ :< x, f >= ∥x∥q, ∥f∥ = ∥x∥q−١}

. گوییم دوگان نͽاشت را J و Jq = J٢ = J باشد q = ٢ که حالتͬ در



٨ ومقدمات اولیه مفاهیم

T : C −→ Cاشتͽاینصورتن در Xباشد از دار نرم فضای ناتهͬ ی مجموعه Cزیر گاه هر تعریف٢١.٢.١.

jq(x− y) ∈ Jq(x− y) و λ > ٠ باشد داشته وجود x, y ∈ C هر برای گاه هر است اکید انقباضͬ شبه - λ

که بطوری

< Tx− Ty, jq(x− y) >≤ ∥x− y∥q − λ∥(I − T )x− (I − T )y∥q

معادل بطور یا

< (I − T )x− (I − T )y, jq(x− y) >≥ λ∥(I − T )x− (I − T )y∥q

و {xn} ⊂ X هر برای گاه هر . باشد X باناخ فضای روی حقیقͬ تابع ͷی f کنید فرض .٢٢.٢.١ تعریف

: باشیم داشته ، xn −→ x که x ∈ X

f(x) ≤ lim inf
n−→∞

f(xn)

. است پایینͬ ی پیوسته نیم f صورت این در

فضای در دنباله ͷی همͽرایͬ صورت این در باشد X باناخ فضای دوگان X∗ کنید فرض .٢٣.٢.١ تعریف

هرگاه ، است x به همͽرا X در {xn} یعنͬ باشد، مͬ قوی همͽرایͬ یا نرم در همͽرایͬ معمولا X باناخ

lim
n−→∞

∥xn − x∥ = ٠

. s− lim
n→∞

xn = x یا xn −→ x نویسیم مͬ حالت این در

. باشد مͬ زیر ͬͽهمسای ی پایه با X روی قوی توپولوژی به مربوط همͽرایͬ این

Br(٠) = {x ∈ X : ∥x∥ < r}, r > ٠

G ⊂ X واقع در . شود مͬ تولید X روی کراندار خطͬ های ͷتابع توسط X روی ضعیف توپولوژی اما

های ͷتابع x ∈ G هر برای اگر فقط و اگر است ( باز -w یا باز ضعیف ) باز ، ضعیف توپولوژی به نسبت


