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چکیده
گروه�هاي مستقیم حاصل�ضرب خودریختی�هاي گروه مرتبه و ساختار پایان�نامه این در
باشند متناهی گروه�هایی K و H اگر که می�دهیم نشان ابتدا می�آوریم.ما به�دست را متناهی
می�توان را AutG مرتبه و ساختار آنگاه ،G = H×K و ندارند مشترکی مستقیم عامل هیچ که
Hom(K,Z(H)) و Hom(H,Z(K)) مرکزي همریختی گروه�هاي و AutK ، AutH برحسب

کرد. بیان
ناآبلی یکگروه از نسخه n مستقیم حاصل�ضرب خودریختی�هاي گروه ابتدا سوم فصل در
که درایه�هایی با ماتریس�هایی به�صورت را خودریختی�ها گروه ما می�یابیم. را تجزیه�ناپذیر
همراه را توصیف این سپس می�کنیم. توصیف هستند مستقیم عامل n بین همریختی�هاي
مستقیم عامل هیچ K و H که ، Aut(H ×K) روي 1 کاران و بیدول از اي نتیجه تعمیم با
مستقیم حاصل�ضرب یک براي را مرتبه و ساختار قضایاي تا می�بریم به�کار ندارند مشترکی

آوریم. به�دست دلخواه
دلخواه متناهی مستقیم حاصل�ضرب یک خودریختی�هاي گروه اصلی نتیجه به�عنوان
و تجزیه�ناپذیرند و غیریکریخت همگی �Hiها که می�کنیم توصیف را G = H

β١
١ × · · · ×Hβn

n

شده�اند. گرفته [12] و [11] منابع از 3 و 2 فصل�هاي مطالب .(١ ≤ i ≤ n) βi ≥ ١

متناهی. گروه�هاي مستقیم، حاصل�ضرب خودریختی�ها، کلیدي: کلمات

1Bidwell,Curran
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1 فصل
مقدماتی و اساسی مفاهیم

اولیه نتایج و تعاریف 1.1
می�پردازیم. بعد فصل�هاي در نیاز مورد لم�هاي و اولیه تعاریف بیان به فصل این در

Hom(G,H) با را H گروه به G گروه از همریختی�هاي همه�ي مجموعه�ي .1.1.1 تعریف
f(x) = ١ ضابطه�ي با f : G → H تابع زیرا است غیرخالی مجموعه این می�دهیم. نشان

است.) گروه هر خنثی عضو نمایانگر 1) است. همریختی یک ( G از x هر ازاي (به

با Hom(G,H) در�این�صورت باشد. آبلی گروه یک H و گروه یک G کنیم فرض .2.1.1 لم
، G در x هر و Hom(G,H) در g و f هر براي : است آبلی گروه یک زیر عمل

(f + g)(x) = f(x)g(x).

را f : G → G مانند همریختی هر باشد. گروه یک G کنیم فرض .3.1.1 تعریف
نشان End(G) با را G درون�ریختی�هاي همه�ي مجموعه�ي می�نامیم. G درون�ریختی یک
می�نامیم G خودریختی یک را آن باشد، G به G از یکریختی یک f در�صورتی�که می�دهیم.
که می�دهد گروه یک تشکیل توابع ترکیب عمل با G خودریختی�هاي همه�ي مجموعه�ي

می�دهیم. نشان Aut(G) با و می�نامیم G خودریختی�هاي گروه را آن
1
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١ علامت با هست نیز G درون�ریختی یک که را G همانی خودریختی پس این از
را آن و داد خواهیم نمایش ◦ علامت با را G بدیهی درون�ریختی همچنین می�دهیم. نشان

می�نامیم. صفر درون�ریختی
( β و α تابع دو (ترکیب αβ حاصل�ضرب باشندآنگاه G درون�ریختی دو β و α هرگاه
(=ترکیب) ضرب عمل به نسبت End(G) مجموعه�ي یعنی است. G درون�ریختی یک نیز
ضرب عمل با End(G) پس هست. نیز شرکت�پذیر عمل این است. بسته درون�ریختی�ها

است. نیم�گروه یک

(ϕ+θ)(g) = ϕ(g)θ(g)بصورت که ϕ+θ : G → Hنگاشت ، θ, ϕ ∈ Hom(G,H) اگر .4.1.1 لم
شوند. جابجا یکدیگر با Imθ و Imϕ اگر است همریختی یک می�شود تعریف

می�شود، جابجا آن�ها تصاویر و هستند همریختی θ و ϕ چون g, g′ ∈ G هر براي اثبات.
داریم

(ϕ+ θ)(gg′) = ϕ(gg′)θ(gg′)

= ϕ(g)ϕ(g′)θ(g)θ(g′)

= ϕ(g)θ(g)ϕ(g′)θ(g′)

= (ϕ+ θ)(g)(ϕ+ θ)(g′)

G١ × · · · × Gn مجموعه در باشند. گروه n ، Gn و . . . و G١ کنیم فرض .5.1.1 تعریف
می�کنیم: تعریف چنین را زیر دوتایی عمل

(g١, . . . , gn)(g
′
١, . . . , g

′
n) = (g١g

′
١, . . . , gng

′
n),
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G١×· · ·×Gn مجموعه که می�شود ملاحظه آسانی به اند. Gi در g′i و gi ،i هر براي آن در که
و G١ گروه�هاي (خارجی) مستقیم حاصل�ضرب را گروه این است. گروه یک فوق عمل با
یک را Gi هر می�دهیم. نشان G١ × · · · × Gn علامت همان با را آن و نامند می Gn و . . .

گوییم. G مستقیم عامل

باشند آن از هایی زیرگروه Gn و . . . و G١ و باشد گروه یک G کنیم فرض .6.1.1 قضیه
به�طوري�که

؛ Gi ▹G ، ١ ≤ i ≤ n ، i هر ازاي به .1

؛ G = G١ . . . Gn .2

. Gi ∩G١ . . . Gi−١Gi+١ . . . Gn = ١ ، ١ ≤ i ≤ n ، i هر ازاي به .3

. G ∼= G١ × · · · ×Gn در�این�صورت

شود. رجوع [3] به اثبات.

xg با و می�نامیم g توسط x مزدوج را g−١xg عضو . x, g ∈ G کنیم فرض .7.1.1 تعریف
می�دهیم. نشان

ig(x) = xg ضابطه با ig : G → G تابع ، G از g هر ازاي به که می�شود معلوم آسانی به
می g توسط شده القا G داخلی خودریختی را خودریختی این است. G خودریختی یک
، می�دهیم نشان Inn(G) با را آن که ، G داخلی خودریختی�هاي همه�ي مجموعه�ي نامیم.
یک τ(g) = ig ضابطه با τ : G → Aut(G) تابع علاوه به است. Aut(G) نرمال زیر�گروه یک
می�شوند جا�به�جا G عضو هر با که است G از اعضایی مجموعه آن هسته که است همریختی
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بنابراین، . Inn(G) از است عبارت τ تصویر و

G/Z(G) ∼= Inn(G).

گوییم. خارجی نباشد، داخلی که را G خودریختی هر

. H ▹G آنگاه H 6 Z(G) و باشد گروه یک G اگر .8.1.1 لم

است. بدیهی اثبات.

باشد. ناآبلی A اگر تنها و اگر است ناآبلی AH آنگاه ، H ≤ Z(G) و A ≤ G اگر .9.1.1 لم

موجودند a١h١, a٢h٢ ∈ AH مانند اعضایی دراین�صورت باشد، ناآبلی AH فرضکنیم اثبات.
.،[a١h١, a٢h٢] = [a١, a٢] لذا h١, h٢ ∈ H ⊆ Z(G) داریم اما .[a١h١, a٢h٢] ̸= ١ به�طوري�که
باشد، ناآبلی A کنیم فرض بالعکس است. ناآبلی A پس .a١, a٢ ∈ A که [a١, a٢] ̸= ١ پس
a١, a٢ ∈ AH داریم طرفی از [a١, a٢] ̸= ١ به�طوري�که موجودند a١, a٢ ∈ A دراین�صورت

است. ناآبلی نیز AH پس

مشخصه زیر�گروه یک را G از H زیرگروه باشد. گروه یک G کنیم فرض .10.1.1 تعریف
زیرگروه یک Z(G) مثال بعنوان . α(H) = H باشیم داشته α ∈ Aut(G) هر براي اگر گوییم

است. G مشخصه

خودریختی هر با σ اگر گوییم مرکزي خودریختی را G از σ خودریختی .11.1.1 تعریف
نشان Autc(G) با را G مرکزي خودریختی�هاي همه�ي مجموعه�ي شود. جابجا Inn(G) در

می�دهیم.

و اگر است مرکزي خودریختی یک σ دراین�صورت . σ ∈ Aut(G) کنید فرض .12.1.1 لم
. g−١σ(g) ∈ Z(G) باشیم داشته g ∈ G هر براي اگر فقط
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با σ ، g ∈ G هر براي در�این�صورت باشد، مرکزي خودریختی یک σ کنیم فرض اثبات.
پس می�شود. جا�به�جا برد، می g−١xg به را x ∈ G هر ،که ig : G → G داخلی خودریختی

بنابراین . ig(σ(x)) = σig(x) داریم x ∈ G هر براي لذا . igσ = σig داریم

g−١σ(x)g = σ(g−١xg) = σ(g−١)σ(x)σ(g)

. σ(x)gσ(g−١) = gσ(g−١)σ(x) داریم فوق رابطه در راست از σ(g−١) و چپ از g ضرب با
با gσ(g−١) پس {σ(x)|x ∈ G} = G چون و می�شود جا�به�جا σ(x) هر با gσ(g−١) بنابراین
برقرار بازگشتی به�طور عکس برهان . gσ(g−١) ∈ Z(G) لذا می�شود. جا�به�جا G عضو هر

است.

است. Aut(G) نرمال زیر�گروه یک Autc(G) .13.1.1 لم

داریم .σ ∈ Autc(G) و α ∈ Aut(G) کنید فرض اثبات.

x−١((α−١σα)(x)) = x−١α−١(σ(α(x)))

= x−١α−١(α(x)(α(x)−١σ(α(x)))

= x−١α−١(α(x))α−١(α(x)−١σ(α(x)))

= x−١x α−١(α(x)−١σ(α(x)))

= α−١(α(x)−١σ(α(x)))

مشخصه زیرگروه یک Z(G) چون و α(x)−١σ(α(x)) ∈ Z(G) لذا σ ∈ Autc(G) چون حال
لذا . α−١σα ∈ Autc(G) بنابراین . α−١(α(x)−١σ(α(x))) ∈ Z(G) لذا است

. Autc(G)▹ Aut(G)
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هیچ G تجزیه هر در اگر گوییم ناآبلی به�طور�محض گروه یک را G گروه .14.1.1 تعریف
باشد. نداشته وجود آبلی عامل

، ϕ ∈ Hom(G,Z(G)) و باشد ناآبلی به�طور�محض گروه یک G کنید .فرض .15.1.1 لم
یک σ(g) = gϕ(g) ضابطه�ي با ، σ : G → G نگاشت ، g ∈ G هر براي در�این�صورت

است. G مرکزي خودریختی

داریم g ∈ G هر براي اثبات.

g−١σ(g) = g−١gϕ(g) = ϕ(g) ∈ Z(G)

است. مرکزي خودریختی یک ، σ 12.1.1 لم به بنا پس

x جابجاگر را [x, y] = x−١y−١xy آنگاه ، x, y ∈ G و باشد گروه یک G اگر .16.1.1 تعریف
زیرگروه را G اعضاي جابجاگرهاي تمام وسیله�ي به شده تولید G زیرگروه می�نامیم. y و
G از شده مشتق زیرگروه را G′ گاهی ) می�دهیم نمایش G′ با را آن و می�نامیم G جابجاگر

می�نامیم). G مشتق زیرگروه یا

β ∈ Hom(K,H) و باشد آبلی گروه یک H و دلخواه گروه یک K کنیم فرض .17.1.1 لم
. K ′ ⊂ Kerβ داریم دراین�صورت

Imβ ⊆ H چون در�این�صورت باشد، K ′ از دلخواهی مولد [a, b] ∈ K ′ می�کنیم فرض اثبات.
داریم است، آبلی H و

β([a, b]) = β(a−١b−١ab) = β(a−١)β(b−١)β(a)β(b) = ١

.[a, b] ∈ kerβ پس
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در�این�صورت: باشد آبلی گروه یک H و دلخواه گروه یک G کنیم فرض .18.1.1 لم

Hom(G,H) ∼= Hom(G/G′, H).

.G′ ≤ Kerϕ داریم 17.1.1 لم به بنا باشد. همریختی یک ϕ : G → H کنید فرض اثبات.
براي . است موجود ϕ با متناظر ϕ̄(gG′) = ϕ(g) ضابطه با ϕ̄ : G/G′ → H همریختی لذا
در g−١٢ g١G′ = G′ در�این�صورت .g١G′ = g٢G′ می�کنیم فرض ϕ̄ تعریفی خوش بررسی
ϕ̄(g١G′) = بنابراین .ϕ(g١) = ϕ(g٢) لذا ϕ(g−١٢ g١) = ١ پس g−١٢ g١ ∈ G′ ≤ Kerϕ نتیجه
یکریختی یک می�کند نظیر ϕ̄ به را ϕ ∈ Hom(G,H) هر که نگاشتی صورت این در .ϕ̄(g٢G′)

است.

در�این�صورت: باشد دلخواه گروه یک G کنیم فرض .19.1.1 نتیجه

Hom(G,Z(G)) ∼= Hom(G/G′, Z(G))

کنیم. استفاده Z(G) از H جاي به 18.1.1 لم در کافی�است اثبات.

داریم: در�این�صورت باشند. آبلی گروه�هایی Ht و . . . و H١ و G کنیم فرض .20.1.1 لم

Hom(H١ × · · · ×Ht, G) ∼= Hom(H١, G)× · · · ×Hom(Ht, G)

و
Hom(G,H١ × · · · ×Ht) ∼= Hom(G,H١)× · · · ×Hom(G,Ht).

. است بدیهی اثبات.

داریم دراین�صورت باشند، دلخواه گروه�هایی Ht و . . . و H١ کنیم فرض .21.1.1 لم

(H١ × · · · ×Ht)
′ = (H ′

١ × · · · ×H ′
t)
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کنیم. H١)ثابت × H٢)′ و H ′
١ × H ′

٢ مولدهاي براي و t = ٢ حالت براي کافیست اثبات.
داریم ([a١, b١], [a٢, b٢]) ∈ H ′

١ ×H ′
٢ هر براي

([a١, b١], [a٢, b٢]) = (a−١١ b−١١ a١b١, a
−١
٢ b−١٢ a٢b٢) = (a−١١ , a−١٢ )(b−١١ , b−١٢ )(a١, a٢)(b١, b٢)

= [(a١, a٢), (b١, b٢)] ∈ (H١ ×H٢)
′

است. برقرار بازگشتی به�طور عکس برهان

آنگاه باشند ناآبلی گروه�هایی Ht و . . . و H١ و باشد آبلی گروهی G اگر .22.1.1 لم

Hom(H١ × · · · ×Ht, G) ∼= Hom(H١, G)× · · · ×Hom(Ht, G)

داریم 21.1.1 و 20.1.1 ، 18.1.1 لم�هاي از استفاده با اثبات.
Hom(H١ × · · · ×Ht, G) ∼= Hom(

H١ × · · · ×Ht

H ′
١ × · · · ×H ′

t

, G)

∼= Hom(
H١
H ′
١
× · · · × Ht

H ′
t

, G)

∼= Hom(
H١
H ′
١
, G)× · · · ×Hom(

Ht

H ′
t

, G)

∼= Hom(H١, G)× · · · ×Hom(Ht, G)

، l = min{r, s} و باشند مثبت صحیح عدد دو s و r و اول عدد دو q و p اگر .23.1.1 لم
Hom(Cpm , Cqn) ∼=

{ ١ (p ̸= q)
Cpl (p = q)

آنگاه

شود. رجوع [4] به اثبات.

: در�این�صورت باشد، گروه یک G کنیم فرض .24.1.1 لم

است. آبلی گروهی G/G′ و G′ ▹G .1
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.G′ 6 N اگر تنها و اگر است آبلی G/N آنگاه ، N ▹G اگر .2

شود. رجوع [1] به اثبات.

p-گروه یک را G گروه باشد. اول عدد یک p و گروه یک G کنیم فرض .25.1.1 تعریف
p-زیرگروه یک را G از H زیرگروه باشد. p از توانی G عضو هر مرتبه در�صورتی�که می�نامیم

باشد. p-گروه یک H در�صورتی�که گوییم G

در که است pn صورت به G مرتبه آنگاه باشد متناهی p-گروه یک G اگر .26.1.1 گزاره
از توانی اش مرتبه و متناهی گروهی G اگر همچنین است. نامنفی صحیح عدد یک n آن

بود. خواهد p-گروه یک G آنگاه باشد p اول عدد

متناهی دنباله در�این�صورت باشد. متناهی آبلی گروه یک G کنیم فرض .27.1.1 قضیه
اعضا ترتیب از نظر صرف با به�طوري�که دارد وجود مثبت صحیح اعداد از (ps١١ , . . . , psmm )

و متمایز) لزوماً (نه اول اعدادي pm، . . . ، p١ ) G ∼= Zp
s١
١

⊕ · · · ⊕ Zpsmm و است منحصربفرد
هستند.) متمایز) لزوماً (نه مثبت صحیح اعداد sm, . . . , s١

شود. رجوع [5] به اثبات.

می�نامیم. G مقدماتی علیه مقسوم یک شد بیان 27.1.1 قضیه در که را psii هر

ازاي به کنیم فرض باشد. ناتهی مجموعه�اي X و گروه یک G کنیم فرض .28.1.1 تعریف
وجود می�دهیم نشان x ∗ g علامت با را آن که X از یکتایی عضو ،X از x هر و G از g هر

به�طوري�که باشد داشته

.x ∗ ١ = x ،X از x هر ازاي به .1
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x ∗ (g١g٢) = (x ∗ g١) ∗ g٢ ،X از x هر و G از g٢ و g١ هر ازاي به .2

گوییم. X بر G عمل را ∗ و می�کند عمل X بر G گوییم در�این�صورت

در است. SX متقارن گروه کند اثر مجموعه�اي بر که گروهی از مثال ساده�ترین مثال.
گروه یک مهم طریق دو به .x ∗ f = f(x) می�دهیم قرار x ∈ X و f ∈ SX فرض با این�جا
به xg آن در که x ∗ g = xg دهیم قرار x, g ∈ G هر براي اگر کند. عمل خودش بر می�تواند
به x ∗ g = g−١xg دهیم قرار اگر و گوییم منتظم عمل آن به است G عضو دو ضرب معنی

گوییم. تزویج عمل آن

حلقوي و مستقیم نیم حاصل�ضرب 1.1.1
باشد.(به همریختی یک ϕ : H → Aut(K) و گروه دو K و H کنیم فرض .29.1.1 تعریف
H ×K دکارتی حاصل�ضرب در می�دهیم.) نشان ϕh با را ϕ توسط h تصویر H از h هر ازاي

می�کنیم: تعریف را زیر دوتایی عمل

(h١, k١)(h٢, k٢) = (h١h٢, (k١ϕh٢)k٢).

نیم�مستقیم حاصل�ضرب را گروه این می�دهد. یکگروه تشکیل فوق عمل با H×K مجموعۀ
می�گوییم اصطلاحاً و می�دهیم. نشان H ×ϕ K علامت با را آن و می�نامیم ϕ عمل با K و H
مشخص یا نیاید، ϕپیش مورد در ابهامی که حالتی در می�کند. عمل ϕ با K گروه بر H گروه

می�کنیم. استفاده H nK علامت از مذکور علامت جاي به نباشد، نیاز مورد آن کردن

فرض همچنین باشد. مثبت صحیح عدد یک n و گروه یک G کنیم فرض .30.1.1 تعریف
می�کنیم: تعریف را زیر تابع و K = G× · · · ×G︸ ︷︷ ︸

n

می�دهیم قرار σ ∈ Γ و Γ ≤ Sn کنید

σ∗ : K → K
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(x١, . . . , xn) 7→ (xσ−(١)١, . . . , xσ−١(n))

است. تکریختی یک ϕ : Γ → Aut(K)
σ 7→ σ∗ تابع و σ∗ ∈ Aut(K) که می�شود معلوم سهولت به

علامت با را آن و می�نامیم Γ و G حلقوي حاصل�ضرب را Γ×ϕ K مستقیم نیم حاصل�ضرب
می�دهیم. نشان GwrΓ

ϕ : H → کنیم فرض باشد. متناهی گروه یک H و گروه یک G کنیم فرض .31.1.1 تعریف
می�دهیم قرار و باشد راست از ضرب عمل با H جایگشتی نمایش با متناظر همریختی S|H|

با را آن و می�نامیم H و G حلقوي حاصل�ضرب را GwrH حلقوي حاصل�ضرب .Γ = ϕ(H)

. می�دهیم نشان G ≀H علامت
. |G ≀H| = |H||G||H| آنگاه باشد متناهی G اگر که است واضح

Q۴n و D٢n گروه�هاي معرفی 2.1.1
دو�وجهی گروه را (n ≥ ٣) ،< a, b|an = b٢ = ١, bab−١ = a−١ > گروه .32.1.1 تعریف

می�دهیم. نمایش D٢n با و می�نامیم ٢n مرتبه

تعمیم کواترنیون گروه را (n ≥ ٢) ،< a, b|an = b٢, bab−١ = a−١ > گروه .33.1.1 تعریف
می�دهیم. نمایش Q۴n با و می�نامیم ۴n مرتبه از چهارگانه) (یا یافته

و ٢ مرتبه از Z(D٢n) =< an/٢ >= {١, an/٢} آنگاه باشد زوج n اگر .1 .34.1.1 لم
. Z(D٢n) = ١ آنگاه باشد فرد n اگر و است. C٢ با یکریخت

است. C٢ با یکریخت و ٢ مرتبه از Z(Q۴n) =< an >= {١, an} .2

شود. رجوع [2] به اثبات.

. Z(An) = ١ داریم n ≥ ۴ براي و Z(Sn) = ١ داریم n ≥ ٣ براي .35.1.1 لم


