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พ়ࢁඟوदدردا਩ی

بر است دلیلͬ نامشان و سرم بر است افتخاری تاج بودنشان که جانم از عزیزتر مادر و پدر از این�جا در

جایͽاهͬ به من تا گرفتند را دستم بوده�اند، هستͬ�ام مایه پروردگار، از پس وجود، دو این چراکه بودنم،

سعه کمال در که استادگرامͬ�ام، از هم�چنین مͬ�کنم. سپاس��گزاری ایستاده�ام،برسم، آن در اکنون که

این راهنمایͬ زحمت و ننمودند دریغ من بر عرصه این در ͬͺکم هیچ از فروتنͬ، و خلق حسن با صدر،

این پیشبرد جهت در را بنده دریغشان بͬ همͺاری با که دوستانم همه�ی از و گرفتند عهده بر را رساله

مͬ�کنم. تشͺر کردند، یاری صمیمانه پایان�نامه

چهار



چͺیده

ادغام فرآیند مطالعه برای که مͬ�باشد جمعیت ͷژنتی مدل�های اساسͬ�ترین از ͬͺی ، ١ موران مدل

یافته تعمیم موران مدل نامه، پایان این در مͬ�گیرد. قرار مطالعه مورد پیوسته زمان در ͬͺژنتی جهش و

بازترکیبͬ پیشامد ͷی تنها زمان از لحظه هر در که فرضمͬ�شود مدل این در مͬ�گیرد. قرار مطالعه مورد

دیفرانسیل معادله�ی متناهͬ تعداد شامل دستͽاهͬ فرض، این گرفتن نظر در با بپیوندد. وقوع به مͬ�تواند

است. دستͽاهͬ چنین حل مختلف روش�های مطالعه پایان�نامه، این هدف مͬ�آید. دست به

بازنمونه�گیری ،ͬͺژنتی جهش بازترکیبͬ، فرآیند کلیدی: واژه�های

Moran Model ١

پنج
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پیش�گفتار

١٩٠٨ سال در آلمان در ٢ وینبرگ و انͽلستان در ١ هاردی مستقل مطالعات پایه�ی بر ژنتیͷجمعیت

نقش و جمعیت در آن�ها فراوانͬ تغییرات و ژن�ها رفتار نحوه مطالعه دانشمندان، این گرفت. شͺل

را جمعیت ͷژنتی با مرتبط هاردی-وینبرگ قانون مهمترین و دنبال را زنده موجودات تͺامل در آن�ها

. [١١] کردند پیشنهاد قرن این اوایل در

به که شد مطرح ١٩٣١ سال در رایت و ١٩٣٠ سال در فیشر توسط ژنتیͷجمعیت از مدل ساده�ترین

به متناوبͬ مدل ͷی (١٩۵٨) سال در ٣ موران ͷپاتری پرداختند. گسسته زمان در ͷدینامی از توصیفͬ

رایت-فیشر، مدل با مقایسه در موران مدل در که است این بر فرض کرد. پیشنهاد ۴ رایت�-فیشر مدل

همͺاری با ١٩٨٢ سال در مͬ�رود. بین از دیͽر ژن و کرده ژن تولید ژن�ها، از ͬͺی فقط نسل هر در

. [٧] شد مطرح موران و رایت-فیشر مدل�های برای ادغام فرآیند ، ۵ کینͽمن

تͺاملͬ فرآیندهای تأثیر تحت که شرایطͬ در جمعیت ͷژنتی احتمالاتͬ مسائل اخیر سال�های در

عبارتͬ به است. شده مطرح هستند، ͬͺژنتی رانش و مهاجرت بازترکیبͬ، انتخاب، ،ͬͺژنتی جهش مثل

(بر تعیینͬ تعریف ͷی به منجر بزرگ اعداد قانون به توجه با جمعیت اندازه�ی بͬ�نهایت در حد ͷدینامی

به باشد متناهͬ جمعیت اگر اما مͬ�شود دیفرانسیل) معادلات یا گسسته ͷدینامی سیستم�های حسب

بنابراین است. شده بحث بیشتر باشد، داشته وجود بازترکیبͬ یا انتخاب مثل رابطه�هایͬ افراد بین ویژه

Hardy ١

Weinberg ٢

Patrick Moran ٣

Wright -Fisher ۴

Kingman ۵

١



بازترکیبͬ فرآیند حضور در موران مدل در تصادفͬ سیستم�های در خطͬ ساختارهای ساختن برای روشͬ

. [۵] است شده مطرح

و بیان ͷژنتی در ریاضͬ مدل�های ابتدا در مͬ�گیرد. قرار مطالعه مورد موران مدل پایان�نامه، این در

مͬ�شود ارائه بازترکیبͬ فرآیند و ادغام فرآیند موران، مدل سپس مͬ�شود. معرفͬ ریاضͬ مفاهیم ادامه در

مͬ�گیرد. قرار مطالعه مورد بازترکیبͬ فرآیند حضور در موران مدل و

ادامه در مͬ�شود. آغاز ریاضͬ تعاریف و ͷژنتی در ریاضͬ مدل�های بیان با پایان�نامه، این اول فصل

مͬ�کنیم. بیان را موبیوس معͺوس تبدیل قضیه فصل این

فصل، این ادامه در داد. خواهیم ارائه را آن ویژگͬ�های و آن عملͽر بازترکیبͬ، فرآیند دوم، فصل در

مͬ�کنیم. بیان را آن جواب�های برای روش�هایͬ و نامتناهͬ جمعیت حد معادله

و محض بازترکیبͬ فرآیند فصل این در مͬ�دهیم. ارائه را بازترکیبͬ و موران مدل سوم، فصل در

تحلیلͬ و تجزیه فرمولبندی این از استفاده با ادامه در داد. خواهیم قرار بررسͬ مورد را را آن فرمولبندی

دو برای دلخواه گشتاور تعیینͬ، ͷدینامی با بازترکیبͬ فرآیند مقایسه�ی و مͬ�شود مطرح ریاضͬ امید از

فرآیند دو حضور در را بازترکیبͬ فرآیند فصل، این انتهایͬ بخش�های در داد. خواهیم ارائه را مͺان

کرد. خواهیم بررسͬ بازنمونه�گیری و ͬͺجهش�ژنتی

٢



اول فصل

مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف

متابولیسـم تنظیم نحوه�ی ،ͬͺژنتی ماده�ی مولͺولͬ ماهیت وراثت، اساس بررسͬ شامل ͷژنتی علم

جمعیـت�ها در ژن�هـا رفتــار و توزیـع چͽونͽـͬ و سلـول هستـه�ی در ژن�هـا سازماندهـͬ ، ١ ژن�هـا

کار به مدل�هایͬ زیست�شناسͬ و ͷژنتی علم پزشͺان و محققین توسط زمینه این در . [١١] مͬ�باشـد

و ٢ ادغام فرآیند موران، مدل جمله از ͷژنتی در ریاضͬ مدل�های فصل این در که است شده گرفته

. [٧] است گرفته قرار بررسͬ مورد ٣ بازترکیبͬ فرآیند

و فشـرده موضعاً فضـای شامـل که ریاضـͬ مقدماتـͬ مفاهیـم از سـری ͷی هم�چنیـن ادامه در

مجموعه ، (M (X) , ∥.∥) بانــاخ فضـای ، (M (X)) X روی اندازه تمام مجموعه ، X هاســدورف

بــررســـͬ هم�چنین و است m برابر فضا کل روی اندازه به�طوری�که Mm
+ (X) مثبت اندازه�های تمام

کــــلاس قـضــیـــه�ی نـیــز و مــͬ�شــود مـطــرح Mm
+ (X) زیـــرمـجـمــوعــــه�هــای ویــژگـͬ�هــای

Genes ١

Coalescent Process ٢

Recombination ٣

٣



و [٣] ۵ پایه فضای ، [٣] ۴ مͺان مجموعه ، [٨] ٣ سادک ، [١٠] ٢ بئر -جبر σ ، [٨] ١ یͺنوایͬ

است. گرفته قرار بحث مورد فصل این در [١] ۶ موبیوس معͺوس تبدیل قضیه

، ١٠ کراسین�͹اور بازترکیبͬ، ، ٩ جمعیت ͷژنتی ، ٨ ژنͬ لͺوس ، ٧ آلل ژن، از کوتاهͬ تعاریف

شده ارائه آ پیوست در ١۴ دی�ان�ای و ١٣ نوکلئوتید ، ١٢ ͬͺژنتی جهش ، ١١ (همولوگ) همتا کروموزوم

است.

ͷژنتی در ریاضͬ مدل�های ١.١

میان رابطه�ی که مͬ�باشد جمعیت تͺثیر مدل�های اساسͬ�ترین از ͬͺی موران مدل موران: مدل .١

به نسل ͷی از را ژن�ها انتقال و ایده�آل جمعیت ͷی تͺامل از ͬͺدینامی و مͬ�کند بیان را ژن�ها

Monotone Class ١

Baire ٢

Simplex ٣

The Set of Sites ۴

State Space ۵

Möbius Inversion Transition ۶

Allele ٧

Locus ٨

Population Genetics ٩

Crossingover١٠

Homologous Chromosome ١١

Mutation Genetics ١٢

Nucleotide١٣

Deoxyribonucleic Acid (DNA)١۴

۴



مͬ�گیریم: نظر در را زیر شرایط مدل این در مͬ�کند. توصیف دیͽر نسل

است. N ثابت اندازه�ی از جمعیت الف)

مͬ�شوند. گرفته نظر در گسسته نسل�ها ب)

مͬ�رود. بین از دیͽر ژن و کرده ژن تولید ژن�ها، از ͬͺی فقط نسل هر در ج)

ندارد. وجود ͬͺژنتی ارجحیت د)

ندارد. وجود ͬͺژنتی جهش ه)

بͽیرید). نظر در ایده�آل را (محیط نیست مد�نظر خاصͬ جغرافیایͬ پدیده�ی و)

مͬ�شود جایͽزین ، νi ، ژن تصادفͬ تعداد با و مͬ�رود بین از یا ژن ͷی نسل هر در این بنابر

ثابت اندازه�ی از بعدی نسل در شده زاده افراد تعداد که طوری به مͬ�دهد، ادامه خود حیات به یا

مͬ�باشد. N

نسل در ژن دو گذشته، در که این احتمال بͽیرید. نظر در را ژن N از نمونه�ای ادغام: فرآیند .٢

غیر جد ژن دو گذشته، نسل در که این احتمال و ١
N

کنند، پیدا را خود ١ مشترک جد ماقبل

احتمال و مͬ�باشند هم از مستقل نسل�ها که آن�جایͬ از مͬ�باشد. ، (١− ١
N
) باشند داشته مشترکͬ

(١− ١
N
)j−١ ١

N
کند، پیدا را مشترکخود جد قبل، نسل j در زمان برگشت در ژن دو این که این

پیدا را خود مشترک جد ژن، دو زمانͬ�که (اولین T٢ ژن، دو ادغام زمان توزیع بنابراین مͬ�باشد.

است: زیر شرح به مͬ�کنند)،

P(T٢ = j) = (١− ١
N
)j−١ ١

N
(j ∈ N).

با: است برابر باشند، متمایز جد k دارای قبل نسل در ، ٢ ≤ k ≤ n که، ژن k که این احتمال

Common Ancestor ١

۵



N − ١
N

N − ٢
N

...
N − k + ١

N
= ١−

 k

٢

 ١
N

+O(
١
N٢ ).

برابر ندهد، رخ ادغـام پیشـامـد که این احتمـال �باشد N از کوچͺتـر خیلͬ n وقتـͬ بنابراین

است برابر دهد رخ شده داده نسل در ادغام پیشامد که این احتمال و مͬ�باشد ١−

 k

٢

 ١
N

در که طوری به ، k ≥ ٢ ، k اندازه نمونه ͷی از ژن دو ادغام زمان توزیع پس .

 k

٢

 ١
N
با

با: است برابر ، Tk کنند، پیدا را خود مشترک جد قبل، نسل j

P(Tk = j) ≃ (١−

 k

٢

 ١
N
)j−١

 k

٢

 ١
N
, (j = ١, ٢, ...).

این که جمعیت جنس تولید باز در ͬͺژنتی مواد چینش باز از است عبارت بازترکیبͬ: فرآیند .٣

هستند) اسپرم یا تخم سلول�های از که گامت�ها آمدن (به�وجود میوز تقسیم هنͽام در فرآیند

مواد و دهند انجام کراس�اور نقاط، برخͬ در مͬ�توانند همتا، کروموزوم�های دهد. روی مͬ�تواند

ببینید). را (١.١) (شͺل کنند ردوبدل یͺدیͽر با را ͬͺژنتی

بازترکیبͬ :١.١ شͺل

۶



ریاضͬ مقدماتͬ مفاهیم ٢.١

از مجموعه�یM+(X)مجموعه�ای و باشد هاسدورف) (و فشرده موضعاً Xیͷفضای فرضکنید

٠ ∈ M+(X) طوری�که به Xباشد روی منتظم و مثبت متناهͬ، مقدار، حقیقͬ برل، اندازه�های همه�ی

است.

و متناهͬ مقدار، حقیقͬ برل، اندازه�های از برداری فضای ͷی ، M(X) فضای مشابه، طور به

ͷی مͬ�باشد)، ١ کل تغییر اندازه�ی |ω|) ∥ ω ∥= |ω|(X) نرم تحت که است مثبت) لزوماً (نه منتظم

است: باناخ فضای ͷی زیر نرم با R Mروی (X) برداری فضای زیرا است، باناخ فضای

∥ · ∥ : M (X) → [٠,∞) .

M (X) از عضوی به بالا، نرم از القایͬ متر با M (X) اعضای از کوشͬ دنباله�ی هر کنیم ثابت باید

مͬ�شود: تعریف زیر شͺل به نرم از القایͬ متر همͽراست.

d (., .) : M(X)×M(X) → [٠,∞) ,

(ω, ω′) 7→ ∥ω − ω′∥ ,

داریم: بنابراین

∀ω, ω′ ∈ M(X) : d(ω, ω′) = ∥ω − ω′∥ = |(ω − ω′)(X)| = |ω(X)− ω′(X)| .

بودن کوشͬ تعریف به بنا باشد. M (X) در دلخواه کوشͬ دنباله�ی ͷی {ωn}∞n=١ کنید فرض

داریم:

∀ε > ٠ ,∃N ∈ N s.t ∀n,m ≥ N d(ωn, ωm) < ε

≡ ∀ε > ٠ , ∃N ∈ N s.t ∀n,m ≥ N |ωn(X)− ωm(X)| < ε.

Total Variation Measure ١
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(R روی اقلیدسͬ متر گرفتن نظر در (با مختلط اعداد از کوشͬ دنباله�ای ، {ωn}∞n=١ دنباله�ی نتیجه در

حقیقͬ عدد به باید دنباله این پس است، تام ͷمتری فضای اقلیدسͬ، متر با R که مͬ�دانیم اما است.

تعریف و مͬ�کنیم اختیار ν مانند M (X) در دلخواه احتمال اندازه�ی ͷی باشد. همͽرا λ مانند R در

بنابراین λ ∈ R و ν ∈ M (X) و است R روی برداری فضای ͷیM (X) چون . ω := λν مͬ�کنیم

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به lim
n→∞

ωn(X) = λ که دیدیم . ω = λν ∈ M (X)

∀ε > ٠ ,∃N ∈ N s.t ∀ n ≥ N |ωn(X)− λ| < ε. (١.١)

داریم: طرفͬ از ولͬ

ω(X) = (λν)(X) = λ(ν(X)) = λ(١) = λ. (٢.١)

داریم: (١.١) رابطه در (٢.١) رابطه جایͽذاری با نتیجه در

∀ε > ٠, ∃N ∈ N s.t ∀ n ≥ N |ωn(X)− ω(X)| < ε

≡ ∀ε > ٠, ∃N ∈ N s.t ∀ n ≥ N d(ωn, ω) < ε ≡ lim
n→∞

ωn = ω.

(M (X) , ∥.∥) که دادیم پسنشان همͽراست. ω ∈ M (X) به کوشͬ دنباله�ی این که مͬ�گیریم نتیجه

است. باناخ فضای

آن در که مͬ�باشد C∞(X,R) فضای دوگان M(X) ، ١ مارکوف - ریس نمایش قضیه�ی طبق

بͬ�نهایت در که مͬ�باشد حقیقͬ اعداد به X باناخ فضای از پیوسته توابع شامل فضای C∞(X,R)

مͬ�شوند. صفر

مͬ�باشند: زیر ویژگͬ دو Mmدارای
+ (X) := {ω ∈ M+(X)|ω(X) = m} مجموعه�های زیر

شود. مراجعه [١٠] مرجع به ١

٨



زیرا: محدبند، (١
∀ω , ν ∈ Mm

+ (X) , ٠ < t < ١ , ω(X) = m , ν(X) = m,

بنابراین

γt(X) = ((١− t)ω + tν)(X) = (١− t)m+ tm = m ⇒ γt ∈ Mm
+ (X),

و متناهͬ اندازه γt نتیجه در برل�اند، و متناهͬ برل، و متناهͬ اندازه�های از خطͬ ترکیب وچون

داریم: خارجͬ منتظم خاصیت برای هم�چنین است. برل

ν(A) = inf{ν(U)|U باز , A ⊂ U} و ω(A) = inf{ω(U)|U باز , A ⊂ U}

داریم: بنابراین

((١− t)ω + tν)(A) = inf{((١− t)ω + tν)(U)|U باز , A ⊂ U}.

داخلͬ: منتظم ی برا

ν(A) = sup{ν(U)|U فشرده , U ⊂ A} و ω(A) = sup{ω(U)|U فشرده , U ⊂ A}

داریم: نتیجه در

((١− t)ω + tν)(A) = sup{((١− t)ω + tν)(U)|U فشرده , U ⊂ A}.

.γt ∈ Mm
+ (X)پس

بسته�اند: (٢

برد در بسته�ای مجموعه�ی هر وارون است، پیوسته ∥.∥ : M+(X) → R⩾٠ که آن�جایͬ از

پس است بسته R⩾٠ در {m} چون اکنون مͬ�شود. M+(X) در بسته مجموعه�ای ، ∥.∥

است. Mmبسته
+ (X) در ، (∥.∥)−١({m}) = Mm

+ (X)

از مجموعه�ای که مͬ�باشد P (X) = M١
+ (X) شامل Mm

+ (X) مجموعه�های زیر از ͬͺی

٩



داریم: ، ω مثبت اندازه�های برای مͬ�باشد. بسته و محدب ، X روی احتمال اندازه�های

∥ω∥ = ω (X) .

از خانواده�ای وسیله�ی به X برل -جبر σ اگر که مͬ�کند بیان یͺنوایͬ کلاس قضیه�ی .١.٢.١ ملاحظه

روی منتظم برل اندازه�ی ͷی آن�گاه شود، تولید بسته�است، متناهͬ اشتراک تحت که C مانند مجموعه�ها

مͬ�شود. مشخص ، C روی مقادیرش با یͺتا طور به X

مͬ�گردد: تعریف زیر صورت به X مانند فضایͬ بئر، -جبر σ .٢.٢.١ تعریف

B =< {f−١(U)|U باز , U ⊆ R, f ∈ Cc(X)} > .

آن�هـــا حاصـل�ضـربـͬ فضــای کـه باشنـد ͷتـوپـولـوژیـ فضـای دو X٢ و X١ کنیـد فـرض .٣.٢.١ لم

هاسدورف و فشرده موضعاً فضایͬ شود، مجهز حاصل�ضربͬ توپولوژی با که زمانͬ (X = X١×X٢)

داریم: صورت این در باشند، X روی بر منتظم برل اندازه�ی دو ν ′ و ν طرفͬ از باشد.

E := {E١ × E٢|E١ ∈ B١, E٢ ∈ B٢},

روی ν ′ و ν اگر هستند. X٢ و X١ توسط شده تولید برل�های -جبر σ ترتیب به B٢ و B١ آن در که

آن�گاه ، (∀E١ × E٢ ∈ E : ν(E١ × E٢) = ν ′(E١ × E٢)) باشند داشته یͺسان مقدار E اعضای

داشت. خواهد یͺسانͬ مقدار X برل�های تمام روی

هستند، برل نیز خود ͬͽهم E اعضای و برل�اند اندازه�های ν ′ و ν و برابرند E روی ν ′ و ν چون اثبات.

برابرند. باهم ( ١.٢.١ ملاحظه به توجه (با E وسیله�ی به شده تولید -جبر σ روی ν ′ و ν پس

برقرار حͺم آن�گاه ، (B = ⟨E⟩) باشند برابر E توسط شده تولید -جبر σ با برل�ها مجموعه اگر

شامل که است -جبر σ ͷی ⟨E⟩ آن�گاه �باشد، B ̸= ⟨E⟩ که حالتͬ در ولͬ است،

{f−١(U)|U باز , U ⊆ R, f ∈ Cc(X)},

داشته باید پس است فوق عبارت -جبر σ کوچ�ͷترین با معادل شده تولید -جبر σ که جا آن از و است

١٠



باشیم:

< {f−١(U)|U باز , U ⊆ R, f ∈ Cc(X)} >⊆ ⟨E⟩ ,

بنابراین مͬ�باشند. برابر نیز B روی پس برابرند هم با ⟨E⟩ روی ν ′ و ν چون و ١ B ⊆ ⟨E⟩ نتیجه در

به توجه با پس برابرند. هم با X بئرهای تمام روی که منتظم�اند بئر نتیجه در و برل اندازه�ی دو ν ′ و ν

برل�های به یͺتا توسیع ͷی هاسدورف، و فشرده موضعاً فضای ͷی روی منتظم بئر اندازه�ی هر که این

داریم: بنابراین مͬ�باشد، ν|B = ν ′|B چون طرفͬ از و داشت خواهد فضا آن

ν = ν ′.

مجموعه�های شامل خود که فشرده فضاهای از عبارت�اند فشرده موضعاً فضاهای استاندارد مثال�های

دو از دلخواهͬ ترکیب هر که مͬ�باشد k, l ≥ ٠ که ها Zl و Rk فضاهای ، [٠, ١] بسته�ی بازه�ی متناهͬ،

معنͬ�دار پارامترهای فضاهای کل قطع طور به شده ذکر موارد تمام مͬ�باشد. فشرده موضعاً آخر مورد

مͬ�پوشانند. را شناسͬ) (زیست زیستͬ کاربردهای در انتظار مورد

داریم: متناهͬ X روی احتمال اندازه�های مجموعه�ی برای

P(X) = {ω | ω =
M∑
i=١

aiei, ei({j}) = δij, a١ + ...+ aM = ١, ai ≥ ٠},

یعنͬ است، (M−١)سادک بعد Mباشد، ،X اصلͬ عدد اگر مͬ�شود. نامیده یͷسادک فوق رابطه�ی

رئوس از ترکیبͬ که است M خارجͬ، اندازه�های از یͺتا محدب خطͬ ترکیب ͷی احتمال اندازه هر

مͬ�باشد. سادک

مجموعه مͬ�گیرند، قرار کروموزوم�ها روی بر و دارند ͬͺژنتی خاصیت�های که محل�هایͬ مجموعه

شود. مراجعه (ب) پیوست به کامل�تر اثبات جهت ١
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فشرده�ی موضعاً فضای -ام i مͺان برای مͬ�شود. داده نمایش S = {٠, ١, ..., n} با که مͬ�گوییم مͺان

روی که مͬ�باشد، ضربͬ ساختار دارای پایه) فضای (یا X مجموعه بنابراین مͬ�گیریم. نظر در را Xi

داریم: دیͽر عبارت به است. �شده توصیف مͺان�ها پایه�ی

X = X٠ ×X١ × ...×Xn, (٣.١)

مͬ�باشد. فشرده موضعاً فضای ͷی این که

M(X)شامل که کنید توجه مͬ�گیریم. نظر در متناظرش∥.∥ نرم با را اندازه�ها از X باناخ فضای

این (در آن�ها حدی نقاط و مͬ�باشد M⊗ := ⊗n
i=٠M(Xi) (جبری) تانسوری حاصل�ضربͬ فضای

شامل M⊗ بنابراین است. M̄
∥.∥M(X)
⊗ ⊆ M (X) مͬ�باشد) مدنظر M(X) -نرم ∥.∥ با بستار جا،

ترکیبات همه�ی هم�چنین مͬ�باشد. ωi ∈ M(Xi) آن در که است ω = ω٠⊗ ...⊗ωn ضربͬ اندازه�های

هستند. نوع� این از اندازه�ها از (متناهͬ) خطͬ

M با متناهͬ مجموعه ͷی X صورت این در ، Xi = {١, ...,Mi} مͬ�دهیم قرار ٠ ≤ i ≤ n برای

در Mاست. بعد با حقیقͬ برداری فضای ͷیM(X) = M⊗ و Mمͬ�باشد =
∏n

i=٠Mi که عضو

.M(X) = M⊗ داریم آن�گاه باشد، گسسته X که حالتͬ

نظر در فشرده مجموعه�ی زیر ͷی یا ( R (همانند پایه فضای را ها Xi و متناهͬ را X جا این در

M(X)است. از ١ سره فضای زیر ͷیM⊗ بنابراین مͬ�گیریم.

یـا ٣ برش�هـا از مجموعـه ͷی توسـط یͺتا به�طور S مͺان�های مجموعه از که ٢ مرتب افرازهای

مͺان�هایͬ در موقعیت�ها برش امͺان فرضمͬ�کنیم بͽیرید. نظر در را مشخصمͬ�شوند ۴ اورها کراس

True Subspace ١

Ordered Partitions ٢

Cuts ٣

Crossovers ۴

١٢


