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D�MP JQ�� ��;R� L�M�% '��1 �- '�.�S�, '��T.�1 �1 JU�� �S�, �� �- L- �?	 ���M�% L� �1
0��V�7 ��� J2�- W�X��� ��) J�� 07 �= ��R�1 O2;�8� ������ J:4���541 �1 �- L- �?	 ����Y� � ���X�

O'���.�� Q��� �= �-
'�� �1 0��1 Z�� � �= �[�X1 0�4- �����% J�= �[�X1 0��� �(��; �- �����.�� ��� � ����.�� �=
�- Q��= ����� �4�� %� J���).�� /� �� L� �- Q��= '��; %� JQ�� L� ����% U�N1 DR, �5�= �=
2���.��� �� �� D��*� A�� '��� �- Q��= ��X8;�) %� � �)��.�� ��.��M) 0��\ �� �4�� ]�1
'��.���9 � 
��� D���- ��% �� �- �� ��E�; '��4� O2�N1 ^�P W�) 2���=.��� O2�-.�� _�MP�

OW���� JW���� ��.
��- 0�5�� J
���H� � K4*�

��� �� '�4�� ]�1 0���7 %� JL� 0�8, �1 '��X8, `4��= %� ����% �- �����.�� ��� � ����.�� �=

OQ�� N9�	 JL� /� �� �E*; a�� L�X4����1 %� JL�
OQ)��7 2���) ��) �� 0��� ����\ J%���41 L� �1 �� L�M�% ����\ J�=

Jb����.�1 ��- Jcd�.�1 ��59 J
����.�1 L�H� J'�4��� �� �8F JQM�; �� bd= e4H�= L� �1
�1�) J���.�1 0���� J0��.�1 Q��) J���.�1 Q�S	 J���	.�1 f�R� J�4��.�1 L�� JD��� �� '��-��H
L�;�� Q��� � JQ4*�9 
�8�� �� ���5�= J_��.�1 e	 J���g.�1 Q	��6 J���).�1 �)��M� J����.�1

OL- '%�� J����1 Q��� ���7.�1

QM� ��) %�1 J��; �5�= L��=.�5�= ���
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0��1 k�*?6 �- 2�- ������6 � ��= ����4�F J����1 L� '������ ����� J���- �*6�� '��*� �1 �-
��-� 0���67 �����N1 �4=��� D��P% %� O�4��.��� ��(�� �1 �	��(� L�� J0��� .
��%�� '��.��������
O2����.�� ��= ���;�� 
�5	 �1 �� �,��� L�� '���� � �*,�?� Q�P% �- �H�	 ��� ��-� � ��%7 l�N�N	
:���� J��) %� �*1 � �N�N	 ���� � ��� J���1�5� � �5� 0���������) 0���� �1 2�%.�� ���1 J0���� ��
:X1�4�� '���� � ��;�� �E[�	 _�� �1 �N�N	 �M�� %� 2�-.�� ��= � �� 0�;._�@� ��9� 2�-.��
���� '�67 ����; ����1 %� L4�V�� O����1 L� 0�84�� L���51 J0����%�� L��=��� L�� �� �- Jb��9�

O2����.�� '��N�._�h� ���.
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�,��� L�� ��F� o���� �*��� ' .�,����- '��./��� 0��1 ������.2� � 0��1 3-��4�4� ����1

O2�%����.�� �4p6 ��\ D�8T� � 0�41 �1 ����� L�� �� O�;�1.��
M �4�- q�H O�;�1 R %� �,7.
��� I � '�=�� � ���(1�9 '.�@�P r� R �4�- q�H ��S�� L��1
��% D��F �1 n ∈ N◦ �� '��1 ������ �*1 L4�� −n �- 24��.�� 0�� O�;�1 �EF�� /���−R r�

&�;�1.��
fn
I (M) := inf

{
fIRp(Mp) | p ∈ Supp(M/IM) , dimR/p ≥ n

}

&24��.�� 0�� L4�V��
f !
I (M) = inf {i ∈ N◦ | H i

I (M)QM4� 3-��4�4�} O!

������ f $
I (M) ��� � ���M� ������.2�−I Ji < f $

I (M) �� '��1H i
I(M) '��./���−R O$

'��./���−R J Hf$
I (M)

I (M) %� N 3-��4�4� /�����% �� '��1 
���7 �;�1

O���M� �,�� ������Ext!R(R/I,H
f$
I (M)

I (M)/N) �HomR(R/I,H
f$
I (M)

I (M)/N)

0�� L4�V�� OQ�� ������.2�−I J i ≥ ◦ �� '��1 H i
I(M) 
���7 �;�1 r� �*1 '���� I ���

&
���7 �;�1 �*��� 24� '.�@�P R ��� 24��.��

f $
I (M) = inf {i ∈ N◦ | H i

I (M) QM4� K4*� L���M, } O!

J i < f "
I (M) � j ≥ ◦ �� '��1 
���7 �;�1 `��- '�=�� � �*��� '.�@�P (R,m) ��� O$

������ f "
I (M) ��� 
�d*1 O���M� K4*� L���M, ExtjR(R/I,H i

I(M)) '��./���−R

'��./���−R JHf"
I (M)

I (M) %� N K4*� L���M, /��� ��% �� '��1 
���7 �;�1

O��;�1.�� K4*�L���M,Ext!R(R/I,H
f"
I (M)

I (M)/N) �HomR(R/I,H
f"
I (M)

I (M)/N)
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567'	
�- :H��*� '.�,�@� �� � c�?� !#Bs/�� �� 0��=��� t��= ��1 L4�MX� ������.2� '��./���
�1 0��� W��9 ��./��� o�� L�� ����1 c�[ %� ^�� O�; K��*= J��1 ���� L�� �� �,�@� L4�MX�
o�� L�� O��1 !#C$ /�� �� b�.'�89 ����� ���4�� �� r���=��� ^�[ %� 
�; 0���	 Du��� �)�1
���� :����(��� � ��4��� ���9 %� ���� 0����.����� t��= ���*1 � 0��=��� ��) t��= ��./���

O���H�� ���6 ��41 '.�*,�?�
'+�,����- '��./��� '��1v�4�,�H �*���w'����� '.�4p6 �*��� '+�,����- 25� '���p6 %� ���
/���−Rp Jr ����� Q8x� y4�F ��	 �� '��1 ��-.�� 0�41 �- OQ�� ������ '.����� �1 �*���
/���−R ��� t@H � ��� Q�� �,�� ������ p ∈ Spec(R) �� � i ≤ r �� '��1 H i

IRp
(Mp)

�� �- v�4�,�H �*���w���59 '.�4p6 ���� /���H O�;�1 �,�� ������ i ≤ r �� '��1 H i
I(M)

I /7.
��� '�� M /���−R %� fI(M) ������ �*1 24�*= JQ�� �,�@� L�� �1 z�1�� {�) Q,�P
�-.���9 OQ��

fI (M) = inf
{
i ∈ N◦ | H i

I (M) QM4� �,�� ������ }
(∗)

.fI (M) = ∞ 
���7 �;�1 �5= u�1 '.�	��(� ���
�- Q�� y���

fI (M) := inf
{
i ∈ N◦ | I � Rad(◦ :R H i

I(M))
}

= inf
{
i ∈ N◦ | InH i

I(M) �= ◦ n ∈ N�� '��1}

= inf
{
fIRp(Mp) | p ∈ Spec(R)

}

= inf
{
fIRp(Mp) | p ∈ Supp(M/IM) , dimR/p ≥ ◦}

��% D��F �1 �� fn
I (M) ������ �*1 L4��−n OQ�� �E���� y4�F ��	 r� n �- 24�- q�H /�P

24�-.�� K��*=
fn
I (M) := inf

{
fIRp(Mp) | p ∈ Supp(M/IM) , dimR/p ≥ n

}

/��� L�� L���1��1 .f ◦
I (M) = fI(M) � Q��∞ �� Q8x� y4�F ���@� r� fn

I (M) �- ��; �9�=
fn
I (M) ���@� �1 Q�� 
�; c�?� (∗) �� �- v�4�,�H �*��� w '����� '.�4p6 ��7 �- Q�� c�?�

Dd�9 ��7 ���� D��8	 �1 O��;.�� 
��� 24�*=
f !
I (M) = inf

{
i ∈ N◦ | H i

I (M)QM4� 3-��4�4�}

�
f $
I (M) = inf

{
i ∈ N◦ | H i

I (M) QM4� K4*� L���M, }

|��;�1.�� Q���



c

H i
I (M) �-.'��[ �1 i y4�F ���@� L����- �- Q�� L�� ��� `<H ��� Q�M6 �� �� ��F� �(4��

24��.�� 0�� �� `<H %� ��� Q�M6 �� �-.�,�P �� OQ�� /��*� f !
I (M) �1 QM4� 3-��4�4�

R �- ��6� Q�� /��*� f $
I (M) �1 QM4� K4*� L���M, H i

I (M) �- i y4�F ���@� L����-
��;.�� 
��E��� ��% �4p6 %� �� `<H ��� Q�M6 ��F� �(4�� D�8T� '��1 OQ�� �*��� 24� '�.�@�P

���7 O�;�1 �,�� ������ /���−R r� M � R /�.
��� I J'�=�� '.�@�P R 24�- q�H 898�':,

� Q�� ������.2�−I � 3-��4�4� H i
I (M) /���−R J i < f !

I (M) �� '��1

JHf!
I (M)

I (M) %� N 3-��4�4� /��� ��% �� '��1 J
�d*1 OQM4� 3-��4�4� Hf!
I (M)

I (M)

OQ�� �,�� ������ HomR(R/I,H
f!
I (M)

I (M) /N) /���−R

D��F �1 ��;.�� 
��E��� �� `<H %� ��� Q�M6 ��F� '.�(4�� D�8T� '��1 �- '�.�4p6 L4�V��
Q�� ��%

O�;�1 �,�� ������ /���−R r� M � R /�.
��� I J'�=�� '.�@�P R 24�- q�H 89;�':,
p ∈ �� '��1 H◦

I (M) , · · · , H t−!
I (M) '��./���−R �-.'��[ �1 Jy4�F ��	 t ≥ ! �

'��./��� '.��� 
���7 O��;�1 �,�� ������ �*��� ��[ �1 dimR/p > ! �1 Supp(M/IM)

OQ�� �,�� ������ HomR(R/I,H t
I (M)) /���−R � ������.2�−I ]�H

���6�1 
��X,� '�=�� '.�@�P �� '��1 � �;�1.�� .!O$�4p6 '.�(4�� �- �� ��% '.�4p6 ����� �� �
O24�-.�� D�8T� Q��

�1 O�;�1 �,�� ������ /���−R r� M � R /�.
��� I J'�=�� '.�@�P R 24�- q�H 89<�':,
JH t

I (M) '��./���−R Jt y4�F ��	 �� '�%� �1 D��F L�� �� Odim(M/IM) ≤ ! �-.'��[
O���M� ������.2�−I

�*��� '.�@�P r� (R,m) ��� �- Q�� L�� �� `<H %� ��� Q�M6 ��F� Z���� %� ���� ���
'��./���−R 
���7 �;�1 �,�� ������ /���−R r� M � R /�.
��� I � `��- '�=��

L4�V�� O��;�1.�� K4*� L���M, i < f "
I (M) � j ≥ ◦ �� '��1 ExtjR(R/I,H i

I (M))

HomR(R/I,H
f"
I (M)

I (M) /N) /���−R JHf"
I (M)

I (M) %�N K4*�L���M, /�����% �� '��1
OQ�� K4*� L���M,

AssRH
i
I (M) �- Q�� ���� L�� �� e4@�= '��1 
N4��� ��(�� :X1 L�� �� �� ^�� >6�� ��

OQ�� ������ i = !, $, " �- ��6� i = f j
I (M) '��1

������ /���−R � R %� I /7.
��� � R '�=�� '.�@�P '��1 �� `<H %� ���5\ Q�M6 �� ��(����
.f t

I(M) < f t+!
I (M) 2����f ◦

I (M) = fI(M)'��1 ����4� 0�� �- 2���7.�� /�x� ��\M �,��
O���.��H�� ���6 ����1 ���� �F �� �F D��F �1 ��% Du�@� �,��� L�� ��
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$~ O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O '+�,����- �89 %� �=���@� $O!

<; �(��� �)�*�&!�� ��+*#�� B'��? ��!��
2��� ��� �!��
� ;
"$ O O O O O O O O O O O O O O O ������.2� '��./��� %� �=���@� '���p6 � K���*= !O$
"" O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O ��F� '���p6 $O$
"� O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O �� /�x� "O$

<C �(��� �)�*�&!�� ��!�"#�� ��� �!��
��$! # ��� %��&'�'� ����� <
"# O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O �=���@� '���p6 � K���*= !O"
~� O O O O O O O O O O O O O O O O �*��� '+�,����- '��./��� 0��1 3-��4�4� $O"
�$ O O O O O O O K4*� L���M, '��./��� � '+�,����- '��./��� 0��1 ������.2� "O"
CC O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O ��./�x� ~O"

DC B����

E8 ����� �� �F'46�� �����1)�#
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�?���@� ����:, # $'!�5� �A���(?

�89 � ���(1�9 �89 %� ��4,�� '���p6 � K���*= �1 �� /��� :X1 JQ�� :X1 �� �1 `��� `<H L��
�89 %� �=���@� �1 ��� :X1 �� � 24��.�� {�<�)� ��%�4� ���� ���� 0���� L�� �� �- '+�,���

O2�%����.�� '+�,����-

�?���@� =*�>� 898
���� �1 �� M �EF '�� �4�	 ��M@� �	��(� O�;�1 
��X,� �,���wR JM 24�- q�H 989898 A��(?

D��F �1 � 24�� �� :���� Z(M)

Z(M) := {r ∈ R | ∃m ∈ M s.t m �= ◦ , rm = ◦}

O24�-.�� K��*=

&24�- �� K��*= J�;�1 R %� �,7 
��� I � M %� �,��� ��%wR JN 24�- q�H 9;9898 A��(?

(N :M I) := {m ∈ M | Im ⊆ N}

O�;�1.�� N `��; � M /��� ��%wR J(N :M I)


��� 0�� AnnR(M) �1 �� 07 �- Q�� (◦ :R M) JM /���wR %�M\�� %� ��S�� 9<9898 A��(?
&24�- �� K��*= ��% D��F �1 �



$ �=���@� '���p6 � 24��E� JK���*= O!

AnnR(M) := {r ∈ R | ∀m ∈ M , rm = ◦}

IJ"K#� ��! "- 1��� 0� L��
�� ���K':,M 9N9898 �K':,
/��� �5�7 %� �= �� �x-��P �- ��;�1 .R '.�@�P %� ���� /7 
��� (n ≥ $) Jp!, . . . , pn 24�- q�H
�� JQ�� ��M1 W�� �1 Q8M� �- �;�1 R %� �*�9 ����� ��% S 24�- q�H L4�\ 2� O��;�8�

OS ⊆ pi � ! ≤ i ≤ n �- Q�� ��9�� '� i 
���7 JS ⊆ ⋃n
i=! pi ��� D��<���

O��; �*9��� �C!O"� �4p6 �$�� �1 O��!��
&24�- �� K��*= O�;�1 R %� �,7 
��� I � �@�P r� R 24�- q�H 9O9898 A��(?

r(I) := {a ∈ R : an ∈ I�- '��[ �1 �;�1 ��9�� n ∈ N 0�\ '��	}

�1 O24��� �� I /7 
��� /������ �� /7 
��� L�� O�;�1 �� I `��; �- Q�� R �@�P %� �,7 
��� r(I)
O24�� �� :���� nR Q�d	 �1 � 24��� �� R 0��= ��� /������ �� r(◦) /7 
��� 
 ��

&24�- �� K��*= O�;�1 R %� '� �	��(� ��% E � �@�P r� R 24�- q�H 9D9898 A��(?

V (E) := {p ∈ spec(R) | E ⊆ p}

Q1�T ����� �1 OV (E) = V (I) 
���7 ��; �4,�= R %� E ' �	��(� ��% t��= R %� I /7 
��� ���
OV (R) = V (!) = ∅ � V (◦) = spec(R) ��; ��

OV (
⋃
i∈I

Ei) = V (
∑
i∈I

Ei) =
⋂
i∈I

V (Ei) 
���7 �;�1R '�� �	��(� ��% %� '� 
�����) {Ei}i∈I ���
� V (I ∩ J) = V (IJ) = V (I) ∪ V (J) 
���7 ��;�1 R %� /7 
��� �� J � I ��� L4�\ 2�

OV (I) = V (r(I))

A���;� � ������ ���*= ���=� Q�= f = {V (I)/I � R} ' ������ �- ��� �� 0�� ]�H Z����
OQ�� ��M1 
��X,� ���*=

V (J) ⊆ 
���7 I ⊆ J �����[ �1 ��;�1 R %� ���� /7 
��� J � I � �@�P R 24�- q�H 9E9898 $*
OV (I)



" �=���@� f,�?� O!O!

�R, I ⊆ J q�H e8[ 0�\ /�P JJ ⊆ p D��<��� �� Op ∈ V (I) � I ⊆ J 24�- q�H O��!��
OV (J) ⊆ V (I) 3� J ⊆ p

24��� �4,�� /��� ��% r� ��M %�N 
�� /��� ��% O�;�1 /���wRr�M 24�- q�H 9P9898 A��(?
fa(m+N) = am+N '.�?1�� �1 fa : M/N −→ M/N ��X���� Ja ∈ R �� '��1 
�� ��

O0��= ��� �� �;�1 r� �1 r� �� m ∈ M �� '��1
Q�� ��9�� t ∈ N 
���7 Jn �∈ N � an ∈ N ��� n ∈ M �� � a ∈ R �� '��1 /��*� D��8	 �1

OatM ⊆ N �-
�� �;�1 /�� /7 
��� r� r(◦ :R M/N) = p �����[ �1 �;�1 M '.��4,�� /��� ��% N 24�- q�H

O24��� �� ��4,��wp /��� ��% r� �� N D��<���

�� O�;�1 R %� �,��4M-�� /7 
��� m = r(I) �����[ �1 �;�1 R %� �,7 
��� I 24�- q�H 9C9898 $*
O�;�1 �� �4,��wm �,7 
��� JI D��<���

O��; �*9��� �#O~� �4p6 �$�� �1 O��!��

/��� ��% %� ������ ���*= A���;� 07 /��� ��% �� ��� Q�� L���M, M /���wR 98Q9898 A��(?
O�;�1 �4,�� '��

�� O��;�1 R %� 
��X,� ���� /7 
��� I!, . . . , In � R %� �,�� /7 
��� p 24�- q�H 9889898 �K':,
&��,��*� ��% '�� 
��N� D��<���

OIi ⊆ p � ! ≤ i ≤ n �- Q�� ��9�� '� i O!
⋂n

i=! Ii ⊆ p O$
∏n

i=! Ii ⊆ p O"

O��; �*9��� ���O"� 2, �$�� �1 O��!��

r(I) = r(J) D��<��� �� O��;�1 R %� ���� /7 
��� J � I � �@�P r� R 24�- q�H 98;9898 $*
OV (I) = V (J) ��� �5�= � ���

�(4�� �� I ⊆ p 3� p ∈ V (I) � r(I) = r(J) 24�- q�H &(⇐) O��!��
J ⊆ r(J) = r(I) ⊆ r(p) = p.

OQ�� �1�� ��?1 N4� 3�*,�1 � p ∈ V (J) 3� J ⊆ p �R,
2���� !!O!O!�4p6 e8[ V (I) = V (J) 24�- q�H&(⇒)



~ �=���@� '���p6 � 24��E� JK���*= O!

I ⊆ r(I) =
⋂

p∈spec(R),I⊆p

p s.t I ⊆ p ⇒ p ∈ V (I) = V (J) ⇒ J ⊆ p

O��; �� ��(�� �1�� ��?1 07 3�	
⋂

p∈spec(R),I⊆p

p =
⋂

p∈spec(R),J⊆p

p. 3�

&��,��*� ��% '�� 
��N� D��<��� �� O�;�1 ����� � ���(1�9 �@�P R 24�- q�H 98<9898 �K':,
OQ�� '�=�� R O!

OQ�� /���N-�� �p	 '���� R '�� /7 
��� %� �5=�� �	��(� ��% �� O$

O��; �� K6��� R '�� /7 
��� %� '��*F �4(�% �� O"

O��; �*9��� �!OC� 
��N� �!� �1 O��!��
p /�� /7 
��� D��<��� �� O�;�1 /���wR r� M � '�=�� '� �@�P R 24�- q�H 98N9898 A��(?
Op = (◦ :R x) �����[ �1 �;�1 ��9�� x ����� M %� �EF�� '�p	 
���� 24��� �� M �1 ��M1�� ��

O24�� �� :���� Ass(M) �� AssR(M) ���� �1 �� M �1 ��M1�� /�� '�� /7 
��� �	��(�

AssR(M) �= ∅ D��<��� �� O�;�1 '�=�� '� �@�P R � /���wR JM 24�- q�H 98O9898 �K':,
OM �= ◦ ��� �5�= � ���

O��; �*9��� �"�O#� �(4�� �$�� �1 O��!��
&Q�� ���6�1 ��% '�� 
��N� D��<��� �� O�;�1 �EF�� �,���wR JM 24�- q�H 98D9898 �K':,

M �1 ��M1�� /��� /7 
��� r� {(◦ :R x) | ◦ �= x ∈ M} �	��(� %� /���N-�� �p	 �� O!
OAssR(M) �= ∅ {�<) �1 � Q��

.Z(M) =
⋃

p∈Ass(M)

p O$

O��; �*9��� �"CO#� �(4�� �$�� �1 O��!��
��X����wR � �� /���wR %� e46� '� ��;� ◦ −→ M −→ N −→ L −→ ◦ ��� 98E9898 �K':,


���7 O�;�1 ��

.AssR(M) ⊆ AssR(N) ⊆ AssR(M) ∪ AssR(L)



� �=���@� f,�?� O!O!

O��; �*9��� �!OC� �4p6 �$$� �1 O��!��

D��F L�� �� O�;�1 R '.�	��(� ��% S � ����� � ���(1�9 '� �@�P R 24�- q�H 98P9898 A��(?
&
���� 24��� R %� �1�� '.��M1 '.�	��(� ��% �� S

!R ∈ S O!

∀x, y ∈ S ; xy ∈ S O$

R × S '�� ∼ '.�?1�� O�;�1 R %� �1�� '.��M1 '.�	��(���% r� S 24�- q�H 98C9898 A��(?
&24�-.�� K��*= ��% D��F �1 ��

& R× S �p	 (b, t) � (a, s) �� '�%� �1
(a, s) ∼ (b, t) ⇐⇒ ∃u ∈ S s.t u(at− bs) = ◦

� R �p	 a �� '��1 � OQ�� '%��.2� '.�?1�� r� R× S '�� ∼ '.�?1�� �- ��;.�� 
��� ����7 �1
&2���� � 24��.�� 0�� a

s
���� �1 �� (a, s) '%��.2� _d- S �p	 s

a

s
= {(a′, s′) ∈ R× S | (a′, s′) ∼ (a, s) }

O24��.�� :���� S−!R ���� �1 �� a
s
'%��.2� '��._d- ���= '.�	��(�

&Q�� ���(1�9 '.�@�P r� J��% W�� � >�9 �1 S−!R 9;Q9898 �K':,
(a/s) + (b/t) = (ta+ sb)/st , (a/s)(b/t) = (ab)/(st)

Q8M� R '���M- �@�P O�;�1 R �@�P %� �1�� ��M1 '.�	��(� ��% S 24�- q�H 9;89898 A��(?
O24�� �� :���� S−!R �1 �� S �1�� ��M1 '.�	��(� ��% �1

r� 2��� R %� S �1�� ��M1 �	��(� ��% 07 �� �- Q�� �,�x� J�@�P L�� '��4�1 '�� /�x� %� ���
�8; '� �@�P JS−!R ��*� �� �M- �@�P Q,�P L�� �� JQ�� R \ p ��*� JR %� p 0�\ /�� /7 
���
'%�� �*��� �� f���� '� p '�%� �1 R %� Rp L�)�� � ��; �� 
��� :���� Rp �1 �- Q�� �*���

O����� �� p �� R
OQ�� !! 07 �1�� ����� � ◦

! JS−!R JR '���M- �@�P �EF �p	

'.�	��(� JM `��� %� ��S�� O�;�1 /���wR r� M 24�- q�H 9;;9898 A��(?
{p ∈ spec(R) | Mp �= ◦}

O���� �� :���� Supp(M) �� SuppR(M) �1 �- Q��

�5�=� ��� SuppR(M) = ∅ D��<����� O�;�1 ����X,� /���wR JM 24�- q�H 9;<9898 �K':,
OM = ◦���



C �=���@� '���p6 � 24��E� JK���*= O!

O��; �*9��� �!�O#� 2, �$�� �1 O��!��

��9�� R %� I /7 
��� D��<��� �� O�;�1 ������ `��� �1 /���wR r� N 24�- q�H 9;N9898 $*
OSuppR(N) = V (I) �����[ �1 Q��

%� 
��E��� �1 I =
⋂n

i=! pi 24�� �� ���6 � SuppR(N) = {p!, . . . , pn} 24�- q�H O��!��
OSuppR(N) = V (I) &�- ��; �� �SPd� ��P�� �1 !!O!O! �4p6

/���wR %� ���=�- � e46� '.��;� ◦ −→ M −→ N −→ L −→ ◦ 24�- q�H 9;O9898 �K':,
&D��<��� �� O�;�1 �� ��X����wR � ��

.SuppR(N) = SuppR(L) ∪ SuppR(M)

O��; �*9��� � ~ :X1 $ `<H� �#� �1 O��!��

&D��F L�� �� �;�1 �,�� ������ /��� −R r� M �4�- q�H 9;D9898 �K':,

.SuppR(M) = V (AnnR(M)) O!

.SuppR(M/IM) = V (I + AnnR(M)) O$

O��; �*9��� �$sO#� 2, �$�� �1 O��!��

D��<��� �� O��;�1 �,�� ������ ���� /���wR JN � M 24�- q�H 9;E9898 �K':,

SuppR(M ⊗R N) = SuppR(M) ∩ SuppR(N).

O��; �*9��� � ~ :X1 $ `<H� �#� �1 O��!��

D��<��� �� O�;�1 /���−R JM � '�=�� '� �@�P R 24�- q�H 9;P9898 �K':,

OQ�� ������ '� �	��(� AssR(M) 
���7 J�;�1 �,�� ������ M ��� O!

AssR(M) ⊆ SuppR(M) O$

O�����M� 2� �1 SuppR(M) � AssR(M) '�� �	��(� /��4�4� �F��	 �	��(� O"

O��; �*9��� ��OC� �4p6 �$$� �1 O��!��



B �=���@� f,�?� O!O!

�p	 �� D��<��� �� O�;�1 
��X,� /���wR JM � '�=�� '� �@�P R 24�- q�H 9;C9898 �K':,
OQ�� AssR(M) %� '�p	 `��; SuppR(M)

O��; �� D�8T� ��P�� �1 �"� Q�M6 ��86 �4p6 �1 �9�= �1 O��!��


��� '.�	��(� D��<��� �� O�;�1 ��4=�7 /���wR JM � '�=�� '� �@PR 24�-q�H 9<Q9898 �K':,
OAssR(M) = SuppR(M) � AssR(M) ⊆ Max(R) � Q�� ������ M ��M1�� /��� '�� /7

O��;.�� D�8T� �~"O#� L���= �$�� � ��86 '.��4p6 �1 �9�= �1 O��!��

&D��<��� �� O�;�1 /���wR JM 24�- q�H 9<89898 �K':,
O�;�1 �,�� ������ M /��� ��% �� ��� �5�= � ��� Q�� '�=�� /���wR JM

O��; �*9��� �!"OB� 2, �B� �1 O��!��

�-.'��[ �1 ��;�1 R '.�@�P %� /��� ���� /7.
��� q � p � '�=�� '�.�@�P R �4�- q�H 9<;9898 �K':,
��9�� ��.07 L41 /��� /7.
��� �������� ���*= 
���7 J�;�1 ��9�� �5�7 L41 '�.
�� /��� /7.
��� ��� Op � q

O�;�1.��

O��; �*9��� �!~~� �4p6 �$$� �1 O��!��

IJ�
R��2� "#� ���K':,M 9<<9898 �K':,
D��<��� �� O�;�1 ��X����R r� f : M −→ N � /���wR �� N � M 24�- q�H

OM/kerf ∼=R N 
���7 J�;�1 ��X����1wR r� f ��� 
 �� �1 OM/kerf ∼=R Imf

O��; �*9��� �""OC� �4p6 �$�� �1 O��!��

IJ�
R��2� .# ���K':,M 9<N9898 �K':,
D��<��� �� O��;�1 M %� /��� ��% �� P � N � �;�1 /���wR r� M24�- q�H

P +N/P ∼=R N/N ∩ P

O��; �*9��� �"BOC� �4p6 �$�� �1 O��!��



� �=���@� '���p6 � 24��E� JK���*= O!

IJ�
R��2� .�� ���K':,M 9<O9898 �K':,
�� .P � N �-.'��[.�1 ��;�1 M %� /��� ��% �� N � P � �;�1 /��� −R r� M 24�- q�H

D��F L��

M/P

N/P
∼= M/N

O��; �*9��� �"�OC� �4p6 �$�� �1 O��!��

IJ���@*� ���K':,M 9<D9898 �K':,
��% N 24�- q�H � �;�1 ��X����wR r� f : M −→ M

′ � /���wR �� M ′ � M 24�- q�H
���@,� ��X���� D��<��� �� Of(N) ⊆ N

′ � M ′ /��� ��% N ′ � M /���
f ∗ : M/N −→ M

′
/N

′

&�- ��7 �� Q�� �1 x ∈ M �� '��1 f ∗(x+N) = f(x) +N
′ �?1�� �1

OQ��;�� f ∗ 
���7 J�;�1 �;�� f ��� O!

OQ�� r� �1 r� f ∗ 
���7 f−!(N
′
) = N ��� O$

O��; �� D�8T� ��P�� �1 O��!��

'u�1 0��- L����\�- �1��1 �� p o�E=�� D��F L�� �� Op ∈ Spec(R) �4�- q�H 9<E9898 A��(?
'��.
�4(�% '�5,�[ '.�	��(�

p◦ ⊂ p! ⊂ . . . ⊂ pn

0��- L����\�- �	��(� L�� ����� �1 z��� 24�-.�� K��*= pn = p �5�7 �� �- R /�� '�5,7.
��� %�
'.�@�P �1 24���X1 ��� � � htp �1 �� p o�E=�� O24���.�� ∞ �� 07 D��F L�� �4g �� � J�;�1 ��;�� u�1

O24��.�� 0�� � htRp �1 24�- �4-�= �[�1��

&�1 �1��1 �� R '.�@�P �*1 9<P9898 A��(?
sup{htRp ; p ∈ Spec(R)}

D��F L�� �4g �� � J�;�1 ��;�� u�1 0��- L����\�- ]�H '.�	��(� ����� �1 z��� 24�-.�� K��*=
O24��.�� 0�� dimR �1 �� R �*1 O24���.�� ∞ �� 07



# �=���@� f,�?� O!O!

&24�-.�� K��*= L4�\ � 
��� 0�� � dimM � dimRM �1 �� M /���−R �*1 9<C9898 A��(?

dimRM := sup {n | ∃ p◦, . . . , pn ∈ SuppRM ; p◦ ⊂ p! ⊂ . . . ⊂ pn}

∞ �� 07 D��F L�� �4g �� � J�;�1 ��;�� u�1 0��- L����\�- ]�H '.�	��(� ����� �1 z���
O24���.��

.dimRM = −! 24M���.�� ������6 �1��1 
��.07 M = ◦ ���
&24��.�� ���6 D��F L�� �� dimRM = n ���

AsshR(M) := {p ∈ AssR(M) | dimR(R/p) = n}

� �� /���wR %� e46� '.��;� ◦ −→ M −→ N −→ L −→ ◦ 24�- q�H 9NQ9898 �K':,
&D��<��� �� OdimRN < ∞ �����[ �1 �;�1 �� ��X����wR

dimRN = Max{dimRL, dimRM}

O��; �*9��� $�O!O! �4p6 �1 O��!��

�����[ �1 ��;�1 /���wR �� JT ′ � T � �@�P r� R 24�- q�H 9N89898 $*
�(4�� �� � SuppR(T ) = SuppR(T

′
) D��<��� �� OAssR(T ) = AssR(T

′
)

.dimRT = dimRT
′

D��<��� �� p ∈ SuppR(T ) � AssR(T ) = AssR(T
′
) 24�- q�H O��!��

0�\ �H�[ %� Oq ⊆ p $#O!O! �4p6 �1 �9�= �1 �- Q�� ��9�� q ∈ AssR(T ) = AssR(T
′
)

�R, Oq ∈ SuppR(T
′
) D��<��� �� Jq ∈ AssR(T

′
) ⊆ SuppR(T

′
)

3� OSuppR(T ′
) ⊆ SuppR(T ) ��; �� Q1�T �1�� ��[ �1 � SuppR(T ) ⊆ SuppR(T

′
)

OQ�� ���6�1 '��M=

�� /���wR %� 
�=�- � e46� ��;� ◦ −→ N −→ M −→ M/N −→ ◦ 24�- q�H 9N;9898 $*
OdimRM/N ≤ dimRM � dimRN ≤ dimRM D��<��� �� O�;�1 �� ��X����wR �

�(4�� �� .SuppR(M) = SuppR(N) ∪ SuppR(M/N) J$�O!O!'.��4p6 �1 ��1 O��!��
��[ L4�� .dimRN ≤ dimRM /��� �*1 K��*= e8[ OSuppR(N) ⊆ SuppR(M)

OdimRM/N ≤ dimRM �(4�� �� � SuppR(M/N) ⊆ SuppR(M)



!s �=���@� '���p6 � 24��E� JK���*= O!

&
��.07�;�1 �,�� ������ /���−R r� M ��� 9N<9898 �K':,
dimRM = dimRR/AnnR(M).

O��;.�� �(4�� ��P�� �1 2�P J"#O!O! K��*= � �!� Q�M6 $CO!O! '.�4p6 �1 �9�= �1 O��!��
�,�� ������ /���wR r� M �= ◦ � '�=�� �*��� '� �@�P (R,m) 24�- q�H 9NN9898 �K':,

OdimRM/xM = dimRM − ! D��<��� �� Ox ∈ m \ Z(M) � �;�1

O��; �*9��� �� 2, C `<H� �$$� �1 O��!��
/�� /7 
��� �4� � I ⊂ p ��4=��F �� 24��� I /7 
��� /��4�4� /�� /� 
��� �� p 9NO9898 A��(?

O�;�8� ��9�� p � I L41 '����
O����� �� N4� �@�P /��4�4� /�� �� 07 J�;�1 A �@�P %� (◦) /7 
��� /��4�4� /�� /� 
��� p ��� I��S?

IJ"#�� �4T� "- 1��� ���':,M 9ND9898 �K':,
Ohtp ≤ ! D��<��� �� O�;�1 R %� (a) /��4�4� /�� /7 
��� r� p � '�=�� �@�P R 24�- q�H

O��; �*9��� � $ �4p6 !� `<H� �$�� �1 O��!��
IJ"#�� �4T� "- 1��� ���':, $'&(?M 9NE9898 �K':,

�� O�;�1 R %� (a!, . . . , an) /7 
��� r� '�� /��4�4� /�� r� p � '�=�� �@�P R 24�- q�H
Ohtp ≤ n D��<���

O��; �*9��� � ~ �4p6 !� `<H� �$�� �1 O��!��
IJ"#�� �4T� "- 1��� ���':, $'&(? %2 M 9NP9898 �K':,

Q�� ��9�� a!, . . . , an ∈ R D��<��� �� Ohtp = n � p ∈ SpecR � '�=�� �@�P R 24�- q�H
OQ�� (a!, . . . , an) /��4�4� /�� r� p �����[ �1

O��; �*9��� �!" �4p6 !� `<H� �$�� �1 O��!��
a!, . . . , ad ∈ R �� D��<��� �� OdimR = d � �*��� �@�P (R,m) 24�- q�H 9NC9898 A��(?

O24��� �� R '��1 '������� 2�M4� r� √(a!, . . . , ad) = m �����[ �1 ��

D��<��� �� Oa!, . . . , an ∈ m � '�=�� � �*��� �@�P (R,m) 24�- q�H 9OQ9898 �K':,
dimR− n ≤ dimR/(a!, . . . , an) ≤ dimR


�d	 �1
'������� 2�M4� r� %� ���M6 a!, . . . , an ��� �5�= � ��� dimR/(a!, . . . , an) = dimR − n

O��� >4��= '������� 2�M4� �1 �� 07 0��= �� ��*� O�;�1


