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  چکيده 

  

  به معرفی " فضای تاپ"و " گروه تعميم يافته"اين پايان نامه بر پايه مفاهيمی چون در

 . روی اين فضاهای تاپ می پردازيم" ل تم نيمه ديناميکی کامسسي"

  از ديگر مفاهيمی است که مورد بررسی " سيستم نيمه ديناميکی کامل توپولوژيکی " 

  .قرار گرفته است

  " سيستم نيمه ديناميکی کامل توپولوژيکی" را به عنوان يک  "فضای ژنتيک " پايان و در 

  معرفی می کنيم که تلاشی در جهت نشان دادن کاربردی بودن مبحث سيستم نيمه 

  .ديناميکی کامل توپولوژيکی است

  .گروه تعميم يافته ، فضای تاپ ، سيستم نيمه ديناميکی : واژگان کليدی
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  ٧                                 نيم گروه ماتريسی ريس            : ٢-١بخش     

  ١٨        ی تاپ                                               فضاها: ٣-١بخش      

  ٢٢                                        نيمه ديناميکی کاملهای سيستم : فصل دوم

  ٢٣                                   نيمه ديناميکی کاملهای سيستم : ١-٢بخش     

  ٣٩فضای ژنتيک                                                       : ٢-٢بخش     
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  مقدمه

  

  به معرفی" فضای تاپ"و " گروه تعميم يافته"اين پايان نامه بر پايه مفاهيمی چون در

 . روی اين فضاهای تاپ می پردازيم" ل تم نيمه ديناميکی کامسسي"

  با مفهوم ويژگی های مهم آنها در مقايسه" گروه تعميم يافته"در فصل اول با معرفی 

  گروه"و مفاهيمی چون منحصر به فرد بودن معکوس هرعضو بررسی می کنيم" گروه"

  .می کنيمدر قالب قضيه و لم اثبات " تعميم يافته

  طورکاملبه " نيم گروه ماتريسی ريس"در ادامه فصل يک گروه تعميم يافته مهم به نام 

  اشد آنگاهب" گروه تعميم يافته" Gکه اگر يک مجموعه  معرفی می کنيم  و نشان می دهيم

G  يکريخت است" ريس  نيم گروه ماتريسی"با يک.  

  ادامه در  را فی برخی از ويژگی های آنو معر" گروه تعميم يافته"مفهوم همريختی 
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   می پردازيم در اين فصل به تعريف و بررسی فضاهای تاپ همين طور؛می آوريم

  .که ماتريس ريس يک فضای تاپ است می دهيمو نشان 

  در" سيستم ديناميکی " و همين طور " سيستم نيمه ديناميکی کامل " بررسی معرفی و 

  .فصل دوم قرار دارند 

  از ديگر مفاهيمی است که در اين فصل به" سيستم نيمه ديناميکی کامل توپولوژيکی " 

  سيستم نيمه " به عنوان يک " فضای ژنتيک " و در پايان فصل دوم ؛ می پردازيمآنها  

  . کنيممی  معرفی" ل توپولوژيکی ديناميکی کام
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  فصل اول

  

  
  فضای تاپ 
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   "گروه تعميم يافته" با تعريف و بررسی  فصل مشتمل برسه بخش است که اين

  .و خواص آن شروع می شود

  .در اين فصل آورده ايمرا " نيم گروه ماتريسی ريس " و " نيم گروه ساده کامل " مفهوم 

  گروه تعميم يافته است  Gبه کمک چند قضيه و لم نشان داده ايم  که يک نيم گروه  

  اگر و تنها اگر نيم گروه ساده کامل باشد؛ و همين طور همريختی گروه های تعميم 

  در ادامه فضاهای تاپ را تعريف و بررسی می کنيم و نشان بررسی کرده ايم ؛  را يافته

  .فضای تاپ استمی دهيم که ماتريس ريس يک 

  .مورد استفاده قرار گرفته است  [1],[2],[3],[4],[5],[6]در اين فصل مراجع

  

  "گروه تعميم يافته"  :١-١بخش 

  گروه Gبا استفاده از چند لم و قضيه نشان خواهيم داد که يک نيم گروه  اين قسمتدر 

  .است اگر و تنها اگر يک نيم گروه ساده کامل باشد تعميم يافته 

  

  همراه با يک عمل دوتايی که ضرب ناميده می شود  Gمجموعه غير تهی :١.١.١تعريف 

  : را نيم گروه می ناميم هرگاه عمل دوتايی شرکت پذير باشد، يعنی

       G   :(xy)z=x(yz)در   x,y,zبرای هر 

  

  :  Gدر  xکه به ازای هر  aعضو  Gدر نيم گروه :٢.١.١تعريف 

ax=xa=a 

  . نشان می دهيم  0می ناميم و با  Gرا عضو صفر 
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aଶرا خودتوان می ناميم هرگاه  aعضو  Gدر نيم گروه : ٣.١.١ تعريف ൌ a.  

  

  :می ناميم هرگاه  سادهکاملا نيم گروه را  Gيک نيم گروه : ۴.١.١تعريف

 G    :GaG= Gدر  a غير صفربه ازای هر عضو)  ١

          :آنگاه ef=feباشند به طوری که   Gدو عضو غير صفر و خودتوان  e , fاگر )  ٢

e=f          

  

گروه تعميم يافته می ناميم اگر شرايط زير را داشته را  Gگروه نيم يک  :۵.١.١تعريف 
  :باشد

   :که به گونه ای وجود داشته باشد Gدر  e(x)عنصر يکتای  Gدر   xبا ازای هر ) ١

  
                              xe(x)=x      و  e(x)x=x  

    :                                     که وجود داشته باشد Gدر  xିଵيک عنصر  Gدر   xبرای هر) ٢

=e(x) xିଵ x    وx=e(x) xିଵ .  

  

  .هر گروه يک گروه تعميم يافته است: ۶.١.١ مثال

  

  .    e(e(x))=e(x)آنگاه  Gدر   xيک گروه تعميم يافته باشد و  Gاگر : ٧.١.١لم

  

  پسe(x)x=x  چون   : اثبات

( e(x)x) xିଵ=xxିଵ  بنابراين 

e(x)(xxିଵ)= xxିଵ 

  :پس xxିଵ = e(x)با توجه به اينکه 
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e(x)e(x)=e(x)    e(e(x))=e(x).   � 

  

يک معکوس منحصر به  Gدر  xيک گروه تعميم يافته باشد هر  Gاگر :  ٨.١.١ قضيه
  فرد 

  .دارد Gدر 

אفرض کنيم : اثبات אy,z   وx   ܩ     : به گونه ای باشند کهܩ

                yx=xy=e(x)                             وzx=xz=e(x)                   

  بنابراين

x=xe(x)=x(yx)=x(ye(y))x=((xy)e(y))x=(e(x)e(y))x  

  و

x=xe(x)=x(xy)=x(x(ye(y))=x((xy)(e(y))=x(e(x)(e(y))  

  :پس 

x=x(e(y)e(x))=(e(y)e(x))x  

  :نتيجه می گيريم  e(x)بنا به يکتايی 

e(x)e(y)=e(y)e(x)=e(x)  

  :داريم ٧.١.١در آخر با توجه به لم         e(e(x))=e(y)    :پس 

e(x)=e(y)  

  e(z)=e(x):به طريق مشابه نتيجه ميشود 

  □    .y=ye(y)=ye(x)=y(xz)=(yx)z=e(x)z=e(z)z=z: بنابراين 

אxمعکوس    .نشان می دهيم xିଵ رابا ܩ

  

  :يک گروه تعميم يافته باشد  Gاگر : ٩.١.١قضيه 
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  . e(xିଵ(G    =e(x):در  xبه ازای هر ) الف

  .  e(x)=e(y):  آنگاه   xy=yxبه گونه ای باشند که  Gدو عضو  y و    xاگر ) ب

  

  : اثبات

          =e(x) e(xିଵ)  x=  xିଵ =e(xିଵ)  xିଵ x e(x))      الف

  )١(       =e(x) e(xିଵ) e(x): بنابراين

       =e(xିଵ) xିଵ x = xିଵ x e(x)از طرفی 

  )       ٢(       e(xିଵ) e(x)= e(x):  بنابراين

 =e(xିଵ) e(e(x))       :نتيجه می شودکه ) ٢(و ) ١(از 

 yିଵ =yx xe(y)=xyyିଵ)                        ب

    )٣         (
 

  xe(y)y=yx yିଵ y      xy=yxe(y)   yx=yxe(y) 

 ) xy = xye(x) )   .۴به طريق مشابه  

     :داريم ) ۴(و ) ٣(  پس با توجه به    xy=yx  از اينکه 

xye(x)=yxe(y)= xye(y)    e(x)=e(y).� 

 

 نيم گروه ماتريسی ريس:٢-١بخش 

  

   .دو مجموعه دلخواه باشند  רو  I يک گروه باشد و Dفرض کنيم : ١.٢.١ و تعريف قضيه

  :با ضرب    ר×I×D  يک نگاشت باشد، آنگاه  I ×ר :D  P →اگر 

(i,a,ߣሻሺj,b,ߤሻൌሺi,aPሺߣ,jሻb,ߤሻ 

  گروه ماتريسی ريس می ناميم  و با يک گروه تعميم يافته است  که آن را نيم 
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 MሺD, I,ר,Pሻ نشان می دهيم.   

  

و  (ߣ,i,a) :فرض کنيم. خوش تعريف استدهيم اين عمل ضرب  ابتدا نشان می :اثبات

(j,b,ߤ)    و(k,c,t)   و(l,d,u)  دلخواه  چهارعضو I×D×به طوری که  باشند ר:  

=(i,a,ߣ) (j,b,ߤ)    و    (k,c,t) = (l,d,u)    

  .uൌtو     dൌcو    lൌkو       ߣ ൌߤو      a=bو     i=j: بنابراين

  lሻ,ߤkሻൌPሺ,ߣPሺ  : يک نگاشت است داريم Pبا توجه به اينکه 

 lሻd,uሻ,ߤሻൌ ሺj,bPሺߤ,kሻc,ߣሺi,aPሺ .: بنابراين

  :باشند ר×I×D سه عضو دلخواه    (k,c,t)و    (ߤ,j,b)و  (ߣ,i,a) کنيمفرض  

,ߣi, ሾܲሺ) =(ߣ,i,a)e ,  ר×I×D ג(ߣ,i,a)به ازای هر )     ١ ݅ሻሿିଵ,زيرا   (ߣ: 

  
 (i,a,ߣ ) (i, ሾܲሺߣ, ݅ሻሿିଵ,ߣ)=(i,a,ߣሻ  

(i, ሾܲሺߣ, ݅ሻሿିଵ,ߣ) (i,a,ߣሻൌ (i,a,ߣሻ  

  

,ሺiبرای يافتن  ר×I×D ג(ߣ,i,a)به ازای هر  ) ٢ a, λሻିଵ   معرفی می کنيم(j,b,ߤ) : 

                                                       

    (i,a,ߣ )(j,b,ߤ)= ሺi,aPሺߣ,jሻb,ߤሻ  

  

(j,b,ߤ) (i,a,ߣሻൌሺj,bPሺߤ,iሻa,ߣሻ    

,ߣi, ሾܲሺ)=(ߣ,i,a)eچون  ݅ሻሿିଵ,پس          (ߣ :  

ሺi,aPሺߣ,jሻb,ߤሻൌ ሺj,bPሺߤ,iሻa,ߣሻൌ (i, ሾܲሺߣ, ݅ሻሿିଵ,ߣ)  

  :را به صورت زير معرفی می کنيم (ߤ,j,b)بنابراين 
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j:=i     ,    ߣ=:ߤ      ,     b:= ሾܲሺߣ, ݅ሻሿିଵܽିଵሾܲሺߣ, ݅ሻሿିଵ  

  □.يک گروه تعميم يافته است ר×I×Dبنابراين 

  

  : آنگاه  Gגaيک گروه تعميم يافته باشد و  Gاگر : ٢.٢.١لم 

 aG=e(a)G  

  . {Gגag : g}=aGکه  

  

  :باشد داريم    aمعکوس  aିଵو    Gגaاگر : اثبات

aG=e(a)aGك e(a)G  

e(a)G=aaିଵGكaG    

  □. aG=e(a)G: بنابراين

  

  : Gגaيک گروه تعميم يافته باشد به ازای هر  Gاگر : ٣.٢.١لم 

GaG=G 

  

  ، GكGaGآنگاه   Gגaاگر   :اثبات

  :آنگاه Gגxفرض کنيم     GaGكGبرای اينکه نشان دهيم 

e(x) e(x)  a e(x) = e(x) a e(x)        وe(x) a e(x) e(x) = e(x) a e(x)  

  :،  بنابراين e(x)=e[e(x)ae(x)]: پس 

xגGxxିଵG=Ge(x)G =G e[e(x)ae(x)]G =G [e(x)ae(x)] ሾeሺxሻaeሺxሻሿିଵG 

 GaGك 

 □.   GaG=Gپس    
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  :آنگاه  e(a)G ≠ øתe(b)Gو      Gגa,b گروه تعميم يافته باشد و G اگر: ۴.٢.١لم 

e(b)G = e(a)G    

  

  :به طوری که   G ג f , dآنگاه وجود دارند    (e(a)Gתe(b)G) ג cفرض کنيم  : اثبات

c = e(b)d = e(a)f 

  )١(                      e(a) c = e(a) e(a) f = e(a) f = c:   بنابراين 

  : وجود دارند که    G ג  z , t؛  پس     GcG = Gبا توجه به لم قبل ، 

e(a) = zct 

   

  :؛ پس    e(a) = ze(a)ct:  داريم) ١(با توجه به  

 e(a) = ሺeሺaሻሻଷ = e(a) (ze(a)ct) e(a) 

  e(a) = xcy: آنگاه  y:= t e(a)و     x:= e(a)z eሺaሻقرار دهيم  اگر 

  )٢( x e(a) = x   .    و       y e(a) = yبنابراين   

  : آنگاه    g:= cyxفرض کنيم   

gଶ= cyx cyx  = cy (xcy)x = cy e(a) x = c(y e(a)) x = cyx = g  

  )٣(         e(g) = gکه نتيجه می دهد   

                                   e(a)g = e(a)cyx = cyx = g   :داريم) ١(از طرفی با توجه به 

                                       

  g e(a) = cyx e(a) = cyx = g   :                         داريم) ٢(و همين طور با توجه به 

  . e(a) =e(g):  بنابراين

   : پس  ؛  e(a) = g:   نتيجه می گيريم) ٣(که از 



 
 

١١ 

 

e(a)G = cyxG ك cG = e(a)fG ك e(a)G    

  ؛  e(a)G = cG:    که نتيجه می دهد 

  ؛    e(b)G = cGبه طريق مشابه می توان نشان داد که  

 □.  e(a)G = e(b)G:   بنابراين   

  

  با يک نيم گروه ماتريسی ريس   Gيک گروه تعميم يافته باشد آنگاه    Gاگر : ۵.٢.١قضيه 

  . يکريخت است 

  

  :را به صورت زير تعريف می کنيم e(G)مجموعه  :اثبات 

e(G):={ e(a):aגG} 

  .نشان می دهيم  1را با  e(a)را انتخاب می کنيم  و   Gגaيک عنصر  

  : که  به طوری وجود دارند    e(G)كרو     e(G) كIدو مجموعه  

     ١     (                                                                } {aG : aג e(G)} = {iG : iגI   

,  ଵ݅ ג    Iاگر و        ݅ଶ      ്و ݅ଶ  ݅ଵ     ݅آنگاهଵת ܩ ݅ଶܩ ്   .        

    ٢(                  {Gb : b ג e(G) } = { Gרגߣ : ߣ }                                          
                    

, ଵߣاگر         ଶߣ ଵߣ ଶߣو    רג   . ଶߣଶ≠ ø  GߣGת آنگاه      ്

  .  רתI ג 1    )٣    

  : دلخواه فرض کنيم    ר×I ג (ߣ , i)برای  

ݎ ൌ  ݅1      

݂  نگاشت  
 :(1GתG1)→(iGתG1)   با تعريف ݂

(x) = ݎ x   يک نگاشت يک به  

  .يک است 
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  : برای نشان دادن اين مطلب می نويسيم 

  

 ݎ = 1ݎ (11) = (ݎ1)1

  ݎ1 = (1ݎ)1 = 1(ݎ1)

  .   1 = (ݎ1)eپس  

  : بنابراين    xଶݎ xଵ=1ݎ1آنگاه       xଶݎ =xଵݎ   حال اگر

ሺ1ݎሻିଵ1ݎxଵ=ሺ1ݎሻିଵ1 ݎxଶ    ฺ  xଵ =  xଶ   

݂ بنابراين  
  .يک نگاشت يک به يک است   

݂ برای پوشايی  
  :آنگاه   G1תiGגyفرض کنيم     

 ݂
ሺሺݎሻିଵy) = y 

   ሻିଵyݎሺݎ1z =1 :  آنگاه   ሻିଵyݎሺݎ =:zزيرا اگر قرار دهيم  

    1z = 1y:  بنابراين 

  : می توانيم قرار دهيم    z , yبا توجه به تعريف 

z:= iत              ,           y:= iण                 که णגG  ,त  

  : درنتيجه.   iत ൌ 1 iण 1:  پس 

         )١( ሺi1iሻ ण ൌ ሺi1iሻ त   ฺሺi1iሻିଵ ሺi1iሻ ण ൌ ሺi1iሻିଵ ሺi1iሻ त            
      

  :درنتيجه.   i = e(g) که    G גgوجود دارد    e(G) ك Iגi چون  

  

ii = e(g) e(g) = e(g) = i 

  :بنابراين داريم



 
 

١٣ 

 

൜
ሺi1iሻi ൌ  i1i
iሺi1iሻ  ൌ  i1i          ฺ  eሺi1iሻ ൌ i   ฺሺi1iሻିଵ ሺi1iሻ ൌ i 

  .   z ൌ yپس    iण    iत = :به تساوی زير می انجامد) ١(بنابراين رايطه 

݂ پس  
   .يک نگاشت پوشا است  

  :با تعريف         (ߣG ת iG)  →  (G1 ת iG) :ሺ,ഊሻ݂  بطور مشابه

  ݂ሺ,ഊሻ (x) = xݍఒ   

  .يک نگاشت يک به يک و پوشا است

  .است  Gيک افراز برای    {IגiG : i}نشان می دهند که  ۴.٢.١و لم  ٢.٢.١لم 

  .است  Gيک افراز برای   { רגߣ : ߣG}به طريق مشابه  

  ) ١(    .است Gيک افراز برای    ሽ רגߣ , Iגi : ߣG ת iG } بنابراين  

ሺ,ഊሻo ݂݂  اين حقيقت و اين مطلب که 
   نگاشت يک به يک و پوشا است؛ نشان يک  

  .دارد   ఒݍaݎ به صورت  نمايش منحصر به فرد Gגaمی دهد که هر  

  :منحصر به فرد وجود دارند که   רגߣو    Iגi) :  ١(زيرا با توجه به  

a ൌ is          ,         a ൌ tߣ        )sגG  وt (و  

   ሺ  ݂ሺ,ഊሻo ݂
ሻሺaሻ ൌ ݎaݍఒ   

  :که   دارای ضابطه زير است  (G1 ת 1G) →  I×ר : P:     تعريف می کنيم 

                                                                             P (ߣ , i ) = ݍఒݎ            

  

  :محاسبات سرراست نشان می دهد که نگاشت

           G →  ר×(G1 ת 1G)×I :ߖ

  يک يکريختی بين نيم گروه ماتريسی ريس   ఒݍaݎ = ( ߣ , i , a)ߖبا تعريف  

                      M((1G ת G1) , I , ר , P)    وG   است.  



 
 

١۴ 

 

  

  : )ريسقضيه ( ۶.٢.١ قضيه 

a(  فرض کنيمD يک گروه باشد و I  دو مجموعه دلخواه باشند  רو . 
  

  :با ضرب    ר×I×D  تعميم يافته ی و گروهيک نگاشت باشد،  I×ר :D  P →اگر

(i,a,ߣሻሺj,b,ߤሻൌሺi,aPሺߣ,jሻb,ߤሻ  

  يک نيم گروه ساده کامل  Pሻ,ר,MሺD,Iدر نظر بگيريم آنگاه نيم گروه ماتريسی ريس 

  .است

b( هر نيم گروه ساده کامل با يک نيم گروه ماتريسی ريس يکريخت است. 
 

  :  اثبات

a(  قرار می دهيمS := MሺD,I,ר,Pሻ   ١.٢.١با توجه به قضيه  ,S    يک گروه تعميم 

  
  :   Sגaبه ازای هر  ٢.١.١لم توجه به   يافته است و با

SaS = S 

 خودتوان است  اگر و تنها اگر  Sدر    (ߣ , i , a)عنصر غير صفر 

  
(i , a , ߣ) = (i , a , ߣ) (i , a , ߣ) = ( i , aP(ߣ , i)a , ߣ)  

, a = ሾPሺλکه معادل است با  iሻሿିଵ         وP(ߣ , i) ≠ 0  .  

, e = (i ,  ሾPሺλ حال فرض کنيم  iሻሿିଵ , و      (ߣf = (j ,  ሾPሺµ , jሻሿିଵ , ߤ)    

  :يعنی    fe = efو      باشند   Sدو عضو خودتوان غير صفر   

(i ,  ሾPሺλ , iሻሿିଵ Pሺλ , iሻ  ሾPሺµ , jሻሿିଵ , ߤ) = (j , 
 ሾPሺµ , jሻሿିଵ Pሺµ , jሻ  ሾPሺλ , iሻሿିଵ , ߣ) 

  f = e:   پس        ߣߤ ൌ و             j = i:    که نتيجه می دهد



 
 

١۵ 

 

  .يک نيم گروه ساده کامل است   S بنابرين 

b( [2]مرجع.    

  .قضيه بعد را به ما نتيجه می دهند ١.٢.١قضيه ريس و قضيه  

  

  گروه تعميم يافته است اگر و تنها اگر  نيم گروه ساده ,   Gيک نيم گروه :  ٧.٢.١ قضيه

  .کامل باشد

  

  يا گروه تعميم ( را نيم گروه ساده ی کامل توپولوژيکی     Gيک مجموعه : ٨.٢.١ تعريف

  : هرگاه ناميم می) يا فته ی توپولوژيکی

١  (G  يک گروه تعميم يافته باشد. 

٢ (G يک فضای هاسدورف باشد. 

ீ భ:ீ ՜        نگاشت های            ) ٣
          షభ        وమ:ீൈீ ՜ ீ

ሺ ,୦ሻ୦    

  
  .های پيوسته باشندنگاشت 

  با عمل دوتايی  Gهر فضای ناتهی توپولوژيکی هاسدورف :  ٩.٢.١مثال 

ீൈீ ՜ீ
ሺୟ ,ୠሻୟ   

  . توپولوژيکی است يک نيم گروه ساده کامل 

  

نرمال می ناميم هرگاه يک نيم گروه ساده کامل را نيم گروه ساده کامل :  ١٠.٢.١ تعريف
  :   Gגx , yبه ازای هر  

         e( xy) = e(x) e(y). 

  



 
 

١۶ 

 

 =G   ({0}‐فرض کنيد:  ١١.٢.١ مثال   مجموعه اعداد حقيقی است ، آنگاه  که  )× 

G با ضرب زير:  

.  ܩ 
ሺሺܽ , ܾሻ, ሺܿ 

  .نيم گروه ساده کامل نرمال است

  

  يک نگاشت    f : G → Hميم يافته باشند و دو گروه تع  Hو   Gاگر : ١٢.٢.١تعريف 

  : Gג a , bمی ناميم هرگاه به ازای هر   همريختیرا   fباشد آنگاه  

f(ab) = f(a)f(b).  

  :برقرار است Gגaروابط زير به ازای هر يک همريختی باشد آنگاه  fاگر 

١ (f(e(a)) = e(f(a))   

٢(   f(aିଵ) = ሺfሺaሻሻିଵ 

    

  

  :را به صورت زير تعريف می کنيم aدر   fهسته  Gגaبه ازای هر 

Ker f(a) := { x גG :  f(x) = f(e(a))}    

ୟ݂:= ݂ലீو   { G : e(݃) = e(a)ג݃ } =:ୟܩاگر 
 Kerباشند ؛ آنگاه    ୟ݂   وKer f  را  

  :چنين تعريف می کنيم 

Ker  ୟ݂:= {xܩגୟ : f(x) = f(e(a))}. 

Ker f :=  ڂ ker ୟ݂ୟגG  

  

   Ker f(a)يک همريختی باشد آنگاه    f : G → Hو   Gגaفرض کنيد :  ١٣.٢.١قضيه 

  يک به يک است اگر و تنها اگر به ازای هر f بعلاوه ,  است Gزيرگروه تعميم يافته  يک


