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چ΋یده

ͳخط غیر ͳزمان های برایسری مونتکارلو سازی هموار

نگارنده
ͳسنچول یاسر

فضای ͳعموم های مدل در سازی هموار محاسبات انجام برای هایی روش نامه، پایان این در ما
کنیم. ͳم ارائه حالت

از استفاده با زمان طول در ها آن ͳتکامل سیر و کننده هموار توابع از مختصری ارائه به ها روش این
جدیدی های Έتکنی بخصوص، کند. ͳم استناد ترتیبی گیری نمونه باز و گیری نمونه های نظریه

اند. شده ارائه گذشته های حالت های دنباله از نمونه های یافته تولید برای
غیر مقابل ی نقطه عنوان به تواند ͳم که پسرو و پیشرو هموارسازی فرآیند Έی در ها Έتکنی این
قرار مدنظر ͳخط نرمال حالت در کالمن١ استاندارد سازی شبیه های هموارکننده نرمال غیر و ͳخط

اند. شده انجام بΎیرد،
های روش اعتبار و است شده اثبات شده هموار های مسیر خطای مربعات میانگین همΎرایی

کند. ͳم تایید را ما پیشنهادی

١Calman
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پیشΎفتار

که است پسین توزیع آوردن بدست بیزی، های روش ی گسترده استفاده در عمده محدودیت Έی

سخت بسیار محاسبه این که آنجایی از شود. گرفته انتگرال متغیره چند تابع Έی از است لازم اغلب

نمود. پیشنهاد را مستقیم گیری انتگرال کوتاه های روش توان ͳم باشد، ͳم

از را ͳمستقیم های نمونه بتوانیم تا کنیم ͳم تمرکز مارکف زنجیر کارلوی مونت روی اینجا در ما

کنیم. سازی شبیه نظر مورد ی پیچیده های توزیع

مقادیر از ها روش این در زیرا باشند ͳم پرکاربرد بسیار مارکف زنجیر ی کارلو مونت های روش

تولید مارکف زنجیر Έی و شده استفاده بعدی ی نمونه ͳتصادف مقادیر تولید برای ͳقبل ی نمونه

١٩٩٠(نمونه سال اوایل در مارکف زنجیر کارلو مونت فرد به منحصر روش Έی وقوع گردد. ͳم

کرد. پیدا بیزی مسائل از ای گسترده کلاس برای ͳوسیع کاربرد ( گیبس گیر

ͳم ارائه را مارکف زنجیر از ای مقدمه و پرداخته کارلو مونت انتگرال ͳمعرف به اول فصل در ما

مارکف دنباله تولید با الΎوریتم این ی رابطه به هستینگ-متروپلیس، الΎوریتم بیان با سپس کنیم.

نماییم. ͳم اشاره

برای بهینه برآورد مسائل گه آنجایی از پردازیم. ͳم هموارسازی و پالایش ͳمعرف به دوم فصل در اما

پالایش های روش پذیرند، ͳنم را ͳتحلیل های حل راه اغلب ͳخط غیر حالت فضای های مدل

گرفت قرار استفاده مورد برآورد، مسائل عددی حل های الΎوریتم از رایج کلاس Έی بعنوان ذره

و Έروباتی اقتصادسنجʹ، کامپیوتر، مانند ͳمختلف های زمینه در مره روز بصورت نیز اکنون هم و

گیرد. ͳم قرار استفاده مورد ناوبری

ͳم سازی شبیه پایه بر پذیر انعطاف و قدرتمند های روش از ای مجموعه ذره، پالایش های روش

ͳم ارائه را p(x۱:n|y۱:n) پسین های توزیع مطابق شده توزیع تقریبی بصورت های نمونه که باشند

کنند. ͳم p(y۱:n) تقریبی محاسبه به Έکم و نمایند

از مستقل ͳشرط بطور که ͳوقت را t = ۱,۲, ..., n که yt ͳزمان سری Έی سوم فصل در

١



پیشΎفتار

ͳالΎچ برآورد با را کار این ما کنیم. ͳم سازی مدل را باشد ͳم αt نشده مشاهده حالت Έی

ͳم انجام شود، ͳم محاسبه ͳسخت به که f(αt|y۱, y۲, ..., yt) = f(αt|Yt); t = ۱,۲, ..., n

انتقال ͳالΎچ و f(yt|αt) اندازه ͳالΎچ دو هر برای را پارامتری های صورت همچنین دهیم.

مد را سازی شبیه بوسیله پالایش انجام های روش همچنین گیریم. ͳم نظر در f(αt+۱|αt) حالت

کنیم. ͳم بیان را ͳ΋کم متغیر و ذره ͳصاف مفاهیم و دهیم ͳم قرار نظر

برای مثال چند و پردازیم ͳم نظر مورد همواسازی انجام برای مدل چند ارائه به نیز چهارم فصل در

مهم نقاط ترتیبی گیری نمونه از استفاده با را هموارسازی سپس کنیم. ͳم ارائه مطلب شدن روشن

مدل بهترین ͳمعرف به آمده، بدست نتایج از استفاده با و دهیم ͳم انجام پسرو سازی شبیه همچنین و

بهترین شده ͳمعرف مدل آمده، بدست نتایج به توجه با کنیم. ͳم اقدام ͳروش چنین برای مم΋ن

کند. ͳم ارائه ما به هموارسازی امر در را جواب

٢



١ فصل

مارکف زنجیر مونتکارلوی

مقدمه

که است پسین توزیع آوردن بدست بیزی، های روش ی گسترده استفاده در عمده محدودیت Έی

سخت بسیار محاسبه این که آنجایی از شود. گرفته انتگرال متغیره چند تابع Έی از است لازم اغلب

(١٩٩١ نمود.(اسمیت١ پیشنهاد را مستقیم گیری انتگرال کوتاه های روش توان ͳم باشد، ͳم

از را ͳمستقیم های نمونه بتوانیم تا کنیم ͳم ٢تمرکز مارکف زنجیر کارلوی مونت روی اینجا در ما

کنیم. سازی شبیه نظر مورد ی پیچیده های توزیع

مقادیر از ها روش این در زیرا باشند ͳم پرکاربرد بسیار مارکف زنجیر ی کارلو مونت های روش

تولید مارکف زنجیر Έی و شده استفاده بعدی ی نمونه ͳتصادف مقادیر تولید برای ͳقبل ی نمونه

١٩٩٠(نمونه سال اوایل در مارکف زنجیر کارلو مونت فرد به منحصر روش Έی وقوع گردد. ͳم

کرد. پیدا بیزی مسائل از ای گسترده کلاس برای ͳوسیع کاربرد (٣ گیبس گیر

ͳریاض امید عنوان به ها آن ͳمعرف با پیچیده، های انتگرال ی محاسبه برای دانان Έفیزی تلاش

ها توزیع آن از نمونه انتخاب ی بوسیله ها ͳریاض امید این تقریب سپس و ها توزیع از ͳبرخ برای

گرفت. ͳم صورت

١Smith
٢ Markov Chain Monte Carlo(MCMC)
٣Gibbs sampler

٣
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مونتکارلو گیری انتگرال ١.١

از استفاده با ها انتگرال ی محاسبه برای دانان Έفیزی توسط که بود ͳروش کارلو مونت روش مبدا

بدست را زیر ی پیچیده انتگرال خواهیم ͳم که کنیم فرض بود. شده ایجاد ͳتصادف اعداد تولید

∫بیاوریم b

a

h(x)dx (١.١)

p(x) مانند احتمال ͳالΎچ تابع Έی و f(x) مانند تابع Έی حاصلضرب به را h(x) بتوانیم اگر

داشت خواهیم کنیم، تجزیه است شده تعریف (a, b) روی ∫که b

a

h(x)dx =

∫ b

a

f(x)p(x)dx = Ep(x)[f(x)] (٢.١)

کرد. بیان p(x) ͳالΎچ روی f(x) ͳریاض امید صورت به توان ͳم را اولیه انتگرل بنابراین

انتخاب p(x) ͳالΎچ از را X۱, X۲, ..., Xn مانند ͳتصادف های متغیر از زیادی تعداد ما اگر حال

آنگاه ∫کنیم، b

a

h(x)dx = Ep(x)[f(x)] ≃
۱

n

n∑
i=۱

f(xi) (٣.١)

برای تواند ͳم کارلو مونت انتگرال باشد. ͳم موسوم کارلو مونت گیری انتگرال به فوق عبارت که

شود. استفاده نیز بیزی های تحلیل در نیاز مورد پسین) ای (حاشیه پسین های توزیع تخمین

زنیم ͳم تقریب زیر صورت به را آن بΎیرید. نظر در را
∫
f(y|x)p(x)dx انتگرال

Î(y) =
۱

n

n∑
i=۱

f(y|xi) (۴.١)

از عبارتست کارلو مونت ی شده برآورد استاندارد خطای اند. شده انتخاب p(x) ͳالΎچ از xi که

SE۲[Î(y)] =
۱

n
(

۱

n− ۱

n∑
i=۱

(f(y|xi)− Î(y))۲)

مارکف های زنجیر بر ای مقدمه ١.١.١

فضای که کنیم ͳم فرض همچنین و باشد t زمان در ͳتصادف متغیر Έی Xt که کنیم ͳم فرض

باشد. X مم΋ن مقادیر ی دامنه نیز حالت

۴
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فضای در مختلف های مقدار بین انتقال های احتمال اگر است مارکف فرآیند Έی ͳتصادف متغیر

ͳیعن باشد داشته ͳبستگ ͳتصادف متغیر ͳفعل حالت به فقط حالت

Pr(Xt+۱ = sj|X۰ = sk, ..., Xt = si) = Pr(Xt+۱ = sj|Xt = si) (۵.١)

متغیر آینده حالت ͳبین پیش برای ͳفعل حالت اطلاعات تنها مارکف ͳتصادف متغیر Έی برای

کند. ͳنم ایجاد تغییری انتقال احتمال در گذشته های حالت مقدار دانستن و است نیاز ͳتصادف

توسط که دارد اشاره (X۰, X۱, ..., Xn) ͳتصادف های متغیر از ای دنباله به مارکف زنجیر Έی

بنابراین شود. ͳم ͳمعرف انتقالش های احتمال توسط زنجیر Έی اند. شده تولید مارکف فرآیند

انتقال واحد گام Έی بوسیله sj به si حالت از فرآیند که است این احتمال P (i, j) = P (i→ j)

یابد. ͳم

P (i, j) = P (i→ j) = P (Xt+۱ = sj|Xt = si) (۶.١)

کنیم. ͳم استفاده j به i از انتقال Έی برای P (i→ j) علامت از

t زمان در j حالت در زنجیر که باشد این احتمال با برابر πj(t) = P (Xt = sj) کنید فرض

ما باشد. t گام در حالت فضای های احتمال با سطری بردار π(t) کنیم ͳم فرض همچنین است.

عناصر ی همه اغلب کنیم. ͳم شروع π(۰) ی کننده آغاز بردار Έی کردن مشخص با را زنجیر

حالت آن در فرآیند شروع با مطابق که ١ فرد به منحصر یΈعنصر برای جز به باشند، ͳم صفر π(۰)

است. خاص

چپمن-کولموگروف معادله توسط باشد، داشته t+۱ زمان در si حالت مقدار زنجیر اینکه احتمال

حالت این از انتقال احتمال و ͳفعل گام خاصدر ͳحالت های احتمال جم΄ حاصل که آید ͳم بدست

است. si حالت به

πi(t+ ۱) = P (Xt+۱ = si)

=
∑

k P (Xt+۱ = si|Xt = sk).P (Xt = sk)

=
∑

k P (k → i).πk(t) =
∑

k P (k, i).πk(t)

(٧.١)

دهد. ͳم توضیح را زنجیر ͳتکامل سیر چپمن-کولموگروف، ی معادله پی در پی تکرار

احتمال ماتریس بنویسیم. ماتریس Έی در خلاصه بطور را چپمن-کولموگروف معادله توانیم ͳم ما

نیز p(i, j) و کنیم ͳم تعریف است، p(i, j) آن عنصر امین j و i که ͳماتریس عنوان به را P انتقال

شود ͳم چپمن-کولموگروف ی معادله بنابراین است. j حالت به i حالت از انتقال احتمال

π(t+ ۱) = π(t).P (٨.١)

۵
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تکرار چپمن-کولموگروف فرمول سرعت به چΎونه که کنیم ͳم مشاهده P ماتریس از استفاده با

شود ͳم

π(t) = π(t− ۱).P = (π(t− ۲)P )P = π(t− ۲)P ۲ (٩.١)

که دهد ͳم نشان روش این ی ادامه

π(t) = π(۰).P t (١٠.١)

که است j معلوم مرحله در فرآیند اینکه احتمال عنوان به (P n
ij) n-ام گام انتقال احتمال تعریف

بنابراین باشد ͳم است، قبل مرحله n ͳیعن i مرحله در آن شروع ی نقطه

P n
ij = P (Xt+n = sj|Xt = si) (١١.١)

باشد. ͳم P n ام ij عضو درست P n
ij که آید ͳم بر چنین

باشند ارتباط در هم با ها حالت ی همه هرگاه گوییم، ͳنشدن ساده را مارکف زنجیر Έی نهایت در

شود.) گام Έی از بیشتر است مم΋ن چند برود.(هر دیΎری عضو هر به بتواند دلخواه یΈعضو و

حرکت برای نیاز مورد های گام تعداد اگر شود ͳم گفته ای دوره غیر مارکف، زنجیر Έی همچنین

با ای چرخه در نباشد مجبور زنجیر دیΎر عبارت به نباشد. عدد تعدادی از مضربی حالت دو بین

باشد. معین های حالت بین ثابت طول

و آب و باشیم داشته ( ابری ، آفتابی ، ͳباران ) صورت به ͳحالت فضای که کنید فرض .١ مثال

است. وابسته امروز هوای به فردا هوای احتمال بنابراین کند. پیروی مارکف زنجیر Έی از هوا

: باشد زیر صورت به باشد شده داده ͳباران امروز که انتقال احتمال که کنیم ͳم فرض

Pr( فردا ͳباران| امروز ͳباران) = ۰٫ ۵

Pr( فردا |آفتابی امروز ͳباران) = ۰٫ ۲۵

Pr( فردا |ابری امروز ͳباران) = ۰٫ ۲۵

بقیه که کنیم ͳم فرض باشد. ͳم (۰٫ ۵, ۰٫ ۲۵, ۰٫ ۲۵) صورت به انتقال احتمال ماتریس اول سطر

باشد: شده داده زیر صورت به ماتریس ی

P =

 ۰٫ ۵ ۰٫ ۲۵ ۰٫ ۲۵

۰٫ ۵ ۰ ۰٫ ۵

۰٫ ۲۵ ۰٫ ۲۵ ۰٫ ۵


۶
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باشند. ͳم ارتباط در هم با ها حالت ی همه ͳیعن است ͳنشدن ساده مارکف، زنجیر که کنید توجه

بود؟ خواهد چΎونه آینده روز ٢ هوای باشد، آفتابی هوا امروز کنیم فرض اگر حال

و باشد ͳم π(۰) = (۰ ۱ ۰) اینجا در

π(۲) = π(۰)P ۲ = (۰٫ ۳۷۵ ۰٫ ۲۵ ۰٫ ۳۷۵)

π(۷) = π(۰)P ۷ = (۰٫ ۴ ۰٫ ۲ ۰٫ ۴)

انتظار مورد هوای بنابراین ، π(۰) = (۱ ۰ ۰) گاه آن باشد، ͳباران امروز کنیم ͳم فرض عکس، بر

است: زیر صورت به

π(۲) = (۰٫ ۴۳۷۵ ۰٫ ۱۸۷۵ ۰٫ ۳۷۵)

π(۷) = (۰٫ ۴ ۰٫ ۲ ۰٫ ۴)

کننده شروع مقدار از مستقل انتظار مورد هوای ،ͳکاف زمان مقدار از پس که باشید داشته توجه

شروع مقدار از مستقل احتمال مقادیر و است رسیده ساکن حالت به زنجیر دیΎر عبارت به است.

باشد. ͳم کننده

مرحله هر در احتمال بردارهای که است ͳحالت ، π∗ ساکن حالت شد، اشاره بالا در که طور همان

است. آغازی شرایط از مستقل شده، داده معین

کند ͳم ایجاب ساکن بخش

π∗ = π∗.P (١٢.١)

باشد. ͳم λ = ۱ با P ی ویژه مقادیر π∗ دیΎر، عبارت به

زنجیر Έی ͳوقت باشد. تناوبی غیر و ͳنشدن ساده زنجیر که است این ساکن بخش Έی های شرط

بخش Έی هرگز بنابراین و کند تناوب ها حالت بین مشخص مسیر Έی در تواند ͳم است تناوبی

است.) زنجیر این ساکن بخش گردش، مسیر این حقیقت دهد.(در ͳنم نتیجه را ساکن

غیر گاه آن باشد، نداشته -١ با برابر ای ویژه مقادیر P، اگر که داد خواهد نشان استدلال ͳکم

است. تناوبی

باشند برقرار ͳتفصیل تعادل معادلات که است این فرد به منحصر ساکن یΈحالت برای ͳکاف شرط

.( j و i هر ازای (به

P (j → k)π∗
j = P (k → j)π∗

k (١٣.١)

را فوق ی معادله و پذیر برگشت را مارکف زنجیر j و i هر ازای به باشند برقرار فوق معادلات اگر

گوییم. پذیری برگشت شرط

٧
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هستینگ-متروپلیس الΎوریتم ٢.١

ی پیچیده احتمال های توزیع از گیری نمونه کارلو، مونت گیری انتگرال کاربرد در مش΋ل Έی

ͳم مارکف زنجیر کارلوی مونت های روش های ریشه مش΋ل، این حل برای تلاش باشد. ͳم p(x)

باشند.

که p(x) = (f(x)/k) و باشد p(x) توزیع از هایی نمونه آوردن بدست ما هدف که کنید فرض

باشد. دشوار نیز آن آوردن بدست و باشد مجهول تواند ͳم که است ساز نرمال ثابت Έی k آن در

ͳم صدق زیر شرایط در که کند ͳم تولید فوق توزیع های نمونه از دنباله Έی متروپلیس۴ الΎوریتم

کنند:

شود. شروع کند، ͳم صدق f(θ۰) > ۰ در θ۰که آغازی مقدار هر ١-با

نمونه q(θ۱, θ۲) دار جهش توزیع از را θ∗ داوطلب ی نقطه Έی ، θ ͳفعل مقدار از استفاده با -٢

است. θ۱ ی گذشته مقدار به θ۲ معلوم مقدار بازگشت احتمال با برابر q(θ۱, θ۲) که کنیم، ͳم گیری

ͳیعن باشد متقارن که است این متروپلیس الΎوریتم در دار جهش ͳالΎچ روی محدودیت تنها

q(θ۲, θ۱) = q(θ۱, θ۲) (١۴.١)

ͳفعل ی نقطه و (θ∗) داوطلب ی نقطه در ͳالΎچ نسبت ، θ∗ داوطلب ی نقطه بودن معلوم ٣-با

کنیم: ͳم محاسبه را (θt−۱)

α =
p(θ∗)

p(θt−۱)
=

f(θ∗)

f(θt−۱)
(١۵.١)

دهیم ͳم قرار و پذیریم ͳم را داوطلب ی نقطه ، (α > ۱) دهد، افزایش را ͳالΎچ جهش ۴-اگر

با آنگاه ، (α < ۱) داد، کاهش را ͳالΎچ جهش اگر اما رویم. ͳم ٢ ی مرحله به و (θt = θ∗)

مرحله به و کرده رد را آن (α = ۱) صورت این غیر در پذیریم، ͳم را داوطلب ی نقطه α احتمال

رویم. ͳم ٢

نماییم: خلاصه زیر عبارت ی محاسبه با را متروپلیس گیری نمونه توانیم ͳم ما

α = min(
f(θ∗)

f(θt−۱)
,۱) (١۶.١)

پذیریم. ͳم α احتمال با را داوطلب ی نقطه بنابراین و

θt از گذار احتمال که بطوری شود ͳم تولید (θ۰, θ۱,…, θk,…)مارکف زنجیر Έی روش این با

۴Metropolis

٨
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ندارد. ͳبستگ (θ۰,…, θt−۱) به و دارد ͳبستگ θt به فقط θt+۱ به

q(θ۱, θ۲) = Pr(θ۱ → θ۲) دلخواه گذار احتمال تابع از استفاده با ١٩٧٠ سال در هستینگ۵

: داد قرار زیر صورت به را داوطلب ی نقطه ͳقبول احتمال و داد تعمیم را متروپلیس الΎوریتم

α = min(
f(θ∗)q(θ∗, θt−۱)

f(θt−۱)q(θt−۱, θ∗)
,۱) (١٧.١)

نامیم. ͳم هستینگ-متروپلیس را الΎوریتم این

دهد. ͳم نتیجه را ͳاصل متروپلیس الΎوریتم باشد، متقارن پیشنهادی توزیع اینکه فرض

بΎیرید: نظر در را زیر وارون مقیاس پارامتر با χ۲ توزیع .٢ مثال

p(θ) = C.θ−n/۲.exp(
−a
۲θ

)

با را a=۴ پارامتر و آزادی درجه n=۵ با توزیع این از گیری نمونه خواهیم ͳم که کنید فرض و

کنیم. سازی شبیه متروپلیس الΎوریتم از استفاده

روی ی΋نواخت توزیع را خود داوطلب عضو ی کننده تولید توزیع که کنیم ͳم فرض همچنین

فرض اما دارد، وجود ١٠٠ بالای های داده ی توده احتمال وضوح، به ایم. گرفته نظر در (۰,۱۰۰)

گرفت. نادیده را آن بتوان که باشد Έکوچ ͳکاف ی اندازه به احتمال این که کنیم ͳم

فرض و گیریم ͳم نظر در را θ۰ = ۱ کننده شروع مقدار عنوان به کنیم. ͳم اجرا را الΎوریتم حال

بنابراین دهد. ͳم را θ∗ = ۳۹/۸۲ داوطلب مقدار ی΋نواخت، توزیع که کنیم ͳم

α = min(
f(θ∗)

f(θt−۱)
,۱) = min(

(۳۹/۸۲)−۲/۵.exp(− ۲
۳۹/۸۲)

(۱)−۲/۵
.exp(− ۲

۲/۱
),۱) = ۰/۰۰۰۷

بنابراین شود. ͳم پذیرفته ٠/٠٠٠٧ احتمال با θ∗ مقدار باشد، ͳم α < ۱ حالت این در چون

ͳم Uباشد، 6 α اگر را θ∗ و کرده انتخاب (٠،١) ی΋نواخت توزیع از را U ،ͳتصادف بطور ما

پیشنهادی توزیع از را دیΎری داوطلب مقدار و شود ͳم رد داوطلب عضو حالت این در پذیریم.

. است شده داده نشان زیر ش΋ل در θ∗ اول مقدار ۵٠٠ نتیجه . دهیم ͳم ادامه بالا طبق و انتخاب

θ∗ مقادیر همه با (مطابق دارد وجود ش΋ل در ͳمسطح ͳطولان های دوره که باشید داشته توجه

گویند. ͳم آمیخته ضعیف بطور را هایی زنجیر چنین اند). شده رد که

باشد ͳنم متقارن داوطلب توزیع گاه آن باشد، χ۲
۱ ما پیشنهادی توزیع که کنیم ͳم فرض مقابل در

۵Hasting

٩



مارکف زنجیر کارلوی مونت .١

اول مقدار ۵٠٠ نتیجه :١.١ ش΋ل

نمونه ی نتیجه Έی حالت این در کنیم. استفاده هستینگ-متروپلیس الΎوریتم از بایست ͳم و

درش΋ل ͳزمان سری که داریم توجه است. شده داده نشان زیر ش΋ل در هستینگ-متروپلیس گیری

گویند. ͳم آمیخته خوب بطور هایی زنجیر چنین به و آید ͳم نظر به خالص اغتشاش به شبیه زیر

هستینگ-متروپلیس گیری نمونه ی نتیجه Έی :٢.١ ش΋ل

مارکف یΈزنجیر عنوان هستینگ-متروپلیسبه گیری نمونه ١.٢.١

ͳکاف کند، ͳم تولید مارکف زنجیر Έی هستینگ-متروپلیس گیری نمونه اینکه دادن نشان برای

کند. ͳم صدق ͳتفصیل معادلات در هستینگ-متروپلیس گذار ی هسته که دهیم نشان است

انتقال و کنیم ͳم گیری نمونه q(x, y) = Pr(x→ y|q) از هستینگ-متروپلیس الΎوریتم تحت

بود: خواهد زیر صورت به گذار ی هسته بنابراین پذیریم، ͳم α(x, y) احتمال با را

Pr(x→ y) = q(x, y)α(x, y) = q(x, y)min(
p(y)q(y, x)

p(x)q(x, y)
,۱) (١٨.١)

١٠


