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تشͺر و تقدیر

و شد رهنمون�مان دانش و علم طریق به و بخشید هستͬ�مان که را یͺتا پروردگار بی�کران سپاس

ساخت روزی�مان را معرفت و علم از چینͬ خوشه و نمود مفتخرمان دانش و علم رهروان همنشینͬ به

عالم. منجͬ یͽانه (عج) مهدی حضرت عصر، امام محضر به بی�پایان درود و

حسن با سعه�صدر، کمال در که میرزاپور اله فرض دکتر آقای جناب شایسته؛ و کمالات با استاد از

را رساله این راهنمایی زحمت و ننمودند دریغ من بر عرصه این در ͬͺکم هیچ از فروتنͬ، و خلق

گرفتند. به�عهده

زحمت و بوده بنده راه�گشای دلاویز نکته�های با که مرصعͬ علͬ آقای جناب از تشͺر و تقدیر با و

داشته�اند. به�عهده را رساله این مشاوره

و بوده مشͺلات با مواجهه در بنده گاه تکیه تحصیل طول در همواره که مسعود عزیزم برادر از و

و بخش شادی وجودشان که خواهرانم از همچنین و مͬ�کنم. تشͺر مͬ�باشد دلͽرمیم مایه وجودش

سپاسͽزارم. است بنده آرامش مایه صفایشان

زمینه�ی در که نیشابوری محمدرضا سید دکتر آقای جناب و کاظمͬ موسͬ حسین سید آقای جناب از و

دارم. را تشͺر و تقدیر نهایت فرمودند، یاری را بنده کتاب�ها و مقاله�ها تهیه�ی



چͺیده

I, J که کنید فرض مͬ�شود. پرداخته متغیره دو عملͽری محدب توابع به نامه پایان این در

Mm(I)مجموعه�ی m×mو مختلط ماتریس�های از Mmجبری و ۰ ∈ I ∩J که باشند بازه�هایی

در تصاویر از مجموعه�ای πm و مͬ�باشد I در مشمول آن طیف که Mmاند از هرمیتͬ اعضای همه�ی

توابع از حالت�هایی به را متغیره ͷی ماتریسͬ تحدب توابع روی نتایج برخͬ همچنین Mmهستند.

مͬ�دهیم. گسترش متغیره دو

متعامد تصوير طيف، ينسن، نامساوی محدب، توابع کلیدی:عملͽر، کلمات
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پیشͽفتار

چند به مͬ�توان که مͬ�شود کار متغیره دو توابع روی ینسن نامساوی درباره�ی نامه پایان این در

است. همراه پیچیدگͬ با اما داد گسترش هم متغیره

اگر جایی�که در آورده�ایم. است نیاز مورد بعدی فصول در که را قضیه�هایی و تعاریف اول فصل در

فصل در کرده�ایم. اکتفا قضیه صورت بیان به گرنه و شده آورده اثبات باشد نیاز قضیه�ها این اثبات به

ͷی عملͽر ͷی سپس شده یادآور را آن خواص برخͬ و کرده تعریف را تانسوری ضرب ابتدا دوم

ضرب از استفاده با متغیره دو روی سپس و مͬ�دهیم گسترش H هیلبرت فضای کل به را متغیره

بررسͬ به و تعریفکرده را عملͽری یͺنوای و عملͽری محدب سوم فصل در مͬ�کنیم. کار تانسوری

همساز میانگین تعریف به و عملͽری یͺنوای و عملͽری محدب بین روابط و کراندار خطͬ عملͽر

و ماتریسͬ تحدب بررسͬ به پنجم فصل در مͬ�کنیم. اثبات را مربوط قضیه�های و پرداخته ارتباط و

مͬ�پردازیم. دارد وجود آن�ها بین که روابطͬ به و قطری ماتریسͬ تحدب و مجزا ماتریسͬ تحدب

ح



١ فصل

پیش�نیازها

مطالب مͬ�آوریم. را داریم نیاز آنها به بعدی بخش�های در که را تعاریفͬ و قضایا فصل این در

است. شده استخراج [٩،١٠،١۴،١۵] مراجع از عمدتا فصل

حقیقͬ میانͬ محدب و محدب توابع ١.١

نامیده میانͬ محدب ،f صورت این در باشد، تابع ͷی f : (a, b) −→ R فرضکنید تعریف١.١.

،x, y ∈ (a, b) هر برای هرگاه مͬ�شود

f

(
x+ y

۲

)
≤ ۱

۲

(
f(x) + f(y)

)
.

درآن (که باشد (α, β) روی میانͬ محدب تابع ͷی f کنید فرض ینسن) (قضیه�ی .١.١.١ قضیه

تابع ͷی f آن�گاه باشد. Mکراندار حقیقͬ عدد ͷی به بالا از (α, β) روی و (−∞ ≤ α ≤ ∞

مͬ�باشد. (α, β) روی محدب و پیوسته

(α, β) در x۱, ..., xn هر و n ∈ N هر برای پس است میانͬ محدب تابع ͷی f چون برهان.

١



٢ پیش�نیازها .١ فصل

داشت خواهیم

f

(
x۱ + ...+ xn

n

)
≤ f(x۱) + ...+ f(xn)

n

x۱ = x۲ = · · · = xm = x+nδ مͬ�دهیم قرار و کرده انتخاب mرا < nمثبت و صحیح عدد

که مͬ�شود انتخاب بͽونه�ای δ و بوده دلخواه x ∈ (α, β) آن در که xm+۱ = · · · = xn = x و

بنابراین .x+ nδ ∈ (a, b)

f(x+mδ) = f

(
m(x+ nδ) + (n−m)x

n

)
≤ m

n
f(x+ nδ) +

n−m
n

f(x),

درنتیجه و

f(x+ nδ)− f(x)
n

≥ f(x+mδ)− f(x)
m

.

مͬ�آوریم به�دست مشابه بطور ،δ جای به −δ مناسب جایͽذاری با اکنون

f(x)− f(x−mδ)
m

≥ f(x)− f(x− nδ)
n

.

پس f(x+mδ) + f(x−mδ) ≥ ۲f(x) چون میانͬ، محدب تابع تعریف به بنا ولͬ

f(x+mδ)− f(x) ≥ f(x)− f(x−mδ),

بنابراین

f(x+ nδ)− f(x)
n

≥ f(x+mδ)− f(x)
m

≥ f(x)− f(x−mδ)
m

≥ f(x)− f(x− nδ)
n

.



٣ پیش�نیازها .١ فصل

داشت mخواهیم = ۱ فرض با و است Mکراندار به بالا از (α, β) روی f اینکه به توجه با

M − f(x)
n

≥ f(x+ δ)− f(x)

≥ f(x)− f(x− δ)

≥ f(x)−M
n

باشند، x− nδ, x+ nδ ∈ (α, β) هنوز که گرفت بزرگ آن�قدر را n مͬ�توان ،δ −→ ۰ اگر وحال

گرفت نتیجه و ،n −→∞ کرد فرض مͬ�توان لذا

lim
δ→۰

[f(x+ δ)− f(x)] = ۰

یعنͬ ۰ ≤ m ≤ n و λ = m
n
که λ ∈ [۰,۱] کنیم فرض بودن محدب اثبات برای

f
(
λx+ (۱− λ)y

)
= f

(m
n
x+

n−m
n

y
)

= f
(mx+ (n−m)y

n

)
≤ mf(x) + (n−m)f(y)

n

= λf(x) + (۱− λ)f(y)

هست [۰,۱] از λk مانند گویا اعداد از دنباله ͷی صورت این در باشد دلخواه λ ∈ [۰,۱] اگر حال

نوشت مͬ�توان f پیوستگͬ به توجه با .λk −→ λ که

f
(
λx+ (۱− λ)y

)
= lim

k→∞
f
(
λkx+ (۱− λky)

)
≤ lim

k→∞
[λkf(x) + (۱− λk)f(y)]

= λf(x) + (۱− λ)f(y)

است. محدب (α, β) روی f یعنͬ

دنباله�ای آن�گاه باشد. پیوسته [a, b] بازه�ی بر f تابع اگر وایرشتراس) استون (قضیه .٢.١.١ قضیه

.Pn ⇒ f که دارد وجود {Pn} مانند چندجمله�ای�ها از



۴ پیش�نیازها .١ فصل

عملͽری محدب توابع ٢.١

مرتب زوج هر به اگر گویند داخلͬ ضرب فضای ͷی Hرا مختلط برداری فضای (١ .٢.١ تعریف

y, x اسͺالر) �ضرب یا ) داخلͬ» «�ضرب به�نام ⟨x, y⟩ مانند مختلط عدد ͷیH در y, x بردارهای از

باشد. مربوط زیر شرایط به

.⟨x+ z, y⟩ = ⟨x, y⟩+ ⟨z, y⟩ ، x, y, z ∈ H اگر الف)

. ⟨αx, y⟩ = α ⟨x, y⟩ باشد، اسͺالر α و x, y, z ∈ H اگر ب)

است). مختلط مزدوج نشانگر بار علامت ) ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ پ)

باشد. x = ۰ اگر فقط ⟨x, x⟩ = ۰ و ⟨x, x⟩ ≥ ۰ ،x ∈ H هر ازای به ت)

داخلͬ ضرب به�وسیله�ی شده تعریف متر با که است داخلͬ ضرب فضای ͷی هیلبرت فضای هر (٢

همͽراست. آن در کوشͬ دنباله�ی هر یعنͬ باشد تام

ͷی با آن ضرب که است C میدان روی برداری فضای ͷی A مانند مختلط جبر ͷی .٣.١ تعریف

مͬ�شود تعریف زیر خطͬ دو نگاشت

A×A −→ A, (a, b) 7−→ ab

.a(bc) = (ab)c باشیم داشته a, b, c ∈ A برای به�طوری�که

است. شده گرفته نظر در جبر ͷی A نامه پایان این در

خطͬ عملͽر شده، تعریف K برداری فضای به H برداری فضای از که T نگاشت .۴.١ تعریف

،T (αx + y) = αT (x) + T (y) ،α اسͺالر هر و ،H در x, y هر ازای به که صورتͬ در است

M > ۰ هرگاه مͬ�شود خوانده کراندار T عملͽر باشند، داخلͬ ضرب فضای K,H که صورتͬ در

به�صورت را T عملͽر نرم و ∥ Tx ∥≤M ∥ x ∥ ،x ∈ H هر به�ازای که به�طوری باشد موجود

∥ T ∥= sup {∥ Tx ∥: x ∈ H, ∥ x ∥≤ ۱}

مͬ�کنیم. تعریف



۵ پیش�نیازها .١ فصل

a ≥ ۰ نماد با که ⟨a(x), x⟩ ≥ ۰ ،x ∈ H هر برای اگر است مثبت a عملͽر گوئیم .۵.١ تعریف

نماد با که باشد. وارون�پذیر و مثبت a اگر است مثبت اکیداً a عملͽر همچنین مͬ�شود. داده نشان

H هیلبرت فضای بر کراندار خطͬ عملͽرهای کلیه�ی B(H) آن در که مͬ�شود. داده نشان a > ۰

است.

به�صورت x ∈ H هر هیلبرتHبرای فضای روی a, bمثبت عملͽرهای برای a ≥ b

مͬ�شود. تعریف ⟨ax, x⟩ ≥ ⟨bx, x⟩

ͷی را A توی به A پذیر) تعویض لزوما (نه مختلط جبر از ∗ : a → a∗ نگاشت .۶.١ تعریف

باشد داشته λ ∈ C و a, b ∈ A هر ازای به را زیر خاصیت چهار اگر گویند A بر برگشت

،(a+ b)∗ = a∗ + b∗ الف)

،(λa)∗ = λa∗ ب)

،(ab)∗ = b∗a∗ پ)

.a = a∗∗ ت)

مͬ�نامیم. *-جبر ͷی یا برگشتͬ جبر ͷی را (A, ∗) زوج

این�صورت در باشد a, u ∈ B(H) کنید فرض .٧.١ تعریف

،aa∗ = a∗a اگر است نرمال a الف)

،a∗ = a اگر است هرمیتͬ یا خودالحاقͬ a ب)

گویند، طولپایی را u آن�گاه u∗u = ۱ اگر پ)

Hاست، بر همانͬ عملͽر ۱ = ۱H آن در که uu∗ = ۱ = u∗u اگر است یͺانͬ u عنصر ت)

.p۲ = p∗ = p اگر است تصویر p ∈ B(H) ث)

همچنین استو نرمال عضوی یͺانͬ، هر استو هرمیتͬ عضو تصویر، هر تعاریفبالا به توجه با

است. طولپایی ͷی یͺانͬ هر مͬ�شود دیده

.a∗a ≤ ۱H اگر فقط و اگر است انقباضͬ a عملͽر .١.٢.١ لم



۶ پیش�نیازها .١ فصل

a∗a بنابراین≥ ∥a∥۲ ≤ ∥۱H∥۲ بنابراین ∥a∥ ≤ ∥۱H∥ = ۱ پس ∥a∥ ≤ ۱ فرضکنیم برهان.

. a∗a ≤ ۱H نتیجه در ۱∗
H۱H = ۱H

بنابراین a∗a ≤ ۱∗
H۱H = ۱H پس a∗a ≤ ۱H که کنیم فرض مͬ�کنیم اثبات را آن عکس حال

.∥a∥ ≤ ۱ پس ∥a∥۲ ≤ ∥۱H∥۲ = ۱

مͬ�کنیم تعریف زیر به�صورت را A یͺدار جبر از a عنصر طیف .٨.١ تعریف

σ(a) = σA(a) = {λ ∈ C;λ۱− a /∈ Inv(A)}

است. A وارون�پذیر عناصر تمام مجموعه�ی Inv(A) آن در که

x = (۱−aa∗) ۱
۲ همچنین، ∥ a ∥≤ ۱ که باشد ای گونه به ،a ∈ B(H) عملͽر اگر .٢.٢.١ گزاره

صورت، این در .y = (۱− a∗a) ۱
۲ و

U =

 a x

y −a∗


و

V =

 a −x

y a∗


هستند. یͺانͬ عملͽرهای

که بینیم مͬ a∗(۱− aa∗) ۱
۲ = (۱− a∗a) ۱

۲a∗ مͬ�دهیم، نشان ابتدا برهان.

همچنین، a∗(۱− aa∗) = (۱− a∗a)a∗

a∗(۱−aa∗)۲ = a∗(I−۲aa∗+aa∗aa∗) = (I−۲a∗a+a∗aa∗a)a∗ = (۱−a∗a)۲a∗

هر برای پس a∗(۱ − aa∗)n = (۱ − a∗a)na∗ که مͬ�شود معلوم استقراء به ترتیب همین به

حͺم وایراشتراس استون قضیه به اتکا با و .a∗p(۱ − aa∗) = p(۱ − a∗a)a∗ ،p ای چندجمله

معلوم سادگͬ به نیز و ay = x∗a و ya∗ = a∗x∗ مͬ�بینیم، ترتیب این به مͬ�شود. ثابت مطلوب



٧ پیش�نیازها .١ فصل

بنابراین .yy∗ = ۱− a∗a و xx∗ = ۱− aa∗ مͬ�شود، a x

y −a∗


 a∗ y∗

x∗ −a

 =

 aa∗ + xx∗ ay∗ − xa

ya∗ − a∗x∗ yy∗ + a∗a

 =

 ۱ ۰

۰ ۱


مͬ�باشد. یͺانͬ V ترتیب همین به و است یͺانͬ U پس

هیلبرتHمعرفͬ فضای روی کراندار خطͬ و خودالحاقͬ عملͽرهای برای را طیفͬ قضیه حال

بیان را ماتریس�ها نظریه در خودالحاقͬ ماتریس�های کردن قطری زیر در ابتدا خاطر همین به مͬ�کنیم.

کنیم. مͬ

به�طوری�که دارد وجود U یͺانͬ ماتریس پس باشد، k × k خودالحاقͬ ماتریس ͷی A اگر

A = U∗ΛU (١.١)

مͬ�باشند. Aماتریس ویژه مقادیر λi ∈ R و Λ = diag(λ۱, ..., λk) که

دهیم قرار اگر

E۱ = U∗diag(۱, ۰, ..., ۰)U

E۲ = U∗diag(۱,۱, ۰, ..., ۰)U

.

.

.

Ek = U∗diag(۱,۱, ...,۱)U

نوشت زیر به�صورت مͬ�توان را (١.١) پس

A = λ۱E۱ + λ۲(E۲ − E۱) + ...+ λk(Ek − Ek−۱) =
k∑

j=۱

λj△Ej (٢.١)
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σ(A)طیف روی پیوسته مقدار حقیقͬ تابع f(t) اگر .E۰ = ۰ Ej△و = Ej − Ej−۱ که

کرد، تعریف زیر به�صورت مͬ�توان را f(A)پس باشد،

f(A) =
k∑

j=۱

f(λj)△Ej. (٣.١)

داد. هیلبرتHگسترش فضای روی خودالحاق عملͽرهای به مͬ�توان را نتیجه این

تعریف پیوسته�ی مقدار حقیقͬ تابع f(t) هیلبرتHو فضای روی خودالحاقͬ Aعملͽر فرضکنید

.M = max∥x∥=۱ ⟨Ax, x⟩ mو = inf∥x∥=۱ ⟨Ax, x⟩ که باشد، [m,M ] بازه�ی روی شده

مͬ�شود، بیان زیر به�صورت Aپس

A =

∫ M

m−۰

λdEλ (۴.١)

همچنین ،λ ≤ µ هرگاه Eλ ≤ Eµ �که است تصویرهایی از خانواده�ای {Eλ : λ ∈ R} که

باشند. E∞ = ۱H و E−∞ = ۰ ،Eλ+۰ = Eλ

مͬ�توان است، ماتریسخودالحاقͬ از هیلبرتHیͷگسترش فضای Aروی خودالحاقͬ پسعملͽر

زیر به�صورت (٣.١) یافته گسترش بنابراین کرد. بررسͬ (٢.١) یافته�ی گسترش عنوان به را (۴.١)

است،

f(A) =

∫ M

m−۰

f(λ)dEλ (۵.١)

.f(V AV −۱) = V f(A)V −۱ آن�گاه باشد، طولپایی ͷی V اگر .٣.٢.١ گزاره

این در باشند A و V AV −۱ عملͽری به مربوط طیفͬ اندازه ترتیب به E ′ و E کنید فرض برهان.

∫صورت، ∞

−∞
λndEx,x(λ) =

⟨
(V AV −۱)nx, x ⟩

=
⟨
AnV −۱x, V ∗x

⟩
=

∫ ∞

−∞
λndE

′

V −۱x,V ∗x(λ)
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،A خودالحاق عملͽر و V طولپایی ،f ای جمله چند هر برای بنابراین

مͬ�شود. کامل برهان وایرشتراس استون ی قضیه بر بنا است. برقرار f(V AV −۱) = V f(A)V −۱

یͺنوای باشد.) بسته یا باز متناهͬ، بازه ندارد (لزومͬ I بازه روی f حقیقͬ تابع .٩.١ تعریف

I بازه در آن�ها طیف که y, x خودالحاق عملͽرهای از زوج هر برای اگر مͬ�شود، گفته عملͽری

.f(x) ≤ f(y) باشیم، داشته ،x ≤ y و است،

های ماتریس کنید فرض موضوع این دیدن برای نیست. عملͽری یͺنوای f(t) = t۲ تابع مثال.

باشند، زیر های صورت به A,B

A =

 ۱ ۰

۰ ۰

 , B =

 ۲ ۱

۱ ۱

 .

چون نیست. برقرار A۲ � B۲ نامساوی اما A−B ≥ ۰ یعنͬ A ≥ B اگر این�صورت در

A۲ −B۲ =

 ۴ ۳

۳ ۲

 � ۰

J = J۱×...×Jn های بازه از حاصلضربدکارتͬ روی را f حقیقͬ متغیری n تابع تعریف١٠.١.

۰ ≤ i ≤ n و σ(Bi) ⊂ Ji ، σ(Ai) ⊂ Ji با Bi, Ai عملͽر هر برای اگر گویند عملͽری محدب

باشیم داشته ۰ ≤ λ ≤ ۱ هر و

f
(
λ(A۱, ..., An) + (۱− λ)(B۱, ..., Bn)

)
≤ λf(A۱, ..., An) + (۱− λ)f(B۱, ..., Bn)

کنید فرض موضوع این دیدن برای نیست. عملͽری محدب [۰,∞) روی f(t) = t۳ تابع مثال.

باشند، زیر های صورت به A,B های ماتریس

A =

 ۱ ۱

۱ ۱

 , B =

 ۳ ۱

۱ ۱

 .
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صورت، این در

A۳ +B۳

۲
−
(A+B

۲

)۳
=

 ۶ ۱

۱ ۰


نیست. مثبت معین ماتریس

این در ،B ≥ A > ۰ فرضکنید زیرا است عملͽری یͺنوای (۰,∞) روی f(t) = −۱
t
تابع مثال.

پس است. مثبت نیز A−۱ باشد پذیر معکوس و مثبت A اگر طرفͬ از .I ≥ B
−۱
۲ AB

−۱
۲ صورت

I ≤ B
۱
۲A−۱B

۱
۲ بنابراین مͬ�کند. عکس را ترتیب جابجایی، و مثبت عملͽرهای روی t→ t−۱

A چون و است خودالحاق AB شوند، جابجا بایͺدیͽر B و A اگر .−A−۱ ≤ −B−۱ نتیجه در

.AB ≥ ۰ صورت این در پس مͬ�گیرد. قرار [۰,∞) در AB طیف هستند، مثبت B و

الحاق خود عملͽر A اگر صورت این در باشند، عملͽری یͺنوای f تابع کنید فرض .۴.٢.١ گزاره

.Pf(PAP )P = f(PAP )P = Pf(PAP )P باشد. تصویر P و

طیفͬ تجزیه E کنید فرض منظور این .برای f(PAP )P = Pf(PAP ) مͬ�دهیم نشان برهان.

ترتیب، این به باشد PAP عملͽر به ∫مربوط ∞

−∞
λndEPx,x(λ) = ⟨(PAP )nPx, x⟩

= ⟨PAnPx, x⟩

= ⟨(PAP )nx, Px⟩

=

∫ ∞

−∞
λndEx,Px(λ).

مͬ�کند. ثابت را اول تساوی این و f(PAP )P = Pf(PAP ) ،f جمله�ای چند هر برای درنتیجه و

مͬ�شود. اثبات ترتیب همین به نیز دوم تساوی و

آن�گاه PA = AP که باشد تصویر ͷی P و خودالحاق عملͽر ͷی A اگر .۵.٢.١ گزاره

.Pf(PAP )P = Pf(A)P
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این در باشند PAP,A های عملͽر به مربوط طیفͬ اندازه�ی ترتیب به E,E ′ کنید فرض برهان.

∫صورت، ∞

−∞
λndEPx,Px(λ) = ⟨(PAP )nPx, Px⟩

= ⟨AnPx, Px⟩

=

∫ ∞

−∞
λndE

′

Px,Px(λ).

.Pf(PAP )P = Pf(A)P آن�گاه PA = AP درصورتͬ�که ،f هرچندجمله�ای بنابراین

H۲یͷطولپایی H۱و هیلبرت فضاهای Uبین :H۱ −→ H۲ پیوسته نگاشتخطͬ تعریف١١.١.

،x ∈ ker(U)⊥ هر برای که معنͬ بدین باشد ͷایزومتری ker(U)⊥ روی U اگر است جزئͬ

باشد. ∥U(x)∥ = ∥x∥

Hهیلبرت فضای روی پیوسته و خطͬ عملͽر ͷی V که فرضکنید ( قطبی (تجزیه .۶.٢.١ قضیه

آن بر علاوه V = U |V | که به�طوری دارد وجود U ∈ B(H) چون یͺتا جزئͬ طولپایی آن�گاه باشد

.U∗V = |V |

داریم باشد x ∈ H اگر برهان.

∥|V |(x)∥۲ = ⟨|V |(x), |V |(x)⟩

= ⟨|V |۲(x), x⟩

= ⟨V ∗V (x), x⟩

= ⟨V (x), V (x)⟩

= ∥V (x)∥۲

نتیجه در

U۰ : |V |(H) −→ H, |V |(x) 7→ V (x)
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یͺتا خطͬ طولپایی توسیع داری U۰ بنابراین است. خطͬ U۰ همچنین است تعریف خوش و طولپایی

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به را U ∈ B(H) دارد. |V |(H) به ( U۰ (همان

U =

{
U۰ on |V |(H)

۰ on |V |(H)⊥

U بنابراین .ker(U) = |V |(H)
⊥
زیرا است طولپایی ker(U)⊥روی U و U |V | = V آن�ͽاه

است.حال جزئͬ طولپایی

⟨U∗V (x), |V |(y)⟩ = ⟨V (x), V (y)⟩

= ⟨V ∗V (x), y⟩

= ⟨|V |(x), |V |(y)⟩

هر برای بنابراین است. برقرار Z ∈ |V |(H) هر برای ⟨UV (x), Z⟩ = ⟨|V |(x), Z⟩ نتیجه در

باشد دیͽری جزئͬ Wطولپایی که فرضکنید حال .U∗V = |V | نتیجه در است. برقرار Z ∈ H

است مساوی |V |(H)
⊥
روی U Wبا آن�گاه ker(U) = ker(V ) و V = W |V | که طوری به

W = U بنابراین |V |(H)
⊥
= ker(V ) = ker(W ) = ker(U) روی و

آن�گاه باشد عملͽری یͺنوای تابع f اگر .٧.٢.١ لم

f(U∗AU) = U∗f(A)U

.B∗ = U∗A∗U = U∗AU = B چون است الحاق Bخود Bکه = U∗AU دهید قرار برهان.

برای Bm = (U∗AU)m = (U∗AU)(U∗AU) . . . (U∗AU) = U∗AmU بنابراین

نتیجه در .p(t) جمله�ای چند هر برای p(B) = U∗p(A)U داریم .m ≥ ۰ صحیح عدد هر

یͺنوای تابع هر برای j → ∞ وقتͬ ∥f − pj∥ → ۰ که طوری به دارد وجود (pj) چندجمله�ای


