


از بخشͬ یا تمام از استفاده صورت در دارد. تعلق لرستان دانشͽاه به پایاننامه این امتیازات همه

راهنمای اساتید یا استاد یا ) لرستان دانشͽاه نام باید سخنرانͬها، یا کنفرانسها مجلات، در مطالب

دانشͽاه تکمیلͬ تحصیلات دفتر از کتبی مجوز کسب ضمن و مأخذ ذکر با دانشجو نام و ( پایاننامه

گرفت. خواهد قرار قانونͬ پیͽرد مورد درغیراینصورت شود. ثبت



لرستان دانشͽاه

پایه علوم دانشͺده

ریاضͬ گروه

عنوان

هستند اول درونریختͬهایشان حلقهی تحت که مدولهایی
نگارش

غیاثوند فتانه

راهنما استاد

بیرانوند رضا دکتر

مشاور استاد

نظری علیرضا دکتر
ارشد کارشناسͬ درجه دریافت جهت پایاننامه

محض ریاضͬ رشته در

١٣٩٣ ماه دی
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چͺیده
فتانه نام: غیاثوند خانوادگͬ: نام

هستند اول درونریختͬهایشان حلقهی تحت که مدولهایی پایان�نامه: عنوان

بیرانوند رضا دکتر راهنما: استاد

نظری علیرضا دکتر مشاور: استاد

جبر گرایش: محض ریاضͬ رشته: ارشد کارشناسͬ تحصیلͬ: درجه

پایه علوم دانشͺده: لرستان دانشͽاه تحصیل: محل

٧۶ صفحات: تعداد ١٣٩٣ التحصیلͬ: فارغ تاریخ

هستند، اول درونریختͬهایشان حلقهی تحت که مدولهایی اول، مدول واژهها: کلید

ساده، آرتینͬ حلقهی متناهͬ، ددکیند حلقهی متناهͬ، ددکیند مدول شدنͬ، جمع مدول

ضعیف بهطور کوهاپفین مدولهای راست، گ͒لدی حلقهی

این سپس و مͬپردازیم اول ایدآل و اول حلقهی تعریف به ابتدا پایاننامه این در چͺیده:

موضوع مͬشود. تعریف اول زیرمدول و اول مدول و داده تعمیم مدولها به را تعریف

درونریختͬهایش حلقهی تحت که است مدولͬ پایاننامه، این در مطالعه مورد اصلͬ

گوییم اول درونریختͬهایش حلقهی تحت را M ناصفر راست R-مدول است. اول

MRوفادار درونریختͬهای حلقهی روی ،MR از پایایی کاملا́ ناصفر زیرمدول هر هرگاه

درونریختͬ حلقهی که دید خواهیم مͬپردازیم. مهم قضیه چند بررسͬ به آن از بعد باشد.

دارای مذکور مدولهای استو اول باشد، درونریختͬهایشاول تحتحلقهی که مدولͬ

ویژگͬ مدولها، این روی بر شرایطͬ گذاشتن با آخر فصل در هستند. موریتا پایای ویژگͬ

آوردیم. بهدست درونریختͬهایشان حلقهی از بیشتری های



مطالب فهرست

٧ مطالب فهرست

٨ مقدمه

١٠ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ١

٢٩ هستند اول درونریختͬهایشان حلقهی تحت که مدولهایی ٢

۶١ مدول درونریختͬ حلقهی بیشتر بررسͬ ٣

۶٨ انگلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

٧٢ نامه کتاب

٧٢ کتاب�نامه



مقدمه

حلقه از را اول ایدآل مفهوم اول، مدولهای عنوان با مقالهای در ١٩٧٨ سال در دانز بار اولین برای

اول ایدآلهای اساسͬ نقش به توجه با داد. تعمیم تعویضپذیرند حلقههای روی بر که مدولهایی به

گرفت قرار ریاضͬدانان از بسیاری توجه مورد مدولها روی مفهوم این گسترش حلقهها، نظریه در

اول، زیرمدولهای مورد در سؤالات اساسͬترین گردید. مطرح زمینه این در متعددی سؤالات و

١٩٨٠ سال در دانز مجدداً بود. مدول ͷی ماکسیمال زیرمدولهای و حلقه ایدآلهای با آنها ارتباط

ͷی اول زیرمدولهای و حلقه ͷی اول ایدآلهای ارتباط زمینه، این در خود مقاله دومین در توانست

قضایای ١٩٨٠ سال در لیو وی از بعد کند. بیان خاص شرایطͬ تحت را حلقه آن روی بر مدول

حلقه ͷی اول ایدآلهای به مربوط مهم قضیههای از برخͬ و نمود اثبات را اول زیرمدولهای اساسͬ

واقع در داد. پاسخ اول زیرمدول مورد در شده سؤالاتمطرح از ͬͺی به وی داد. تعمیم مدولها به را

زیرمدول وجود برای را شرایطͬ و نمͬباشد اول زیرمدول دارای مدولͬ هر لزوماً که داد نشان وی

زیرمدول مقدماتͬ قضیههای گسترش با داد. ارائه تعویضپذیر حلقههای روی مدول ͷی اول های

گردید.در مطرح اول زیرمدولهای ساختار تعیین مسأله تدریج به بعد، به ١٩٨۵ سال از اول، های

-R مͬپردازیم. هستند اول درونریختͬهایشان حلقهی تحت که مدولهایی بررسͬ به پایاننامه این

ناصفر زیرمدول هر هرگاه گوییم اول درونریختͬهایش حلقهی تحت را M ناصفر راست مدول

درونریختͬ حلقهی مͬدهیم نشان باشد. وفادار MR درونریختͬهای حلقهی روی آن پایای کاملا́

مͬ نشان هستند. موریتا پایایی ویژگͬ دارای مدولها این همچنین و است اول مدولهایی، چنین

باشد اول درونریختͬهایش حلقهی تحت M راست R-مدول و تعویضپذیر R حلقهی اگر دهیم

اول درونریختͬهایش حلقهی تحت لزوماً مذکور مدولهای مستقیم جمع است. اول MR آنگاه



٩ مقدمه

(نه یͺدار حلقهها همهی پایاننامه این سرتاسر در پرداختهایم. آن اثبات به مثال آوردن با که نیست

این در بررسͬ و مطالعه مورد اصلͬ مقالهی مͬشوند. فرض یͺانͬ مدولها و تعویضپذیر) لزوماً

مͬباشد: زیر مقاله پایاننامه،

A. Haghany and M. R. Vedadi, Endoprime Modules, Acta Math. Hungar. 106

(1-2) (2005), 89-99.



١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف



١١

رابطهی ،R در J و I ایدآل دو هر برای هرگاه گوییم اول را R حلقهی از P سره ایدآل .١.١ تعریف

.J ⊆ P یا I ⊆ P بدهد نتیجه IJ ⊆ P

باشد. آن اول ایدآل (٠) هرگاه گوییم اول را R حلقهی .٢.١ تعریف

A٢ ⊆ I رابطهی ،R از A ایدآل هر برای هرگاه گوییم ١ نیماول را R حلقهی از I ایدآل تعریف٣.١.

.A ⊆ I بدهد نتیجه

باشد. آن نیماول ایدآل (٠) هرگاه گوییم نیماول را R حلقهی .۴.١ تعریف

مجموعهی باشد. راست R-مدول ͷیM و حلقه ͷی R فرضکنید .۵.١ تعریف

مͬنامیم. ( M راست پوچساز یا ) R تحت M ٢ پوچساز را annR(M) = {r ∈ R | Mr = ٠}

است. R حلقهی در دوطرفه ایدآل ͷی annR(M) که مͬشود دیده راحتͬ به همچنین

.annR(M) = ٠ هرگاه گوییم ٣ وفادار Mرا راست R-مدول .۶.١ تعریف

R-هم ͷی f : M −→ N همچنین باشند. راست R-مدول دو N و M فرضکنید .١.١ گزاره

اینصورت: در باشد. ریختͬ

.annR(N) ⊆ annR(M) آنگاه باشد، مونومورفیسم f اگر (١)

.annR(M) ⊆ annR(N) آنگاه باشد، اپیمورفیسم f اگر (٢)

با .Mr = ٠ یعنͬ .r ∈ annR(M) مͬدهیم نشان .r ∈ annR(N) فرضکنید (١) اثبات.

چون دیͽر طرف از .f(mr) = f(m)r داریم m ∈ M هر برای ،f بودن R-همریختͬ به توجه

برای است مونومورفیسم f اینکه به توجه با بنابراین .f(m)r = ٠ ،f(m) ∈ N و r ∈ annR(N)

.mr = ٠ ،m ∈ M هر

فرضکنید .Nr = ٠ یعنͬ .r ∈ annR(N) مͬدهیم نشان .r ∈ annR(M) فرضکنید (٢)

semiprime١

annihilator٢

faithful٣



١٢

داریم بنابراین .f(m) = n بهطوریکه ٠ ̸= m ∈ M است، اپیمورفیسم f چون .n ∈ N

طبق طرفͬ از .f(mr) = f(m)r = nr داریم f بودن R-همریختͬ به توجه با .f(m)r = nr

هر برای درنتیجه .٠ = f(٠) = nr داریم اخیر رابطهی به توجه با بنابراین r ∈ annR(M) فرض

.nr = ٠ ،n ∈ N

باشد. N ̸= M هرگاه Mگوییم در ۴ سره زیرمدول Mرا مدول از N زیرمدول .٧.١ تعریف

M از N ناصفر زیرمدول هر برای هرگاه گوییم اول را M ناصفر راست R-مدول .٨.١ تعریف

.annR(M) = annR(N) باشیم داشته

از R-همریختͬها همهی مجموعهی باشند. راست R-مدول دو N و M فرضکنید .٩.١ تعریف

End(MR) نماد با HomR(M,N)را ،M = N اگر مͬدهیم. HomR(M,N)نشان با Nرا Mبه

مͬدهیم. نمایش

.f(N) ⊆ N ،f ∈ End(MR) هر برای هرگاه نامیم ۵ پایا کاملا́ Mرا Nاز زیرمدول تعریف١٠.١.

گوییم ماکزیمال را M از N زیرمدول باشد. راست R-مدول ͷی M فرضکنید .١١.١ تعریف

آنگاه ،N ⊆ K ⊆ M بهطوریکه باشد داشته وجود K مانند زیرمدولͬ اگر و N ̸= M هرگاه

.K = N یا K = M

هرگاه گوییم مینیمال Mرا Nاز زیرمدول باشد. راست MیRͷ-مدول فرضکنید تعریف١٢.١.

یا K = N آنگاه ،٠ ≤ K ≤ N بهطوریکه باشد داشته وجود K مانند زیرمدولͬ اگر و N ̸= ٠

.K = ٠

نداشته (٠) Mو جز به Mزیرمدولͬ هرگاه گوییم ساده Mرا ناصفر راست R-مدول تعریف١٣.١.

باشد.

proper۴

fully invariant۵



١٣

(چپ) راست یRͷ-مدول هرگاه مͬشود نامیده ۶ (چپ) راست ابتدایی R حلقهی تعریف١.١۴.

باشد. داشته وفادار و ساده

است. (راست) چپ ابتدایی ساده، حلقهی هر .٢.١ گزاره

چپ ایدآل دارای است، یͺدار R حلقهی چون باشد. ساده حلقهی ͷی R فرضکنید اثبات.

که داریم توجه است. ساده چپ R-مدول ͷی R/m دراینصورت است. m مانند ماکزیمالͬ

اگر .annR(R/m) = R یا annR(R/m) = ٠ بنابراین است ساده R حلقهی

annR(R/m) = R =⇒ R · (R/m) = ٠ =⇒ R(١+m) = ٠ =⇒ ١(١+m) = ٠ =⇒

١+m = m =⇒ ١ ∈ m

است. برقرار حͺم و annR(R/m) = ٠ بنابراین است. تناقض در m بودن ماکزیمال با که

قسمتͬ خارج حلقهی هرگاه مͬنامیم (چپ) راست ابتدایی را R حلقهی از I ایدآل .١۵.١ تعریف

باشد. (چپ) راست ابتدایی R/I

٧ اساسͬ را M از K زیرمدول باشد. R-مدول ͷی M و حلقه ͷی R فرضکنید .١۶.١ تعریف

دراین .L = ٠ بدهد نتیجه K ∩ L = ٠ رابطهی M از L زیرمدول هر برای هرگاه گوییم (M (در

مͬدهیم. نمایش K ≤e M نماد با را آن صورت

٨ ͷکوچ را M از K زیرمدول باشد. R-مدول ͷی M و حلقه ͷی R فرضکنید .١٧.١ تعریف

دراین .L = M بدهد Mنتیجه = K+L Mرابطهی از L زیرمدول هر برای هرگاه گوییم (M (در

مͬدهیم. نمایش K ≪ M نماد با را آن صورت

.Imf ≤e M هرگاه گوییم اساسͬ را f : K −→ M مونومورفیسم .١٨.١ تعریف

.Kerg ≪ M هرگاه گوییم ͷکوچ را g : M −→ K اپیمورفیسم .١٩.١ تعریف

right primitive۶

essential٧

small٨



١۴

M از N ناصفر زیرمدول هر برای اگر گوییم ٩ شدنͬ جمع را M راست R-مدول .٢٠.١ تعریف

.HomR(M,N) ̸= ٠ باشیم داشته

هرگاه گوییم ١٠ اول” درونریختͬهایش ”تحتحلقهی Mرا ناصفر راست R-مدول تعریف٢١.١.

باشد. MRوفادار درونریختͬهای حلقه روی ،MR از پایایی کاملا́ ناصفر زیرمدول هر

M هرگاه مͬنامیم نیمساده را M راست R-مدول باشد. حلقه ͷی R فرضکنید .٢٢.١ تعریف

آنگاه باشند، یͷریخت هم با زیرمدولها این اگر باشد. سادهاش زیرمدولهای از مستقیمͬ جمع

مͬنامیم. ١١ همͽن نیمساده Mرا

مͬ Mباشد. زیرمدولهای از مجموعه ͷی T و راست MیRͷ-مدول فرضکنیم تعریف٢٣.١.

متوقف T اعضای از صعودی زنجیر هر هرگاه مͬکند صدق T روی ١٢ ACC شرط در M گوییم

شود.

١٣ یͺنواخت Mرا باشد. ناصفر راست MیRͷ-مدول و حلقه ͷی R فرضکنید .٢۴.١ تعریف

دو هر معادل عبارت به باشد. M در اساسͬ زیرمدول ͷی ،M از ناصفر زیرمدول هر هرگاه گوییم

باشند. ناصفر اشتراک دارای ،M از ناصفر زیرمدول

مجموعهی باشد. حلقه ͷی R فرضکنید .٢۵.١ تعریف

مͬ دیده سادگͬ به گوییم. R حلقهی مرکز را CenR(R) = {r ∈ R | rx = xr ∀x ∈ R}

است. R از تعویضپذیر زیرحلقهی ͷی CenR(R) که شود

.R = CenR(R) اگر تنها و اگر است تعویضپذیر R حلقهی .١.١ تذکر

retractable٩

endoprime١٠

homogeneous semisimple ١١

ascending chain condition١٢

uniform١٣



١۵

مجموعهی باشد. A ⊆ R و حلقه ͷی R فرضکنید .٢۶.١ تعریف

گوییم. A ١۴ R-مرکزساز را CenR(A) = {x ∈ R | ax = xa ∀a ∈ A}

باشد، معکوسپذیر R در x ∈ CenR(A) اگر باشد. A ⊆ R و حلقه ͷی R فرضکنید .٣.١ گزاره

دارد. قرار CenR(A) در معکوس آن آنگاه

مͬ نشان .a ∈ A فرضکنید .xy = yx = ١ درنتیجه باشد. x معکوس y ∈ R فرضکنید اثبات.

داریم: اکنون .xa = ax ،x ∈ cenR(A) چون .ya = ay دهیم

xa = ax =⇒ yxa = yax =⇒ a = yax =⇒ ay = yaxy =⇒ ay = ya.

است. میدان ساده، حلقهی هر مرکز .۴.١ گزاره

است واضح است. میدان CenR(R) مͬدهیم نشان باشد. ساده حلقهی ͷی R فرضکنید اثبات.

معکوسپذیر x مͬدهیم نشان .٠ ̸= x ∈ CenR(R) فرضکنید است. تعویضپذیر CenR(R)

داریم توجه است. R در دوطرفه ایدآل ͷی Rx = {rx | r ∈ R} مͬشود دیده آسانͬ به است.

،r ∈ R هر برای آنگاه ،Rx = ٠ اگر .Rx = R یا Rx = ٠ بنابراین است ساده حلقهی ͷی R که

ناصفر عضو ،١ ∈ R چون حال .Rx = R پس .Rx ̸= ٠ درنتیجه x ̸= ٠ مͬدانیم ولͬ .rx = ٠

بنابراین .y ∈ CenR(R) قبل گزاره به بنا درنتیجه .yx = ١ = xy بهطوریکه دارد وجود y ∈ R

است. میدان CenR(R)

بعد دارای M مͬگوییم باشد. راست R-مدول ͷی M و حلقه ͷی R فرضکنید .٢٧.١ تعریف

داشته وجود V ≤e M اساسͬ زیرمدول هرگاه (u.dimM = n مͬنویسیم (و است n ١۵ یͺنواخت

موجود شرط این با n صحیح عدد اگر باشد. یͺنواخت زیرمدول n مستقیم جمع V بهطوریکه باشد

.u.dimM = ∞ مͬنویسیم نباشد

centralizer١۴

uniform dimension ١۵



١۶

روی ACC شرط در R و u.dimR < ∞ هرگاه گوییم ١۶ راست گ͒لدی را R حلقهی تعریف٢٨.١.

مͬشود.) تعریف مشابه بهطور چپ گ͒لدی (حلقهی کند. صدق راست پوچسازهای

در مجموعه ͷی A,B ∈ C هر برای باشد. مجموعهها از کلاسͬ C فرضکنید .٢٩.١ تعریف

صورت به را مجموعه این اعضای مͬدهیم. نشان morC(A,B) نماد با را آن که مͬگیریم نظر

سه هر برای همچنین مͬنامیم. همدامنه را B و دامنه را A مͬگیریم. نظر در f : A −→ B

دارد. وجود ٠ : morC(B,C) × morC(A,B) −→ morC(A,C) تابع ͷی A,B,C ∈ C تایی

نماد با را آن که مͬبرد ٠(g, f) به را g : B −→ C و f : A −→ B مانند زوج هر واقع در

،C کلاس شامل C = (C ,morC,٠) تایی سه ١٧ دستگاه حال مͬدهیم. نشان gf : A −→ C

درصورتͬکه مͬنامیم ١٨ رسته ͷی را ٠ (رابطه) تابع morCو : (A,B) 7−→ morC(A,B)نگاشت

کند. صدق زیر شرایط در

h٠(g٠f) = (h٠g)٠f رابطهی f : A −→ B و g : B −→ C و h : C −→ D هر برای (١)

باشد. برقرار

و f : A −→ B اگر بهطوریکه باشد داشته وجود ١A ∈ morC(A,A) ،A ∈ C هر برای (٢)

.١A٠g = g و f٠١A = f آنگاه باشد، g : C −→ A

اعضایی و رسته این اشیای را C کلاس اعضای آنگاه باشد، رسته ͷی C = (C ,morC,٠) اگر

و مورفیسمها ترکیب را نگاشت٠ همچنین مͬنامیم. رسته این مورفیسمهای را f : A −→ B مانند

گوییم. رسته این همانͬهای را (A ∈ C )١A

f−١ : B −→ A مانند مورفیسمͬ هرگاه گوییم یͷریختͬ را f : A −→ B مورفیسم تعریف٣٠.١.

.f−١٠f = ١A و f٠f−١ = ١B بهطوریکه باشد داشته وجود

D ⊆ C هرگاه گوییم C = (C ,morC,زیررستهی(٠ Dرا = (D ,morD,رستهی(٠ تعریف٣١.١.

در ٠ تحدید همان D در ٠ ترکیب تابع و morD(A,B) ⊆ morC(A,B) ،A,B ∈ D هر برای و

right Goldie ١۶

system١٧

category١٨



١٧

زیررستهی را D آنگاه ،morD(A,B) = morC(A,B) ،A,B ∈ D هر برای اگر همچنین باشد. C

گوییم. C ١٩ کامل

باشند. رسته دو D = (D ,morD,٠) و C = (C ,morC,٠) فرضکنید (فانکتور) .٣٢.١ تعریف

از تابعͬ F ′ صورتͬکه در گوییم D به C از ٢٠ همورد فانکتور ͷی را F = (F ′, F ′′) توابع زوج

هر ازای به بهطوریکه باشد D مورفیسمهای به C مورفیسمهای از تابع ͷی F ′′ و باشد D به C

باشد. برقرار زیر شرایط ،C در g : B −→ C و f : A −→ B هر و A,B,C ∈ C

.D در F ′′(f) : F ′(A) −→ F ′(B) (١)

.F ′′(g٠f) : F ′′(g)٠F ′′(f) (٢)

.F ′′(١A) = ١F ′(A) (٣)

(٢) و (١) شرطهای دوگان در بهطوریکه است F = (F ′, F ′′) مانند زوجͬ ٢١ پادورد فانکتور ͷی

یعنͬ: دیͽر عبارت به کند. صدق

.D در F ′′(f) : F ′(B) −→ F ′(A) *(١)

.F ′′(g٠f) = F ′′(f)٠F ′′(g) *(٢)

.F ′′(١A) = ١F ′(A) (٣)

فانکتور Gدو و F و باشند رسته Dدو و C فرضکنید فانکتورها: بین ٢٢ طبیعͬ تبدیل تعریف٣٣.١.

به باشد D در مورفیسمهای از اندیسدار مجموعه ͷی η = (ηA)A∈C و همورد) دو (هر D به C از

F از طبیعͬ تبدیل ͷی η دراینصورت .ηA ∈ morD
(
F (A), G(A)

)
،A ∈ C هر برای طوریکه

زیر نمودار f ∈ morC(A,B) هر و A,B ∈ C زوج هر برای هرگاه مͬشود نامیده G به

full subcategory١٩

covariant functor٢٠

contravariant functor٢١

natural transformation٢٢



١٨

F (A)
F (f) //

ηA
��

F (B)

ηB
��

G(A)
G(f)

// G(B)

را η آنگاه باشد، یͷریختͬ ηA هر اگر همچنین .ηB٠F (f) = G(f)٠ηA یعنͬ باشد؛ تعویضپذیر

گوییم. ٢٣ طبیعͬ یͷریختͬ

هم F : C −→ D همورد فانکتور آنگاه باشند. دلخواه رستهی دو D و C فرضکنید تعریف١.٣۴.

GF ∼= ١C و FG ∼= ١D طبیعͬ یͷریختͬهای و G : D −→ C فانکتور اگر است رستهای ارزی

یͷریختͬ ،f ∈ morD(M,M ′) هر و M,M ′ ∈ D هر برای معنͬکه این به باشند. داشته وجود

بهطوریکه باشند داشته وجود ηM ′ : FG(M ′) −→ M ′ و ηM : FG(M) −→ M طبیعͬ های

زیر نمودار

FG(M)
FG(f)//

ηM

��

FG(M ′)

ηM′

��
M

f
// M ′

وجود GF ∼= ١C برای این مشابه بحثͬ البته .ηM ′٠FG(f) = f٠ηM یعنͬ باشد؛ تعویضپذیر

ͷی اگر هستند همارز D و C رستهی دو گوییم. F وارونه همارزی را ویژگͬ این با G فانکتور دارد.

مͬدهیم. نمایش C ∼= D نماد با را آن و باشد داشته وجود دیͽری به ͬͺی از رستهای همارزی

R-مدولهای رستهی هرگاه گوییم ٢۴ ( موریتا (همارز همارز را S و R حلقهی دو .٣۵.١ تعریف

باشند. همارز (راست) چپ S-مدولهای رستهی با ( (راست چپ

دو f ′ : N −→ M و f : M −→ N هرگاه باشند. R-مدول Nدو Mو فرضکنید تعریف١.٣۶.

مونومورفیسم را f ′ و ٢۵ شͺافته اپیمورفیسم را f آنگاه ،ff ′ = ١N بهطوریکه باشند R-همریختͬ

natural isomorphism٢٣

Morita equivalence٢۴

split٢۵



١٩

گوییم. شͺافته

رسته در ٠ −→ M١
f−→ M

g−→ M٢ −→ ٠ کوتاه ٢۶ دقیق دنبالهی برای زیر شرایط .۵.١ گزاره

هستند. معادل راست R-مدولهای ی

است. شͺافته فوق دنبالهی (a)

است. شͺافته f مونومورفیسم (b)

است. شͺافته g اپیمورفیسم (c)

Mاست. مستقیم جمعوند ͷی Kerg = Imf (d)

مͬگذرد. f از h : M١ −→ N مانند R-همریختͬ هر (e)

مͬگذرد. g از h : N −→ M٢ مانند R-همریختͬ هر ( f )

ببینید. را ۵.٢ قضیه ،[٣] مرجع اثبات.

اپیمورفیسم هر برای هرگاه گوییم (تصویری) پروژکتیو را P راست R-مدول .٣٧.١ تعریف

h : P −→ A مانند R-همریختͬای ،g : P −→ B R-همریختͬ هر و f : A −→ B R-مدولͬ

.fh = g بهطوریکه باشد داشته وجود

هستند. معادل P R-مدول روی بر زیر شرایط .۶.١ گزاره

است. پروژکتیو R-مدول ͷی P (١)

رو این از و است شͺافتنͬ ٠ −→ A
f−→ B

g−→ P −→ ٠ مانند کوتاه دقیق دنبالهی هر (٢)

.B ≃ A⊕ P

وجود K مانند R-مدولͬ و F مانند آزادی R-مدول یعنͬ است آزاد R-مدول ͷی جمعوند P (٣)

.F ≃ K ⊕ P بهطوریکه دارند

ببینید. را ٢.۶ نتیجه ،[٩] مرجع اثبات.

exact٢۶



٢٠

R-مدولͬ اپیمورفیسم هر برای هرگاه گوییم ٢٧ شبهپروژکتیو Mرا راست R-مدول تعریف٣٨.١.

وجود g : M −→ M R-مدولͬ درونریختͬ ،h : M −→ N R-همریختͬ هر و f : M −→ N

.fg = h بهطوریکه باشد داشته

R-مدولͬ مونومورفیسم هر برای هرگاه گوییم انژکتیو را E راست R-مدول .٣٩.١ تعریف

داشته وجود h : B −→ E مانند R-همریختͬای ،g : A −→ E R-همریختͬ هر و f : A −→ B

.hf = g بهطوریکه باشد

A در زنجیر هر اگر باشد. جزئͬ مرتب ناتهͬ مجموعهی ͷی A فرضکنید ( ٢٨ زُرن (لم .١.١ لم

است. ماکزیمال عنصر دارای A آنگاه باشد، A در بالایی کران دارای

به اگر تنها و اگر است انژکتیو J R-مدول باشد. حلقه ͷی R فرضکنید بئر) (قضیه .١.١ قضیه

R-هم ͷی به بتوان را R-مدولها از f : L −→ J R-همریختͬ هر ،R از L چپ ایدآل هر ازای

داد. توسیع J به R از R-مدولͬ ریختͬ

مانند R-همریختͬ ͷی یعنͬ f : L −→ J R-همریختͬ توسیع از منظور (⇐) اثبات.

زیر نمودار بهطوریکه باشد داشته وجود h : R −→ J

٠ // L
i //

f
��

R

h����
��

��
�

J

دارد. وجود همواره h باشد، انژکتیو J اگر است واضح باشد. تعویضپذیر

باشیم داشته را زیر نمودار و باشد توسیع خاصیت دارای J فرضکنید (⇒)

٠ // A
g //

f
��

B

J

quasi projective٢٧

Zorn’s lemma٢٨


